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ou  toutes  traductions  faites  au  mépris  de  ses  droits. 
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sera  réputé  contrefait.  Les  mesures  nécessaires  seront  prises  pour  attoindrot  conrorméaicnt  à  la  loi,  les  fabricants 
et  les  débitants  do  ces  exemplaires. 
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Les  procédés,  souvent  fort  ingénieux,  par  lesquels  les  Tailleurs  de  pierre 
et  les  Charpentiers  construisent  leurs  épures,  étaient  connus  depuis  long- 
temps, il  est  vrai  ;  mais  ils  ne  présentaient  ordinairement  que  des  méthodes 
isolées,  particulières  à  chaque  problème,  et  que  le  génie  des  artistes  avait  dû 
inventer  à  mesure  qu'ils  hasardaient  de  nouvelles  combinaisons  de  voûtes. 
C'est  vers  la  fin  du  siècle  dernier  que  le  célèbre  Monge  a  rattaché  ces  pro- 
cédés divers  à  un  corps  de  doctrine,  dont  il  a  exposé  les  principes  généraux 
sous  le  nom  de  Géométrie  descriptive,  et  par  là,  il  en  a  fait  une  science  éga- 
lement propre  à  représenter  les  corps  avec  exactitude,  et  à  fournir  des  moyens 
de  recherche  pour  les  propriétés  générales  de  l'étendue  considérée  d'une 
manière  abstraite.  L'ouvrage  que  cet  illustre  Géomètre  a  écrit  sur  cette  ma- 
tière, est  sans  doute  un  modèle  de  clarté  ;  mais  il  laisse  des  lacunes  dans  plu- 
sieurs théories  importantes,  et  n'offre  pas  des  exemples  assez  nombreux  et 
assez  variés  pour  que  le  lecteur  puisse  acquérir  l'habitude  des  méthodes  de 
projection.  En  outre,  il  est  bien  essentiel  ici  que  les  épures  soient  toujours 
tracées  d'après  un  mode  de  ponctuation  soumis  à  des  règles  constantes,  afin 
de  manifester  sans  ambiguïté,  et  par  une  soVte  de  langage  sensible  aux  yeux 
du  spectateur,  la  position  respective  des  diverses  parties  de  l'objet  défini. 

C'est  dans  ce  double  but  qu'a  été  écrit  cet  ouvrage,  où  j'ai  suivi  l'ordre 
adopté  pour  le  programme  de  TÉcole  Polytechnique  ;  du  moins,  autant  que 
le  permettent  les  différences  qui  se  trouvent  nécessairement  entre  un  Traité 
écrit  et  un  Cours  oral,  où  la  distribution  des  matières  doit  être  subordonnée 
au  temps  dont  les  élèves  ont  besoin  pour  exécuter,  dans  l'intervalle  des  le- 
çons,  les  travaux  graphiques  qui  s'y  rapportent.  Toutefois,  en  multipliant 
les  exemples  relatifs  aux  problèmes  des  plans  tangents  et  des  intersections  de 
surfaces,  ce  qui  permettra  aux  élèves  de  varier  entre  eux  les  données  d'une 
même  question,  je  n'ai  pas  cru  devoir  me  renfermer  dans  les  limites  de  ce 
programme,  que  la  courte  durée  des  études  à  l'Ecole  Polytechnique  a  forcé 
de  restreindre  beaucoup  ;  mais  j'ai  eu  le  dessçin  d'offrir  aux  Ingénieurs  et  aux 
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personnes  qui,  par  état  ou  par  goût,  voudront  approfondir  cette  science  sus- 
ceptible de  tant  d'applications  diverses,  les  moyens  d'étudier  toutes  les  res- 
sources de  la  Géométrie  descriptive.  En  conséquence,  je  me  suis  étendu  sur 
les  surfaces  développables  et  les  enveloppes,  sur  les  hélicoïdes  développables 
ou  gauches,  sur  la  courbure  et  les  développées  des  courbes  gauches,  sur  la 
courbure  des  surfaces  et  sur  leurs  lignes  de  courbure  dont  j'ai  établi  la  théorie 
par  des  considérations  synthétiques,  en  les  accompagnant  d'exemples  divers. 
Quant  aux  surfaces  gauches,  si  importantes  par  leur  emploi  fréquent  dans 
les  arts,  une  longue  expérience  m'a  convaincu  qu'il  valait  mieux  ne  citer  d'a- 
bord que  quelques  cas  fort  simples  de  ces  surfaces,  pour  empêcher  les  élèves 
de  les  confondre  avec  celles  qui  sont  développables;  puis,  dans  un  livre 
séparé,  réunir  toutes  les  parties  de  la  théorie  complète  de  cette  classe  de  sur- 
faces, que  j'ai  eu  soin  d'appuyer  encore  par  de  nombreux  exemples  où  je  * 

réalise  les  constructions  indiquées  dans  l'exposition  générale.  D'ailleurs,  cet  *      j|.^ 

'  •  *         * 

ordre  s'accorde  bien  avec  la  marche  du  cours  à  l'Ecole  Polytechnique,  où 

les  propriétés  générales  des  surfaces  gauches  ne  sont  présentées  qu'à  une 
époque  qui  les  rapproche  de  leurs  applications  à  la  Stéréotomie,  et  en  fait 
mieux  ressortir  toute  l'importance.  Enfin,  j'ai  réuni,  dans  des  Additions^ 
quelques  théorèmes  utiles  pour  les  Ombres  et  la  Perspective,  la  Méthode  des 
Plans  cotés  qui  sert  pour  les  dessins  de  la  Fortification,  et  la  Théorie  des 
Engrenages  cylindriques  et  coniques. 

Dans  cette  édition,  où  se  trouvent  deux  nouvelles  planches,  j'ai  re- 
touché la  rédaction,  pour  la  rencfe^e  plus  claire  et  plus  méthodique  sur  plu- 
sieurs points;  entre  autres,  sur  le  principe  des  engrenages  qui  avait  besoin 
d'être  établi  avec  plus  de  précision.  Quant  à  l'ouvrage  que  j'avais  annoncé 
sur  les  Ombres,  la  Perspective,  la  Coupe  des  pierres  et  la  Charpente,  il  est 
entièrement  publié,  et  présente  ainsi  la  réunion  des  principales  applications 
de  la  Géométrie  descriptive. 


Coi 


TABLE    DES  MATIÈRES. 


Avertissement • .      Page  v 

LIVRE  PREMIER. 

DES  DEOITBS   ET   DES   PLANS. 

CHAPITRE  I".  —  Notions  préliminaires. 

N". 

Objet  de  la  Géométrie  descriptive i 

Moyens  de  représenter  graphiquement  les  points  et  les  lignes 4 

Moyens  de  trouver  les  traces  d'une  droite 1 3 

Règles  sur  la  ponctuation  des  diverses  lignes i5 

CHAPITRE  II.  —  Problèmes  sur  les  droites  et  les  plans. 

Construire  la  droite  qui  passerait  par  deux  points  donnés,  et  trouver  la  distance  de  ces  points.  1 7 
Trouver  sur  une  droite  connue,  un  point  qui  soit  à  une  distance  8  d*un  point  assigné  sur  cette 

même  ligne 20 

Par  un  point  donné,  mener  une  droite  parallèle  à  une  droite  connue 21 

Construire  le  plan  qui  passerait  par  trois  points  donnés,  ou  par  une  droite  et  un  point  donnés.  22 

Par  un  point  donné,  conduire  un  plan  parallèle  à  un  plan  connu .  23 

Connaissant  une  seule  projection  d'un  point  ou  d'une  droite,  que  Ton  sait  être  situés  dans  un 

plan  connu,  trouver  la  seconde  projection •  •  •  •  ^'S 

Trouver  Tintersection  de  deux  plans  donnés 27 

Construire  Tintersection  d'une  droite  avec  un  plan 3o 

Par  un  point  donné,  construire  une  droite  qui  en  rencontre  deux  autres 32 

.Lorsqu'une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  ses  projections  sont  respectivement  perpendi- 
culaires aux  traces  de  ce  plan •. 33 

Trouver  la  plus  courte  distance  d'un  point  à  un  plan  donné 35 

Trouver  la  plus  courte  distance  d'un  point  à  une  droite 36 

Autre  solution  de  ce  problème 37 

Sur  une  droite  connue,  trouver  un  point  qui  soit  à  une  distance  à  d'un  point  donné  dans 

l'espace 38 

Trouver  Tangle  de^i^eux  droites,  et  diviser  cet  angle  en  deux  parties  égales 3q 

Trouver  Tangle  formé  par  une  droite  avec  un  plan ^2 

Mener  une  droite  qui  fasse  un  angle  assigné  avec  chaque  plan  de  projection 44 

Trouver  les  angles  que  forme  un  plan  avec  les  deux  plans  de  projection ^, .  ^/j5 

Conduire  un  plan  qui  fasse  un  angle  donné  avec  chaque  plan  de  projection 46 

Trouver  l'angle  compris  entre  deux  plans  donnés 47 

Construire  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  données 49 

Représentation  d'un  parallélipipède  défini  par  certaines  conditions 5a 

a. 


!-'"'•''-'•''"  '1 

y    j,;.*  i'\. 

")''"'•'  '•' 

■"•  <•  "fi 

■,-^<'illA.     iil     , 

',<:.„ 

1.  ,    ,,   .,t-.»      • 

■'  ■'■■■■fy-' 

"■   Y. I--' 

.Ml    \u  t^j 

4^/l>jô..M    '!< 

....i,.^ ,. 

,.  jMcr'.  ***i,'l"»iit  ;i;i'i'-'jr'iîiclr  ctT.»- s''i*'!i"*' si"- 

,ii>l«,,*î1  U-.-.  *Mmfi'»]>j>»-..;  SU'  i»->  ln'iic'Jirj*^  Clf^ fitiji  li.L.itS 

îi  f)tji  U'ut  f.  )i;^'»'t.  'V  «î'^ufljuif  "Jwil  j  ai  é'ab!.  la  t!)*-CM  le 
i,,.i  /Il ,  </,(„,  ■!(',  ,rii.,i>,  hvii'liiij'j'u'f.,  *-ij  N-a  a<:<;'jniiji.}.M»arrt  d  e^.ellip'lc^  djve.s. 
*Jtiinii  yii/i  i.iitl.  «^r,  y,;i<i<'lii'fc,  hj  ni>j>'^ftyiiU,-^  jjar  l<;ur  eujpl'ji  fréqiieiit  duos 
Ui-  odv.,  i^jiA  )i/ij}/iii- t?|>(^)Hu*a-  m'u  *-/;iiM>'m*-ii  (jij'i!  valait  mieux  ne  riterd'a- 
lii/ni  nm.  lj^^^.■\^^llili'  -iti  ('/H  t,itin/Ub  d<' <.<-b  t.urla<.*">,  jX)ur  empêcher  les  élèves 
ih  Ui:  tiitti'fii'i**-  >>v'»'  '^llfb  '(lii  »>>IH  *ii'V*'i<)\>i)i>\)U's;  puii,  dans  un  livre 
lij/iii/,  x'ijtii^  Iv'/I^b)*»  |/utii''*d<*  Ja  (in'oii'' <^oin|jI»;te  de  cette  classe  de  sur- 
/iji  I  w,  «jiji.'  ^'(jj  m  tutiii  ii'uintuyt-r  t'in'A>iv  |>ar  d<;  nombreux  exemples  où  je 
fd.lr'L-  |i'i>  l'^jmiMM'O'fu»  indjfpji^i-tt  fliin»  IVxpositioii  générale.  D'ailleurs,  cet 
nnUf  n'-ui  intU-  {«mm  uvri-  lu  riiiiit-ln*  du  l'ourii  :i  ri'icole  Polyteelinique,  où 
II"  pfMp)l(^l<  it  ii^t'iit'iKti'it  di'a  etiiiliii-t'^  (^iiiii-JM's  ne  Kuiit  présentées  qu'à  uni 
t^^iniyif  t^ii)  lie  iiippMc'lic  d«'  InjC"*  iipplirHiions  à  la  Stéréotomie,  et  en  fa      ■. 
liMni»  |(;r.i.iirllt'  lunlii  riMipiii'iiuu-f.   l'jiliii,  j'iii  lénni,  dans  des  j^ddithm 
t|tii'tt|Mi'ii  lliiiiiriMii'tt  tillliifi  piiuf  Ii'hOmiIhviu'I  la  IVrspeclive,  la  Méthode  d    ,  " 
/'/ttM4  n(y<*»  t|niMi||  |MtMi'  h'ft  ilf'Wiiit  do  lu  Te H'iid cation,  et  la  Théorie  c' 

t-hiii>U<if\>  t  r^IlhillItjMoii  i<t  i<i)nii|Mi'H. 

Oimn  iilli'  )'./ir<><ff,  tiii  Ml  tiitiivont  iloiix  nouvolles  planches,  j'ai 
Itnivlm  II)  lOdiM'Ilou,  |»HM'  Itl  lon^t'  pliw  oliiii-c  v\  plus  mélhodique  sur  ; 
nii  ttin  |(»ilHl«(  cnlit»  imht'n,  ii(tr  It»  principe  lii's  onjïiTimgcs  qui  avait  be 
\\\\\\-  »'l,d*ll  t»\tv  plu»  do  p(H'oi>.ii*H,  Qiumt  i^  l'ouvraj^c  que  j'avais  anu' 
hm  i»  n  Ombu'u.  Irt  lV(ipt'»'h\»\  IrttaMipo  don  pit'nt^  et  Uï  C.harpente, 
(  hHï'*\'mt  **(  p*\biiOi  »'l  ptvsouto  rtuiM  U  ixMmùm  dos  pnnoi^\dos  applîc 


\fi;  . 


I':  y 


'TBTTSSKWBiç, 


\ 


'/. 


I      ^       \ 


^^nnn  „ 


'»'/-/. 


ff 


*»:^t 


''     /' 


->' 


IX 


<«« 


171 


VIII  TABLE   DES    MATlÈBES, 

CHAPITRE  III.  —  Résolution  de  l  'ans;le  trièdre. 

Éléments  d'un  angle  tnèdre.  Relations  qu'ils  ont  avec  Tangle  trièdre  supplémentaire 53 

Étant  données  les  trois  faces  d*un  angle  solide,  trouver  les  angles  dièdres Sg 

Réduire  un  angle  à  Tborizon 6i 

Étant  donnés  deux  faces  et  Tangle  compris,  trouver  le»  autres  parties. 62 

Étant  donnés  deux  faces  et  un  angle  opposé,  trouver  les  autres  parties 63 

Solution  directe  des  trois  autres  cas 65 

CHAPITRE  IV.  —  Des  polyèdres  réguliers. 

Construction  et  représentation  graphique  des  cinq  polyèdres  réguliers 68 


LIVRE  II. 

DES  SURFACES  ET  DE  LEURS  PLANS  TANGENTS. 

CHAPITRE  l",  —  De  la  génération  des  surfaces  et  de  leur  représentation  grnphifptc. 

Définition  précise  d'une  surface 70 

Génération  des  surfaces  coniques  ou  cylindriques 71 

Génération  des  surfaces  de  révolution 75 

Génération  des  cinq  surfaces  du  second  degré 80 

Représentation  graphique  d*une  surface gS 

CHAPITRE  II.  —  Des  plans  tangents  en  général. 

Définition  et  '  xistence  du  plan  tangent.  Exceptions gS 

Le  caractère  essentiel  du  plan  tangent  n*empéchepas  qu'il  ne  puisse  couper  la  surface 98 

Dans  les  cylindres  et  dans  les  cônes,  le  plan  tangent  est  commun  tout  le  long  d'une  même  gé- 
nératrice    99 

Une  courbe  et  sa  tangente  se  projettent  toujours  suivant  des  lignes  tangentes  entre  elles to2 

Régie  générale  pour  construire  le  plan  tangent  d'une  surface.  De  la  normale io3 

Détermination  du  contour  apparent  d'une  surface,  sur  chacun  des  plans  de  projection io5 

CHAPITRE  III.  —  Des  plans  tangents  aux  cylindres  et  aux  cônes. 

Construire  le  plan  tangent  d*un  cylindre,  pour  un  point  donné  sur  la  surface 109 

Mener  un  plan  tangent  à  un  cylindre  par  un  point  extérieur 0 116 

Mener  à  un  cylindre  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite  donnée 117 

Par  un  point  donné  sur  une  surface  conique,  lui  mener  un  plan  tangent 119 

Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  conique,  par*un  point  extérieur i23 

Mener  à  un  cône  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite  donnée 124 

Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  qui  fasse  un  angle  assigné  avec  le  plan  horizontal 126 

Mener  à  un  cylindre,  ou  à  un  cône,  un  plan  tangent  qui  fasse  un  angle  donné  avec  le  plan  ho- 
rizontal    1 2^7 


TABLE   DES  MATIERES»  IX 

CHAPITRE  IV.  —  Des  plans  tangents  aux  surfaces  de  révolution  y  lorsque  le  point  de  contact 

est  assigné. 

Le  plan  tangientà  une  surface  de  révolution  est  toujours  perpendiculaire  nu  plan  méridien  cor- 
respondant   1 29 

La  normale  d'une  surface  de  révolution  va  toujours  rencontrer  Taxe;  et  toutes  les  normales  le 

long  d*un  même  parallèle  forment  un  cône  droit 1 3o 

Par  un  point  donné  sur  une  surface  de  révolution,  lui  mener  un  plan  tangent 1 3 1 

Construction  de  la  normale 1 36 

Moyen  de  tracer  les  projections  de  diverses  méridiennes 1 37 

Du  plan  tangent  au  tore;  remarque  sur  la  position  de  ce  plan  par  rapport  à  la  nappe  inté- 
rieure  ; i38 

Hyperboloîde  de  révolution  à  une  nappe  :  on  démontre  que  cette  surface  admet  deux  généra- 
trices rectilîgnes i4o 

Remarque  sur  le  plan  tangent  de  cette  surface 142 

Les  droites  d'un  même  système  ne  se  trouvent  jamais,  deux  à  deux,  dans  un  même  plan,  et  la 

surface  est  gauche 1 43 

Du  cône  asymptote  de  Thyperboloïde 1 46 

Représentation  graphique  de  Thyperboloïde i48 

Construction  du  plan  tangent  à  cette  surface;  on  vérifie  ici  que  ce  plan  est  tangent  dans  un  seul 

point,  et  sécant  dans  les  autres • 1 52 


*o* 


LIVRE  III. 

DES   SURFACES   DlÊVELOPPABLES   ET   DES   ENVELOPPES. 

CHAPITRE  I".  —  Des  surfaces  développahles. 

Définition  des  surfaces  développables i56 

Principes  de  la  méthode  infinitésimale iSy 

Une  surface  cylindrique  est  toujours  dé veloppable;  que  deviennent  alors  la  section  droite  et  les 

génératrices  de  cette  surface 160 

Une  courbe  située  sur  le  cylindre  se  transforme  en  une  autre  courbe  dont  les  arcs  ont  les  mêmes 
longueurs,  et  dont  les  tangentes  font  avec  Içs  génératrices  les  mêmes  angles  que  primitive- 
ment       1 62 

Condition  pour  qu'une  courbe  tracée  sur  un  cylindre  devienne  rcctil igné  après  le  développement 

de  cette  surface i63 

Une  telle  courbe  se  nomme  une  hélice,  et  elle  est  la  ligne  minimum  entre  deux  de  ses  points. . .      164 

Toutes  les  hélices  sont  des  lignes  à  double  courbure,  excepté  la  section  droite i65 

Du  plan  osculateur  d^nne  ligne  à  double  courbure.  Du  plan  normal 167 

Une  surface  conique  est  toujours  développable  ;  après  cette  transformation,  les  génératrices 
conservent  leurs  longueurs  primitives,  ainsi  que  les  arcs  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur 
le  cône;  et  les  tangentes  de  cette  dernière  font  avec  les  génératrices  les  mêmes  angles  que 

primitivement 169 

Condition  pour  qu'une  courbe  tracée  sur  un  cône  admette  une  transformée  rectiligne;  cette 
courbe  sera  la  ligne  minimum 171. 


X  TABLE   BES   MATIÈRES 

NO». 

De  la  courbe  dont  toutes  les  tangentes  feraient  des  angles  égaux  avec  les  génératrices 173 

Des  surfaces  développables  générales.  Leur  propriété  caractéristique  consiste  à  pouvoir  être 
engendrée  par  une  droite  mobile,  dont  deux  positions  consécutives  sont  toujours  dans  un 
même  plan 174 

Le  plan  tangent  d'une  surface  développable  la  touche  tout  le  long  d'une  génératrice 177 

De  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface  développable.  Cette  ligne  conserve  la  même  cour- 
bure, avant  comme  après  le  ^^veloppement  de  la  surface 178 

Première  manière  d'engendrer  une  surface  développable,  en  assujettissant  la  droite  mobile  à 
glisser  sur  deux  directiîces 1 80 

Une  seule  directrice  suffirait,  si  Ton  exigeait  que  la  droite  mobile  lui  demeurât  constamment 
tangente 181 

Autres  modes  de  génération,  qui  permettent  de  regarder  toute  surface  développable  comme 
l'enveloppe  d'un  plan  mobile 182 

Condition  pour  qu'une  courbe  tracée  sur  une  surface  développable  soit  la  ligne  minimum  entre 
deux  quelconques  de  ses  points 1 87 

La  ligne  minimum  sur  une  surface  développable  a  toujours  ses  plans  osculateurs  normaux  à 
cette  surface 1 88 

Ce  théorème  est  vrai  pour  la  ligne  minimum  tracée  sur  une  surface  quelconque 189 

CHAPITRE  IL  —  Des  surfaces  enveloppes. 

Définition  des  enveloppes,  des  enveloppées  et  des  caractéristiques. jqo 

Exemple  d'une  surface  de  révolution,  qui  est  l'enveloppe  d'une  sphère  mobile,  ou  d'un  cône 

mobile,  ou  d'un  cylindre rgi 

Emploi  des  enveloppes  dans  les  arts 1^5 

Développées  des  courbes  planes,  développantes,  rayons  de  courbure i^-^ 

Exemples  des  développées  pour  les  sections  coniques 200 

Spirale  développante  d'uu  cercle 20 1 

Surfaces  canaux;  la  caractéristique  est  ici  un  cercle  de  rayon  constant,  toujours  normal  h.  la 

courbe  direclrice 202 

Les  caractéristiques  forment,  en  se  coupant  consécutivement,  une  arête  de  rebroussemf'nt  pour 

l'enveloppe 2o5 


LIVRE  IV. 


DBS  INTEBSEGTIONS   DE   SURFACES. 


CHAPITRE    P'.  -  Principes  généraux. 


Moyens  généraux  pour  trouver  l'intersection  de  deux  surfaces 209 

Méthode  pour  construire  la  tangente  de  l'intersection 21 3 

Autre  méthode  par  le  plan  normal 214 

Cas  où  la  ligne  d'intersection. devient  une  ligne  de  contact 2i5 


TABLE  DES   MÀTlàEBS.  XI 

CHAPITRE  IL  —  Des  sections  planes. 

Section  d'un  cylindre  droit  par  un  plan  donné.  Rabattement  et  tangente 2 1  «y 

Développement  de  la  surface,  et  transformée  de  la  section  ;  cette  transformée  est  une  sinusoïde.  222 

Note  sur  le  point  ^inflexion  de  cette  transformée 226 

Utilité  de  ces  développements  dans  les  arts 227 

Autre  solution  de  Tintersection  d'un  cylindre  droit  avec  un  plan 228 

Trouver  les  points  de  rencontre  d'un  plan  avec  une  courbe 233 

Section  droite  d'un  cylindre  oblique.  —  Seconde  méthode 235 

Construction  des  points  remarquables.  Tangente  et  rabattement 239 

Développement  de  la  surface,  et  transformée  de  la  base  primitive 243 

Section  d^un  cône  droit  par  un  plan.  Tangente  et  rabattement 246 

Développement  de  la  surface,  et  transformée  de  la  section.  Équation  de  cette  courbe 25 1 

Règle  pour  trouver  le  point  èi  inflexion 255 

Cas  où  la  section  conique  est  une  hyperbole.  Asymptotes  et  rabattement 257 

Développement  de  la  surface  conique,  et  transformée  de  la  section  avec  ses  asymptotes 262 

Détermination  du  point  à^inflexion 264 

Section  plane  d*un  cône  quelconque.  Développement 265 

j:^  Section  d'un  tore  par  son  plan  tangent.  Tangente  au  point  multiple 268 

Section  d'un  hypcrboloïde  de  révolution  à  une  nappe,  par  un  plan  donné 271 

Discussion  relative  aux  sommets,  et  au  genre  de  la  section 273 

Tangente  à  la  section,  et  rabattement 275 

Recherche  des  branches  infinies.  Des  asymptotes.  Exemple 277 

Intersection  d'une  droite  avec  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe 284 

CHAPITRE  m.  — Intersections  de  deux  surfaces  courbes. 

Intersection  de  deux  cylindres 288 

Points  remarquables^  et  tangente  à  l'intersection 290 

Règle  pour  discerner  les  points  visibles  des  points  invisibles 294 

Distinction  des  cas  de  pénétration  et  d'arrachement 295 

Remarque  sur  les  branches  infinies 296 

Intersection  de  deux  surfaces  coniques.  Points  remarquables.  Tangente 297 

Règles  générales  pour  prévoir  s'il  y  aura  des  branches  infinies. .  .^ 3o6 

Applications  à  un  exemple.  Construction  des  asymptotes 3i  i 

Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre 3 16 

^  Intersection  d'un  cône  et  d'une  sphère  concentriques.  De  la  tangente. 319 

Mener  une  normale  à  une  courbe,  par  tm  point  donné  dans  son  plan 324 

Mener  une  tangente  à  une  courbe,  par  un  point  donné.  Autre  solution ' *. .  327 

Développement  d'une  surface  conique  à  base  quelconque 33o 

4-  Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent 332 

La  tangente  à  la  courbe  peut  se  construire  par  deux  méthodes > 338 

La  seconde  demeure  applicable  à  des  points  singuliers 34o 

Intersection  d'un  paraboloïde  avec  un  hyperboloïde,  tous  deux  de  révolution,  et  dont  les  axes 

se  coupent.  De  la  tangente 34i 

Méthode  remarquable  pour  l'intersection  de  certaines  surfaces 346 


Xn  TABLE   DES   MATlilBES. 


LIVRE  V. 

DES    PLANS    TANGENTS    DONT    LE    POINT    DE   CONTACT   N^EST   PAS   DONÉfé. 

CHAPITRE  P'. —  Des  plans  tangents  menés  par  un  point  extérieur  h  la  su/face, 

NO». 
Pour  toute  surface^  il  existe  en  général  un  cône  circonscrit  dont  le  sommet  est  au  point  donné, 

et  dont  la  ligne  de  contact  fournira  toutes  les  solutions  du  problème  actuel 3  {8 

Pour  une  surface  développable,  le  problème  devient  indéterminé 35o 

Pour  une  surface  du  second  degré,  la  courbe  de  contact  d*un  cône  circonscrit  est  toujours 
plane,  et  son  plan  se  trouve  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  avec  le  diamètre  qui  passe 

par  le  sommet  du  cône 353 

Dans  toute  surface  du  second  degré,  les  sections  parallèles  sont  des  courbes  semblables,  dont 
les  centres  sont  situés  sur  le  diamètre  qui  est  conjugué  avec  celui  de  ses  plans  qui  passé  par 

le  centre  de  la  surface 354 

Trouver  la  courbe  de  contact  d*une  surface  de  révolution  avec  un  cône  circonscrit  dont  le  som- 
met est  donné 356 

Méthode  du  parallèle.  Méthode  du  méridien 357 

Construction  des  points  remarquables 302 

Troisième  méthode,  par  une  enveloppée  sphérique 365 

Par  un  point  donné,  mener  à  une  surface  de  révolution  un  plan  tangent  qui  la  touche  sur  un 

parallèle,  ou  sur  un  méridien  assigné 367 

Trouver  la  courbe  de  contact  d'une  surface  quelconque  du  second  degré,  avec  un  cône  cir- 
conscrit dont  le  sommet  est  assigné. 369 

CHAPITRE  IL  —  Des  plans  tangents  parallèles  à  une  droite  donnée • 

Pour  toute  surface,  il  existe  en  général  un  cylindre  circonscrit  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à 
une  droite  donnée,  et  dont  la  ligne  de  contact  fournira  toutes  les  solulionsdu  problème  actuel.     377 

Quand  la  surface  est  développable,  le  problème  devient  déterminé 379 

Pour  une  surface  du  second  degré,  la  ligne  de  contact  du  cylindre  circonscrit  est  toujours  plane, 

et  située  dans  le  plan  diamétral  qui  est  conjugué  avec  le  diamètre  parallèle  au  cylindre.    ...     38 1 
Trouver  la  courbe  de  contact  d'une  surface  de  révolution  avec  un  cylindre  circonscrit  et  paral- 
lèle à  une  droite  donnée 383 

«  Méthode  du  parallèle.  Méthode  du  méridien 384 

Construction  des  points  remarquables 388 

Troisième  méthode,  par  une  enveloppée  sphérique 391 

Mener  à  une  surface  de  révolution  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite  donnée,  et  qui  la 

touche  sur  un  parallèle,  ou  sur  un  méridien  assigné 392 

Trouver  la  courbe  de  contact  d'une  surface  quelconque  du  second  degré,  avec  un  cylindre  cir- 
conscrit et  parallèle  à  une  droite  donnée • 394 

CHAPITRE  III.  —  Des  plans  tangents  menés  par  une  droite  donnée. 

La  méthode  j^énérale  consiste  à  combiner  ensemble  deux  cônes  circonscrits  à  la  sur^^^^i  ou  bien 
un  cône  avec  un  cylindre , 39$ 


-M" 


TABLE  DBS   MATI^EBS.  XITI 

Conséquences  partîciiHères  aux  surfaces  et  aux  courbes  du  second  degré $98 

Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  A  une  sphère *. 4^i 

Deuxième  et  troisième  méthodes 4^^ 

Quatrième  méthode^  utile  quand  les  traces  de  ïa  droite  sont  fort  éloignées 4^^^^ 

Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  une  surface  de  révolution 4^^ 

Cas  particuliers 4^7 

Deux  autres  méthodes,  particulières  aux  surfaces  du  second  degré 4^8 

Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  un  hyperboloîde  gauche  de  révolution.  Antre 

solution  du  même  problème 4*^ 

Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent  à  une  surface  (quelconque  du  secomi  degré. 

Autre  méthode  qui  n'emploie  que  la  ligne  droite  et  le  cercle 4  >  y 

CHAPI'ÇB.E  IV.  —  Des  plans  tangents  parallèles  à  un  plan  donné» 

Méthode  générale  pour  résoudre  les  problèmes  de  ce  genre ^11 

Ils  reviennent  à  mener  une  normale  parallèle  à  une  droite  donnée ^7,1 

» 

Cas  particuliers  où  la  solution  se  simplifie 4^4 

CHAPITRE  V.   —  Des  plans  tangents  à  plusieurs  surfaces. 

Méthode  générale  pour  trouver  un  plan  qui  touche  à  la  fois  deux  surfaces  données 4^5 

Surface  développable  circonscrite  aux  deux  surfaces  proposées 4^6 

Par  un  point  donné,  mener  un  plan  tangent  à  deux  surfaces 43o 

Du  plan  qui  toucherait  trois  surfaces,  ou  un  plus  grand  nombre 43 1 

Trouver  un  plan  qui  touche  à  la  fois  une  sphère  et  un  cône  droit 434 

Par  un  point  donné,  mener  un  plan  tangent  à  deux  sphères 437 

Trouver  un  plan  qui  soit  tangent  à  trois  sphères 44' 

Consc(|uence  relative  aux  tangentes  communes  à  trois  cercles 44^ 


LIVRE  vr. 

QUESTIONS     DIVERSES* 

CHAPITRE  P'.  —  De  r hélice,  et  de  rhélicoùle  développable. 

Définition  de  Thélice 44^ 

Recherche  de  sa  tangente;  longueur  de  la  sous-tangente 44^ 

La  longueur  d'un  arc  d'hélice  égale  celle  de  sa  tangente 449 

L'inclinaison  des  diverses  tangentes  sur  les  génératrices  est  constante 4^o 

Construire  les  ))rojectîons  d'une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  droit  à  base  circulaire.  Équations 

de  ces  projections 4^  ' 

Construction  de  la  tangente  à  Thclice;  le  lieu  des  pieds  de  toutes  les  tangentes  est  la  dévelop- 
pante de  la  base  du  cylindre 4^^ 

Mener  -a  une  hélice  une  tangente  qui  soit  parallèle  ù  un  pian  donné 4^4 

llélicoïde  développable;  de  sa  génération,  et  de  sa  représentation  graphique 4'>^ 

Géométrie  Leroy,  ^' 


ÏI^  TABLE    DES    MATlilRES. 

Moyen  de  construire  cette  surface  en  relief 4^^ 

Les  sections  horizontales  sont  des  spirales  développantes  du  cercle 4^9 

Les  sections  faites  par  des  cylindres  concentriques  avec  rhélice  primitive  sont  d'autres  hélices 

de  même  pas  que  la  première 4^0 

Du  plan  tangent  à  Thélicoïde 4^2 

Développement  de  Thélicoïde;   dans  cette  transformation,   les  hélices  deviennent  des  cercles 

concentriques.  Rayon  de  courbure  d'une  hélice 4^^ 

CHAPITRE  II.  —  Des  epicydoïdes. 

Dans  la  rotation  d'une  courbe  sur  une  autre,  la  ligne  décrite  par  le  point  générateur  a  pour 

normale  la  droite  qui  aboutit  au  contact  de  la  courbe  mobile 4^9 

De  l'épicycloïde  plane.  Elle  peut  être  rallongée  ou  raccourcie « 4?  ' 

Épicycloïdes  intérieures.  Épicycloïde  rectiligne 474 

Cas  de  la  cycloïde  ordinaire,  et  de  la  déveloj)paute  de  cercle 47^ 

Épicycloïde  sphérique.  De  sa  tangente,  par  deux. méthodes.  Points  singuliers 4^^ 

Développante  sphérique.  Construction  de  sa  tangente 49^ 

CHAPITRE  ill.  —  Sur  les  sphères  et  les  pyrnmidrs. 

Trouver  l'intersection  de  trois  sphères  données 497 

Conséquence  relative  à  l'intersection  de  trois  cercles 498 

Construire  une  pyramide  dont  les  six  arêtes  sont  connues 499 

Circonscrire  une  sphère  à  une  pyramide  triangulaire 5oo 

Inscrire  une  sphère  dans  une  pyramide  triangulaire 5o  1 

Généralement,  trouver  une  sphère  tangente  à  quatre  plans 5o3 

Construire  un  point  dont  on  connaît  les  distances  à  trois  points  donnés,  ou  à  trois  plans 

connus,  ou  à  trois  droites  données 5o4 

Détermination  d'un  point  par  la  connaissance  des  trois  angles  que  font  avec  la  verticale,  ou 

entre  eux,  les  rayons  visuels  menés  de  ce  point  à  trois  points  connus 5o6 


LIVRE  VII. 

DES   SURFACES    GAUCHES. 

CHAPITRE  I*'.  —  Notions  ^rnérales  sur  les  sut  faces  gauches. 

Définition  générale  des  surfaces  gauches.  Les  plans  tangents  relatifs  aux  divers  points  d'une 

même  génératrice  sont  distincts  les  uns  des  autres 5fO 

Le  plan  qui  est  tangent  à  une  surface  gauche  dans  un  point  se  trouve  sécant  dans  tous  les 

autres  points  communs 5 1 2 

Le  moyen  général  de  faire  décrire  une  surface  gauche  par  une  droite  mobile,  est  d'assujettir 

celle-ci  à  glisser  sur  trois  courbes  fixes 5 1 3 

On  peut  aussi  faire  glisser  la  droite  mobile  sur  deux  courbes,  en  la  laissant  parallèle  à  un  plan 

directeur  îwe^  ce  qui  donne  un  cylindroïde 5i5 


J 


TABLE   DES   MATIÈRES.  XT 

Amres  conditions  qui  peuvent  régler  le  mouvement  de  la  génératrice 5i6 

Définitions  des  cono'ùlcs  et  des  surfaces  gauches  du  second  degré 5ao 

CHAPITRE  II.  —  De  Vhypcrholoïde  h  une  nappe. 

Génération  de  cette  surface;  elle  est  gauche Sai 

Cette  surface  admet  un  second  mode  de  génération,  où  les  génératrices  deviennent  directrices.  5*24 

Lemme  sur  les  segments  formés  par  une  droite  qui  rouj)e  les  trois  côtés  d'nn  triangle f>25 

Lemme  sur  les  segments  formés  par  deux  droites  qui  se  coupent,  en  s'appuyant  sur  les  côtés 

opposés  d'un  quadrilatère  gauche 5?»6 

Du  plan  tangent  à  l'hyperboloïde 53c 

L'hyperboloïde  admet  un  centre;  il  est  fourni  par  Tintersection  de  trois  plans  conduits  chacun 

par  deux  génératrices  parallèles 53l 

Identité  de  la  surface  gauche  actuelle  avec  Thyperboloïde  à  une  nappe  qui  fait  partie  des  cinq 

surfaces  du  second  degré 535 

On  prouve  synlhétiquement  que  ce  dernier  hyperboloïde  admet  en  effet  deux  systèmes  de  gé- 
nératrices reciilignes 536 

Construction  du  plan  tangent  à  cet  hyperboloïde 54 1 

Moyen  d'établir  une  symétrie  convenable  dans  le  tracé  de  Tépure 54^ 

Du  cône  asymptote  de  Thyperboloïde 543 

Discussion  sur  le  genre  de  la  section  que  produira  dans  l'hyperboloïde  un  plan  sécant  donné. . .  544 

Trouver  sur  Thyperboloïde  une  génératrice  parallèle  à  un  plan  donné 543 

CHAPITRE  III.  —  Da  paraholoïdc  hyperbolique. 

Génération  de  cette  surface;  elle  est  gauche 54 (j 

Tout  plan  parallèle  aux  deux  directrices  coupe  la  surface  suivant  une  droite 55 1 

11  s'ensuit  que  le  paraboloïde  admet  un  second  mode  de  génération,  où  les  directrices  sont  àfiiw\ 

génératrices  primitives,  et  où  le  plan  directeur  est  différent  du  premier 552 

Le  paraboloïde  admet  encore  deux  autres  modes  de  génération,  où  Ton  emploie  pour  directrices 

trois  droites  parallèles  à  un  même  plan 553 

Manière  de  construire  un  modèle  en  relief  du  paraboloïde 555 

Du  plan  tangent  au  paraboloïde 556 

Identité  de  la  surface  gauche  actuelle  avec  le  paraboloïde  hyperbolique  qui  fait  partie  des  cinq 

surfaces  du  second  degré 558 

Discussion  sur  le  genre  de  la  section  que  produira  dans  le  paraboloïde  wxi  [)lan  sécant  donu«'".  .  55() 

Trouver  sur  le  paraboloïde  une  génératrice  parallèle  à  un  plan  donné S^^ 

Représentation  graphique  d*un  paraboloïde  défini  par  deux  directrices  reciilignes  et  un  plan  di- 
recteur   '\C^ 

Détermination  du  sommet  et  de  l'axe  de  la  surface /i^o 

Sertions  perpendiculaires  à  Taxe.  Du  plan  langent  à  ce  paraboloïde 5^3 

CHAPITRE  IV,  —  Des  plans  tangents  aiix  sut  faces  gauches  gènèralesm 

Lorsque  deux  surfaces  gauches  ont  trois  plans  tangents  communs  et  que  leurs  points  de  contact 

sont  situés  sur  la  même  génératrice,  ces  surfaces  se  raccordent  tout  le^long  de  cette  droit(.'. . .  5^5 


XVI  TABLE   DES    MATIÈRES. 

Lorsque  deux  surfaces  gauches  ont  le  même  plan  directeur,  il  suffit  qu'elles  aient  deux  plans 

tangents  communs,  pour  qu'elles  se  raccordent  tout  le  long  de  la  génératrice  commune. . . .  570 
Méthode  générale  pour  trouver  le  plan  tangent  d^une  surface  gauche  en  un  point  donné  sur  une 

génératrice 577 

Cas  où  Tune  des  directrices  est  une  surface 58i 

Cas  où  Ton  ne  connaît  pas  les  tangentes  aux  directrices 58i 

Tout  plan  mené  par  une  génératrice  d'ime  surface  gauche  est  tangent  dans  un  certain  point  (jue 

Ton  peut  déterminer 583 

Construire  la  tangente  à  une  courbe  tracée  arbitrairement 584 

Du  plan  tangent  à  une  surface  gauche,  lorsqu'il  doit  passer  par  un  point  donné 585 

Cas  où  ce  plan  doit  passer  par  une  droite  donnée 589 

Cas  où  il  doit  être  parallèle  à  un  plan  donné 5()7. 

Dans  foute  surface  gauche,  le  lieu  des  normales  menées  par  les  divers  points  d'une  même  géné- 
ratrice est  un  hyperboloïde  hyperbolique 5^5 


CHAPITRE  V.  —  Exemples  divers  de  surfaces  gauches. 

Génération  et  représentation  d'un  conoîde  droit 5q6 

Construction  du  plan  tangent  pour  divers  points  d'une  même  génératrice 5<j8 

Conoide  circonscrit  à  une  sphère.  Construction  du  plan  tangent 601 

Du  biais  passé.  Génération  de  cette  surface  qui  est  gauche 606 

Construction  du  plan  tangent  et  de  la  normale 608 

Hélicoide  gaache.  Construction  de  ses  génératrices 610 

Second  mode  de  génération  pour  cette  surface.  Troisième  mode 61 3 

li'hélicoîde  gauche  admet  une  nappe  supérieure,  qui  couperait  l'autre  nappe  suivant  des  hélices 

de  même  pas t)  1 6 

Représentation  complète  de  la  surface,  avec  les  enveloppes  des  génératrices,  et  les  asymptotes.  617 

Sections  remarquables  ;  spirales  d'Archimcde (5i6 

Construction  du  plan  tangent  à  l'hélicoîde  pour  un  point  donné  sur  une  génératrice.    Du 

paraboloïde  de  raccordement 62 1 

Trouver  le  point  de  contact  de  l'hélicoîde  avec  un  plan  donné  qui  passe  par  une  génératrice 

connue 627 

Hélicoîde  gauche  à  plan  directeur 628 

De  la  vis  à  filet  triangulaire.  Génération  du  filet  et  représentation  complète  de  la  vis  avec  les 

enveloppes  des  génératrices 6>^2 

De  la  vis  à  filet  carré 637 

Du  conoide  de  la  voûte  d'arête  en  tour  ronde.  Des  courbes  d'arête 64o 

Les  projections  de  ces  courbes  sont  des  spirales  d'Archimède 643 

De  la  tangente  à  la  courbe  d'arête  pour  un  point  quelconque 645 

Construction  de  cette  droite  pour  le  point  multiple  et  pour  la  naissance 646 


TABLE    DES    MATIERES  XVII 


LIVRE  VIII. 

1>E   LA   COVRBDEE   DES    UGNES   ET   DES   SURFACES. 
CHAPITRE  I**.  —  Sur  la  courbure  et  les  développées  des  lig/tes. 

Définidon  des  contacts  de  divers  ordres  entre  deux  courbes;  du  cercle  osciilaleur,  du  plan 

osculateur,  pour  un  point  donné  sur  une  courbe G49 

La  courbure  d'une  courbe  en  chaque  point,  a  pour  mesure  précise  le  rapport  de  l'nnité  au 

rayon  du  cercle  oscillateur 653 

Les  courbes  gauches  n'ont  qu'une  seule  courbure  ;  mais  elles  présentent  une  torsion  ou  cambrure 

qui  est  mesurée  par  l'angle  de  deux  plans  oscuiateurs  voisins 654 

Les  rayons  de  courbure  d*une  courbe  gauche  ne  se  coupent  pas  consécutivement,  et,  par  suite, 

les  centres  de  courbure  ne  forment  point  une  développée 656 

Cependant  une  courbe  gauche  admet  une  infinité  de  développées,  situées  toutes  sur  une  surface 

développable  où  elles  sont  les  lignes  minimum 657 

Cas  où  la  courbe  proposée  est  sphérique 660 

Si  elle  est  plane,  toutes  ses  développées  deviennent  des  hélices 66i 

Remarques  sur  la  position  du  cercle  osculateur  et  du  plan  osculateur,  qui  traversent  ordinai- 

^    rement  la  courbe  proposée 66?. 

Construire  le  plan  osculateur  relatif  à  un  point  donné  sur  une  courbe. 664 

Construire  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe,  en  un  point  donné 665 

Méthode  générale  pour  construire  une  développée  d'une  courbe  quelconque,  et  le  li(:u  de  ses 

centres  de  courbure 667 

Étant  donnée  une  développante  sphérique,  trouver  le  lieu  de  ses  centres  de  courbure,  et  l'une 

de  ses  développées Càjc^ 

Étant  donnée  une  hélice  à  base  circulaire,  construire  le  lieu  de  ses  centres  de  courbure,  et  l'une 
de  ses  développées.  On  prouve  d'abord  que  le  lieu  de  toutes  les  développées  est  un  hélicoïde 
développable,  dont  Taréte  de  rebroussement  contient  les  centres  de  courbure  de  Thclice  pri- 
mitive      672 

Le  rayon  de  courbure  de  l'hélice  primitive  et  celui  de  l'hélice  arcte  de  rebroussen:ent  de  l'hé- 
licoîde  polaire  sont  égaux  chacun  à  la  somme  des  rayons  des  cylindres  où  sont  situées  ces 

deux  hélices ; 674 

Valeur  analytique  de  ces  rayons  de  courbure 676 

Construction  d'une  développée  de  l'hélice  primitive.  De  ses  diverses  branches  et  de  leurs 
asymptotes 677' 

CBAPITRE  II.   —  De  la  courbure  des  surfaces. 

Définition  de  deux  surfaces  osculatrices  en  un  point  commun 684 

Relations  entre  les  rayons  de  courbure  des  sections  normales  qui  passent  par  un  même  sommet 

d'un  ellipsoïde 685 

Cas  d'un  hyperboloïde  gauche.  Des  plans  normaux  limites 686 

Pour  chaque  point  d'une  surface  quelconque,  il  existe  deux  sections  normaips  principales^ 
situées  dans  des  plans  perpendiculaires,  et  dont  l'une  a  un  rayon  de  courbure  miniwum^ 
et  l'autre  un  rayon  de  courbure  maximum  ;  ces  rayons  sont  liés  avec  le  rayon  d'une  autre 


XVIII  TABLE   DES    MATIÈRES. 

NO». 
section  normale,  par  une  relation  identique  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  les  sur- 
faces du  second  degré 690 

Discussion  de  la  courbure  des  sections  normales  dans  une  surface  convexe;  des  ombilics 691 

Discussion  analogue  pour  une  surface  non  convexe.  Des  plans  normaux  limites.  Note  sur  le  théo- 
rème de  Meunier 69! 

On  démontre  synlhétiqnement  qu'en  chaque  point  d'une  surface  quelconque,  on  peut  trouver 

un  ellipsoïde,  ou  un  hyperboloîde  gauche,  qui  soit  afctt/zz/cttr  de  la  surface  proposée 696 

Des  lignes  de  courbure  d'une  surface.  On  démontre  d'abord  qu'au  sommet  d'un  ellipsoïde  ou 

d'un  hyperboloïde  gauche,  il  n'existe  que  deux  lignes  de  courbure 699 

Sur  une  surface  générale,  on  prouve  aussi  qu'il  n'existe  pour  chaque  point  que  deux  lignes  de 
courbure,  lesquelles  sont  rectangulaires  puisqu'elles  se  trouvent  tangentes  aux  deux  sections 

principales 703 

Exemples  divers  des  lignes  de  courbure  et  des  sections  principales,  sur  les  surfaces  de  révolu- 
tion, sur  les  cylindres,  les  cAnes,  les  surfaces  développablos  et  les  surfaces  gauches 707 

Des  deux  nappes  qui  contiennent  les  centres  des  deux  courbures  d'une  surface  quelconque. . .     714 

De  la  ligne  des  courbures  sphériques 721 

Remarques  sur  les  applications  de  ces  théories  à  certains  arts 728 

Détermination  graphique  des  lignes  de  courbure 726 

Dans  les  surfaces  non  convexes,  les  plans  normaux  limites  ont  pour  traces  sur  le  plan  tangent, 

les  tangentes  à  Finterseclion  de  ce  plan  avec  la  surface 730 

Application  à  la  recherche  des  tangentes  au  point  multiple  de  la  section  du  tore  par  son  plan 

tangent 7^4 

Construction  des  lignes  de  courbure  sur  un  ellipsoïde 735 

Application  de  ces  résultats,  proposée  par  Monge 74 1 

Construction  de  Thyperboloïde  qui  est  osculateur  d'une  surface  gauche^  tout  le  long  d'une  géné- 
ratrice     744 


LIVRE  IX. 


ADDITIONS. 

CHAPITRE  I".  —   Ihéorrmcs  divers. 

Lorsqu'un  cylindre  pénètre  dans  une  sphère  par  une  courbe  plane,  la  courbe  de  sortie  est 

aussi  plane,  et  égale  à  Ja  courbe  d'entrée «/g 

Dans  l'intersection  d'un  cône  avec  une  sphère,  si  la  courbe  d'entrée  est  plaue,  la  courbe  de 

sortie  l'est  pareillement;  et  elle  se  trouve  la  section  antiparallèle  du  cône n  <6 

Lorsque  deux  cylindres  du  second  degré  se  coupent  suivant  une  courbe  plane,  la  courbe  de 

sortie  est  aussi  plane «/^ 

Loreque  deux  surfaces  du  second  degré  ont  un  axe  commun^  ou  deux  plans  tangents  communs, 

elles  ne  peuvent  se  couper  que  suivant  deux  courl)es  ])lanes n5o 

Démonstration  directe  pour  le  cas  de  deux  berceaux  cylindriques,  qui  ont  le  même  plan  de 

naissance  et  la  même  montée «53 


TABLE   DBS    MATIÈRES.  XIX 

Remarque  snr  la  tan^^ente  à  rinlersection  de  deux  surfaces,  pour  le  point  parlicnlier  où  elles 

se  touchent 754 

Théorèmes  sur  les  tangentes  conjuguées 7^5 

CHAPITRE  II.  —  Méthode  des  Plans  cotés. 

Urjlitc  de  ce  mode  de  représentation  dans  certains  arts 759 

Définition  graphique  d'un  point  et  d'une  droite;  construction  de  l'échelle  de  pente  de  cette 

ligne;  problèmes  divers  sur  les  droites 761 

Représentation  graphique  d'une  courbe 769 

Représentation  graphique  d'un  plan  limité,  ou  indéfini 770 

Problèmes  divers  sur  les  plans  et  les  droites 773 

Les  surfaces  courbes  se  représentent  par  des  sections  de  niveau  éqnidistantes,  et  cotées;  élé- 
ments des  lignes  de  plus  grande  pente 789 

Trouver  la  cote  d*un  point  situé  sur  une  surface  connue,  et  donné  par  sa  projection  horizon- 
tale, ou  réciproquement 798 

Construire  le  plan  tangent  pour  un  point  donné  sur  une  surface  connue 795 

Remarques  sur  la  position  du  plan  tangent  par  rapport  à  la  surface 797 

Sur  une  surface  connue,  tracer  Taxe  d'un  chemin  dont  la  pente  soit  constante 800 

Trouver  l'intersection  d*un  plan  avec  une  surface 801 

Trouver  Tintersection  d'une  droite  avec  une  surface 8o3 

Intersection  de  deux  surfaces,  ou  d'une  surface  avec  une  courbe 8o4 

CHAPITRE  III;  —  Notions  préliminaires  sur  les  engrenages. 

Définition  de  la  vitesse  angulaire 8o5 

Principe  fondamental  de  tous  les  engrenages : 806 

Les  profils  conjugués  de  deux  dents  doivent  être  enveloppes  l'un  de  l'autie 810 

La  normale  de  l'enveloppe  passe  toujours  par  le  point  de  contact  du  cercle  mobile 811 

Des  centres  de  courbure  de  Tenveloppe.  Construction  graphique 81 3 

Il  y  a  toujours  frottement  dans  un  engrenage 817 

Enveloppe  d'un  point  mobile.  Développée  de  Tépicycloïde 819 

Développée  de  la  cycloïde  ordinaire 822 

Enveloppe  d'un  cercle.  Points  de  rebrousseraent 828 

Enveloppe  d'un  rayon  du  cercle  mobile 826 

L'enveloppe  d'une  épicycloïde  est  une  autre  épicycloïde 828 

Enveloppe  d'une  développante  de  cercle 829 

Lieu  des  contacts  sur  le  plan  ^Ji^  des  deux  cercles 83 1 

Limites  correspondantes  sur  les  profils  conjugués 882 

CHAPITRE  IV. —  Tracé  des  engrenages  plans  ou  cylindriques. 

Tracé  des  cercles  primitifs.  Détermination  des  bases,  des  creux  et  du  jeu  pour  les  dents  des  deux 

roues 835 

Engrenage  à  flancs,  symétrique  et  réciproque 838 

Limites  des  entailles.  Echaufrinement  des  dents 84 1 

Engrenage  à  flancs,  non  réciproque. 849 


XX  TABLE  DBS   MATiftBBS. 

NO». 

Crémaillère  mue  par  une  roue  dentée 85 1 

Engrenage  à  flancs,  intérieur.  Il  ne  peut  pas  être  réciproque 854 

Engrenage  à  lanterne ."*. 857 

Crémaillère  à  fuseaux -Soi 

Engrenage  à  développante.  Il  offre  Favantage  de  pouvoir  changer  la  distance  des  axes 863 

Des  cames  et  pilons 868 

Des  excentriques 872 

Remarques  diverses  qui  prouvent  que  les  dents  ne  doivent  pas  entrer  en  prise  avant  la  ligne 

des  centres 875 

Limite  inférieure  du  nombre  des  dents,  pour  chaque  genre  d'engrenage 880 

CHAPITRE  V.  —  Des  engrenages  coniques. 

Détermination  des  cercles  primitifs 881 

Principe  général  pour  former  les  surfaces  conjuguées  de  deux  dents 88?. 

Si  Tune  d'elles  est  un y/^/rc  formé  par  un  plan  méridien,  Vautre  se  trouve  être  un  côneépicy- 

cloïdal ! .  883 

Limites  correspondantes  du  flanc  et  de  la  dent 884 

Tracé  de  l'épure 886 

Limites  des  flancs 89*2 

Limites  des  entailles 898 

Développement  des  panneaux 896 

Méthode  approximative,  employée  ordinairement 898 


NOTRS  do  M.  E.  IMartele:    —  (Sur  les  changements  de  plan  de  projection  cl  sur  les  innnvo- 
ments  de  roiation.) 

ATï.ASfyi  planches). 

FIN   DE  LA  TADLE  DES  MATIÈRES. 


»■>  '■  f* 


TRAITE 


DE 


GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE. 


LIVRE   PREMIER. 

DES  DROITES  ET  DES  PLANS. 


t—t 


CHAPITRE  PREMIER. 

NOTIONS   PRÉLIMINAIRES. 

'  1.  Â  chaque  pas  que  Ton  fait  dans  les  sciences  ou  dans  les  arts,  on  éprouve  le 
besoin  de  transmettre  aux  autres  hommes  la  connaissance  exacte  des  formes  qu'af- 
fectent les  corps»  soit  pour  manifester  les  rapports  géométriques  que  Ton  y  a  décou- 
verts, soit  pour  guider  Tartiste  chargé  de  reproduire  ces  objets  dans  des  dimen- 
sions assignées  d'avance.  Or,  de  tous  les  moyens,  le  plus  efficace  et  quelquefois  le 
seul  capable  d'atteindre  complètement  ce  but,  c'est  la  description  graphique  des 
corps;  et  tel  est  aussi  le  premier  objet  de  la  Géométrie  descriptive,  dont  les 
méthodes  générales  deviendront  ensuite,  par  leur  fécondité,  des  moyens  de  recher- 
che propres  à  découvrir  de  nouvelles  propriétés  de  l'étendue,  et  fourniront  d'ail- 
leurs les  procédés  nécessaires  pour  résoudre  les  divers  problèmes  de  perspective, 
de  stéréotomie,  de  fortification,  etc. 

2.  Mais  ici  se  présentent  deux  genres  de  difficultés.  En  premier  lieu,  les  corps 
offrent  toujours  trois  dimensions  non  comprises  dans  un  même  plan;  ce  qui  semble 
devoir  entraîner  des  opérations  graphiques  à  effectuer  dans  l'espace,  chose  fort 
incommode,  sinon  impraticable.  Par  conséquent,  il  faut  trouver  des  méthodes  qui 
permettent  de  rapporter  tous  les  points  de  l'espace  k  un  seul  et  même  plan ,  ou 
du  moins  qui  ramènent  toutes  les  opérations  graphiques  a  s'exécuter  dans  ce  plan 
unique. 

3.  En  second  lieu,  ces  méthodes  devant  servir,  non  à  établir  des  théories  pure- 
ment spéculatives,  mais  bien  à  effectuer  des  opérations  réelles,  il  faut  qu'elles 
offrent  une  précision  complète  dans  la  manière  d'exprimer  les  données  et  les  résul- 
tats graphiques  de  chaque  question;  et  c'est  en  cela  surtout  qu'elles  différeront 
essentiellement  des  procédés  employés  dans  la  géométrie  ordinaire,  du  moins  quand 
on  considère  les  trois  dimensions  de  l'espace.  Là,  en  effet,  les  figures  n'étant  des- 
tinées qu'a  guider  l'esprit  dans  la  suite  des  raisonnements  nécessaires  pour  démon- 
trer la  vérité  d'un  théorème,  ne  sont  tracées  que  d'une  manière  vague,  ou  d'après 
certaines  conventions  tacites  qui  renferment  toujours  beaucoup  d'arbitraire.  Pour 
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s'en  convaincre,  il  suffira  de  se  rappeler  comment  on  résout  le  problème  de  la 
plus  courte  distance  de  deux  droites  non  situées  dans  le  même  plan;  ou  bien  encore 
celui  où  il  s'agit  de  trouver  le  centre  et  le  rayon  d'une  sphère  qui  doit  passer  par 
quatre  points  donnés.  On  verra  aisément  que,  dans  ces  questions»  la  géométrie 
ordinaire  indique  bien  la  série  d'opérations  qu'il  faudrait  exécuter  pour  arriver  à 
la  solution  du  problème;  mais  elle  ne  donne  pas  les  moyens  d'effectuer  réellement 
ces  constructions,  et  d'obtenir  un  résultat  déterminé  pour  la  grandeur  et  la  posi- 
tion de  la  plus  courte  distance,  non  plus  que  pour  la  longueur  du  rayon  et  la  po- 
sition du  centre  de  la  sphère  {voyez  n^  50  et  500).  Il  est  donc  indispensable 
d'adopter,  en  Géométrie  descriptive,  un  mode  de  construction  qui  ne  laisse  rien 
d'arbitraire  dans  la  représentation  des  données  et  des  résultats,  et  qui  permette  aussi 
d'effectuer  toutes  les  opérations  graphiques  sur  un  seul  et  même  plan  :  or  ces  deux 
avantages  nous  seront  fournis  par  la  Méthode  des  projections  dont  nous  allons  expo- 
ser les  principes. 

4.  {Fig.  i).  Si  d'un  point  a  situé  dans  l'espace,  on  abaisse  sur  un  plan  fixe  VXY 
une  perpendiculaire  a  A,  le  pied  A  de  cette  droite  est  dit  la  projection  du  point  a  sur 
le  plan  en  question.  De  même,  en  abaissant  des  perpendiculaires  de  tous  les  points 
de  la  droite  a&</,...,  la  suite  des  points  A,  B,  D,...,  forme  ce  qu'on  appelle  la  pro^ 
jection  de  la  droite  abd  sur  le  plan  fixe  ;  et  cette  projection  est  nécessairement  rec- 
tiligne,  puisque  toutes  ces  perpendiculaires  étant  évidemment  contenues  dans  le 
plan  mené  par  l'une  d'entre  elles  ak  et  par  la  droite  ad^  c'est  l'intersection  àMplan 
projetant  kad  avec  le  plan  de  proj'ection  VXY,  qui  fournit  la  projection  ABD. 

Généralement,  la  projection  d'une  courbe  quelconque  mnp  est  la  suite  des  pieds 
des  perpendiculaires  /nM,  nN,/??,...,  abaissées  de  ces  divers  points  sur  le  plan  fixe, 
et  cette  projection  MNP...  est  une  ligne  dont  la  courbure  diffère  ordinairement  de 
celle  de  la  courbe  donnée  dans  l'espace.  D'ailleurs,  l'ensemble  de  ces  perpendicu- 
laires compose  une  surface  cylindrique  dans  le  sens  général  de  ce  mot,  et  on  la 
nomme  le  cylindre  projetant  de  la  courbe  mnp. 

5.  Cela  posé,  je  dis  qu'un  point,  une  droite,  ou  une  courbe,  sont  complètement 
déterminés  de  position,  quand  on  assigne  leurs  projections  sur  deux  plans  fixes  dont 
la  situation  est  connue,  et  qui  ne  sont  pas  parallèles.  Soient,  en  effet,  VXY  et  XYZ 
deux  plans  de  ce  genre,  A  et  A'  les  projections  données  d'un  cert,aii^  point  dans  l'es- 
pace. Si  par  le  point  A  vous  élevez  une  perpendiculaire  indéfinie  A  a  au  plan  VXY, 
cette  droite  passera  nécessairement  par  le  point  demandé  :  ce  point  devra  aussi  se 
trouver  sur  la  droite  k!a  élevée  perpendiculairement  au  plan  XYZ;  donc  il  ne 
pourra  occuper  dans  l'espace  qu'a/ie  position  unique,  déterminée  par  l'intersection 
de  ces  deux  perpendiculaires.  A  la  vérité,  si  les  deux  droites  Aaet  k!a  ne  se  ren- 
contraient pas,  il  n'existerait  aucun  point  de  l'espace  qui  eût  pour  projection  A 
et  A^;  mais  cela  prouve  seulement  que  les  deux  projections  d'un  point  ne  doivent 
pas  être  prises  d'une  manière  tout  à  fait  arbitraire,  et  qu'il  y  a  entre  elles  une 
dépendance  que  nous  expliquerons  bientôt  (n^  10). 

6.  {Fig.  i).  Soient  maintenant  AD  et  A'D'  les  projections  d'une  droite  inconnue, 


sur  les  deux  plans  fixes  VXY  et  XYZ.  En  imaginant  par  la  premiëre  un  plan  indé- 
fini DAa  perpendiculaire  à  VXY,  ce  plan  renfermera  évidemment  la  droite  deman- 
dée; elle  sera  aussi  dans  le  plan  D' A'a  mené  par  D'A',  perpendiculairement  à  XYZ-, 
donc  la  ligne  inconnue  se  trouvera  nécessairement  à  l'intersection  de  ces  deux 
plans,  qui  est  Une  droite  unique  et  déterminée.  Il  n'y  aurait  d'exception  que  dans 
le  cas  où  les  deux  plans  projetants  DAa  et  D' A'a  se  confondraient  en  un  seul,  ce 
qui  supposerait  que  h  droite  dans  l'espace,  ainsi  que  ses  deux  projections,  se  trou- 
veraient précisément^e/pem/ica/azr^^  à  r intersection  XY  des  deux  plans  fixes  :  alors 
deux  projections  de  ce  genre  ne  suffiraient  plus  pour  définir  la  droite  en  question, 
et  il  faudrait  demander  une  troisième  projection  faite  sur  un  autre  plan  fixe,  non 
parallèle  à  l'intersection  des  deux  premiers. 

7.  Enfin,  si  l'on  donne  les  projections  MNP  et  M'N'P  d'une  courbe  inconnue, 
on  imaginera  par  la  première  un  cylindre  perpendiculaire  au  plan  VXY,  et  par  la 
seconde  un  autre  cylindre  perpendiculaire  au  plan  XYZ;  la  courbe  demandée 
devra  évidemment  se  trouver  située  sur  chacune  de  ses  surfaces,  et,  par  conséquent, 
sa  position  et  sa  forme  seront  déterminées  par  leur  intersection  mnp^  qui  pourra 
bien  être  une  courbe  gauche  ou  courbe  à  double  courbure  (*),  c'est-à-dire  telle,  que 
tous  ses  points  ne  soient  pas  compris  dans  un  même  plan. 

Ce  sera  donc  dorénavant  par  ses  deux  projections  que  nous  définirons  graphique- 
ment un  point  ou  une  ligne  ;  et  quand  nous  dirons  que  tel  point  ou  telle  ligne  est 
donné,  il  faudra  entendre  que  ce  sont  les  projections  qui  sont  connues.  Quant  aux 
surfaces,  nous  verrons  plus  loin  (n^  93)  comment  il  faut  modifier  l'emploi  des 
projections  pour  les  représenter  commodément. 

8.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  les  projections  s'exécu- 
taient au  moyen  de  droites  abaissées  perpendiculairement  sur  le  plan  fixe.  Quel- 
quefois, il  est  vrai,  on  emploie  des  droites  obliques  au  plan,  quoique  toujours  paral- 
lèles a  une  direction  donnée,  et  les  conséquences  que  nous  avons  établies  dans  les 
n^'  o,  6  et  7  subsistent  également;  mais  il  faut  de  graves  motifs  pour  faire  adopter 
ce  genre  de  projections,  parce  qu'en  général  il  est  moins  simple  et  ofire  moins 
d'exactitude  dans  les  résultats  graphiques,  attendu  que  des  droites  qui  se  coupent 
obliquement,  laissent  plus  d'incertitude  sur  la  position  précise  de  leur  point  de 
rencontre.  Ainsi,  à  moins  que  nous  n'avertissions  expressément  du  contraire,  les 
projections  seront  toujours  orthogonales. 

Par  des  motifs  semblables,  on  choisit  ordinairement  les  plans  de  projection  VXY, 


(*)  Cette  dénomination  ne  vient  pas,  comme  on  l'a  dit  faussement,  de  ce  qu*une  telle  courbe  participe 
à  la  courbure  des  deux  surfaces  dont  elle  est  l'intersection  ;  car,  d'abord,  une  surface  n'admet  pas  une  cour- 
bure unique;  et  ensuite  one  même  courbe  peut  être  l'intersection  d'une  infinité  de  surfaces  très-différentes. 
Mais  cette  expression  veut  dire  qu'une  courbe  qui  n'est  point  plane,  présente,  deux  sortes  de  courbures, 
l'une  par  rapport  à  sa  tangente,  l'autre  par  rapport  à  son  plan  osculateur,  comme  nous  l'expliquerons  plus 
loin  (n**  654).  La  première  est  proprement  la  seule  et  véritable  courbure  de  la  courbe i  la  seconde  est  une 
espèce  de  torsion  ou  de  cambrure  :  c'est  pourquoi  la  dénomination  Recourbe  gauche  on  courbe  cambrée  serait 
à  la  fois  plus  exacte  et  plus  simple. 
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XYZ,  perpendiculaires  entre  eux;  et  pour  se  les  représenter  plus  aisément,  on  sup- 
pose que  le  premier  est  horizontal  et  l'autre  vertical.  Leur  intersection  XY,  qui  est 
une  ligne  importante  à  remarquer,  se  nomme  la  ligne  de  terre. 

9.  Voilà  donc  une  méthode  suffisante  pour  exprimer  graphiquement  les  données 
d'un  problème  sans  aucune  indétermination;  il  reste  à  la  modifier  de  manière  que 
les  constructions  puissent  toutes  s'exécuter  sur  un  plan  unique.  Pour  atteindre  ce 
but,  on  imagine,  après  avoir  projeté  les  points  et  les  lignes  dont  il  est  question  sur 
les  plans  rectangulaires  VXY  et  XYZ,  que  ce  dernier  a  tourné  autour  de  la  ligne  de 
terre  XY  pour  se  rabattre  sur  le  plan  horizontal,  et  ne  former  avec  lui  qu'un  seul  et 
même  plan  VZ';  et  c'est  sur  ce  dernier  que  l'on  trace  efTectivement  toutes  les  con- 
structions que  l'on  aurait  dû  faire  sur  les  deux  plans  primitifs.  Néanmoins,  il  ne 
faut  pas  perdre  de  vue  que  ce  rabattement  n'est  admis  que  comme  moyen  d'exécu- 
tion :  et  toutes  les  fois  qu'on  veut  se  rendre  compte  d'une  opération  par  des  consi- 
dérations, géométriques,  on  doit,  par  la  pensée,  relever  le  plan  vertical,  et  se  le 
figurer  toujours  dans  une  situation  perpendiculaire  au  plan  horizontal. 

10.  {Fig,  I.)  Après  le  rabattement  des  plans  fixes,  il  existe  entre  les  deux  pro- 
jections d'un  même  point  de  l'espace  une  dépendance  très-importante  à  observer. 
En  effet,  les  deux  droites  ka  et  A'a,  qui  projettent  le  point  a  en  A  et  en  A',  sont 
perpendiculaires,  Tune  au  plan  horizontal,  l'autre  au  plan  vertical  :  ainsi  le  plan 
AaA',  mené  par  ces  deux  droites,  se  trouvera  perpendiculaire  aux  deux  plans  de 
projection,  et,  par  suite,  à  leur  intersection  XY;  donc  le  plan  AaA'  coupera  ceux-ci 
suivant  des  droites  AF,  A' F,  perpendiculaires  sur  XY,  et  aboutissant  au  même 
point  F  de  cette  ligne  de  terre.  Cela  posé,  quand  le  plan  vertical  XYZ  tourne  autour 
de  XY,  il  entraine  avec  lui  la  droite  A' F  qui,  pendant  ce  mouvement,  demeure 
perpendiculaire  k  la  charnière  XY  ;  par  conséquent,  après  le  rabattement  du  plan 
vertical,  la  droite  FA'  prendra  une  position  FA"  qui  sera  évidemment  le  prolonge- 
ment de  FA.  Ainsi  les  deux  projections  A  et  A"  d'un  même  point  de  F  espace  doivent 
toujours  se  trousser  sur  une  même  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terreXY,  lorsque 
les  plans  de  projection  sont  rabattus  l'un  sur  l'autre:  de  sorte  que,  si  l'on  prend  à 
volonté  une  de  ces  projections,  A  par  exemple,  il  faudra  mener  la  droite  indéfinie 
AF  perpendiculaire  à  XY,  et  placer  quelque  part  sur  le  prolongement  de  AF,  la 
deuxième  projection  A'^. 

il.  Quant  a  la  droite  ad^  si  Ton  rabat  semblablement  le  point  D'  en  D",  la  pro- 
jection verticale  A'D'  deviendra  en  rabattement  A"D";  mais  celle-ci  n'aura,  avec  la 
projection  horizontale  AD,  aucune  dépendance  nécessaire,  de  sorte  que  l'on  peut 
tracer  arbitrairement  les  lignes  AD  et  A"D"  pour  représenter  les  deux  projections 
l'une  même  droite  dans  l'espace.  Il  faut  toutefois  excepter  le  seul  cas  où  AD  serait 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  XY  :  alors  la  projection  verticale  devrait  aussi 
être  le  prolongement  de  AD;  mais  nous  avons  déjà  dit  (n*^  6)  que,  dans  ce  cas  tout 
particulier,  deux  projections  de  ce  genre  laisseraient  la  droite  indéterminée  de 
position. 

12.  Dorénavant  nous  placerons  les  plans  de  projection  rabattus,  de  manière  que 
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h  ligne  de  terre  XY  ait  la  position  indiquée  {fig.  2);  et  comme  alors  la  partie  VXY 
de  la  feuille  de  dessin  représentera  en  même  temps  la  portion  antérieure  du  plan 
horizontal  et  la  portion  inférieure  du  plan  vertical  qui  est  venue  se  confondre  avec 
la  première,  tandis  que  la  partie  XYZ  comprendra  la  portion  supérieure  du  plan 
vertical  et  la  portion  postérieure  du  plan  horizontal,  il  ne  suffira  pas,  pour  détermi- 
ner graphiquement  un  point  de  l'espace,  de  donner  indistinctement  ses  deux  pro- 
jections A  et  A'.  Il  faudra  encore  énoncer  si  le  point  A  est  la  projection  horizontale, 
ou  bien  s'il  est  la  projection  verticale;  car  Tune  et  l'autre  de  ces  hypothèses  peuvent 
être  admises,  et  elles  produiraient  une  très-grande  différence  quant  a  la  position 
réelle  du  point  dans  l'espace.  Afin  donc  de  rappeler  aux  yeux  le  plan  auquel  est 
relative  chacune  des  projections,  nous  conviendrons  de  noter  ordinairement,  par 
des  lettres  sans  accent,  les  projections  horizontales  des  points  ou  des  droites,  et  par 
des  lettres  accentuées  les  projections  verticales.  Ainsi  le  point  (A,  A')  {fig.  2)  dési- 
gnera le  point  de  l'espace  qui  est  projeté  horizontalement  en  A  et  verticalement 
en  A'  :  le  point  (B,  B')  désignera  celui  qui  a  pour  projection  horizontale  B  et  pour 
projection  verticale  B',  et  il  en  sera  de  même  du  point  (C,  C)  ou  du  point  (D,  D'); 
mais  le  lecteur  fera  bien  d'exercer  son  imagination  à  se  représenter  les  positions 
diverses  de  ces  points-là,  au-dessus  et  au-dessous,  en  avant  ou  en  arrière  du  plan 
de  projection,  afin  de  pouvoir  dorénavant  reconnaître  avec  facilité  dans  lequel  des 
quatre  angles  dièdres,  formés  par  ces  deux  plans,  se  trouve  situé  un  point  défini 
par  ses  projections. 

15.  {Fig.  3.)  Les  mêmes  conventions  devront  être  appliquées  aux  lignes;  ainsi 
la  droite  (AB,  A'B')  sera  celle  qui  a  pour  projection  horizontale  AB,  et  pour  pro- 
jection verticale  A'B'.  Mais  comme  d'ailleurs  une  droite  est  déterminée  déposition 
par  la  connaissance  de  deux  de  ses  points,  nous  allons  donner  le  moyen  général  de 
trouver  les  traces  d'une  droite,  c'est-à-dire  les  points  où  elle  va  rencontrer  les  deux 
plans  de  projection. 

La  trace  verticale  de  la  droite  (  AB,  A'B')  étant  un  point  commun  au  plan  vertical 
et  a  la  droite,  elle  doit  être  projetée  horizontalement  sur  la  ligne  de  terre  XY,  et 
aussi  sur  la  ligne  AB  indéfiniment  prolongée;  donc  cette  trace  a  pour  projection 
horizontale  le  point  G,  et  conséquemment  elle  sera  placée  quelque  part  sur  la  ver- 
ticale ce.  Mais  cette  même  trace  doit  être  évidemment  située  sur  la  projection  ver- 
ticale A'B'  indéfinie;  donc  elle  est  au  point  C.  De  là  résulte  cette  règle  générale 
dont  il  faut  se  rendre  l'application  très-familière  :  Prolongez  la  projection  horizontale 
de  la  droite  jusqu'à  la  ligne  de  terre,  et  à  ce  point  élevez  une  verticale  indéfinie  qui,  par 
sa  rencontre  avec  la  projection  verticale,  donnera  la  trace  verticale  de  la  droite  proposée. 

La  trace  horizontale  de  la  même  droite  étant  un  point  situé  à  la  fois  dans  le  plan 
horizontal  et  sur  la  ligne  proposée,  se  trouvera  projetée  verticalement  sur  la  ligne 
de  terre  XY  et  sur  A'B'  indéfinie;  donc  cette  trace  aura  pour  projection  verticale 
le  point  D',  et  conséquemment  elle  sera  placée  quelque  part  sur  la  perpendicu- 
laire D'I)  à  la  ligne  de  terre.  Mais  d'ailleurs  cette  trace  doit  nécessairement  se 
trouver  sur  la  projection  horizontale  AB  indéfinie;  donc  elle  est  au  point  D.  Ainsi» 
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en  général,  prolongez  la  projection  verticale  de  la  droite  jusqu'à  la  ligne  de  terre;  et, 
à  ce  points  élevez  sur  cette  dernière  ligne  une  perpendiculaire  indéfinie  qui,  par  sa  ren- 
contre avec  la  projection  horizontale,  déterminera  la  trace  horizontale  de  la  droite  en 
question. 

14.  Réciproquement,  si  Ton  donnait  les  deux  traces  D  et  C  d'une  droite,  il 
serait  facile  d'en  conclure  les  projections;  car,  comme  le  point  C  appartient  à  la 
droite  même,  la  perpendiculaire  C'C  abaissée  sur  la  ligne  de  terre  donnera  un 
point  C  de  la  projection  horizontale,  et  celle-ci  sera  évidemment  DC.  De  même,  le 
point  D  qui  appartient  à  la  droite,  étant  projeté  verticalement  sur  la  ligne  de  terre, 
donnera  un  point  D'  de  la  projection  verticale  qui  sera  D'C. 

On  fera  bien  de  s'exercer  à  résoudre  ces  deux  questions  réciproques  l'une  de 
l'autre,  sur  des  droites  diversement  situées;  telles  que  sont,  dans  l^fig*  3,  la  ligne 
(EF,  ET'),  dont  la  trace  horizontale  est  en  F  et  la  trace  verticale  en  G';  et  la  ligne 
(HK,  H'K'),  dont  K'  est  la  trace  verticale  et  L  la  trace  horizontale. 

15.  En  terminant  ces  notions  préliminaires,  nous  établirons  quelques  règles 
essentielles  à  observer  dans  le  tracé  de  toutes  les  épures.  Ces  dessins,  en  effet, 
devant  servir  à  représenter  exactement  la  forme  des  objets,  il  faut  que  les  divers 
modes  de  ponctuation  qu'on  y  emploiera  offrent  une  sorte  de  langage  intelligible 
aux  yeux;  c'est-à-dire  qu'ils  manifestent  clairement  la  situation  relative  des  diffé- 
rentes parties,  distinguent  celles  qui  sont  cachées  de  celles  qui  sont  visibles  pour 
l'observateur,  et  fassent  discerner  les  résultats  d'un  problème  d'avec  les  lignes  qui 
n'ont  servi  que  de  moyens  auxiliaires  pour  y  arriver  ;  c'est  pourquoi  nous  adopte- 
rons constamment  les  règles  suivantes  : 

i^  Les  lignes  principales,  c'est-à-dire  celles  qui  représentent  les  données  ou  les 
résultats  d'un  problème,  seront  marquées  par  un  trait  plein  et  continu,  lorsqu'elles 
seront  visibles;  mais  si  ces  lignes  principales  sont  invisibles,  elles  seront  ponctuées , 
c'est-à-dire  tracées  en  points  ronds.  On  voit  des  exemples  de  ces  deux  modes  de 
tracé  dans  les  lignes  ABCD  et  EFGH  de  l^fig-  3  bis. 

a^  Les  lignes  auxiliaires,  c'est-à-dire  toutes  celles  qui  ne  rentreront  pas  dans 
la  classe  précédente,  et  qui  ne  seront  employées  que  comme  des  moyens  d'arriver 
à  la  solution  du  problème,  seront pointillées  ou  composées  de  petits  traits  inter- 
rompus; telle  est  la  ligne  P  dans  la^^.  3  6i5.  Quant  à  ces  lignes  auxiliaires,  il  n'y 
aura  jamais  lieu  de  distinguer  si  elles  sont  visibles  ou  non,  parce  qu'elles  sont 
censées  n'exister  que  dans  l'imagination  du  géomètre  qui  les  conçoit  pour  parve- 
nir au  résultat  demandé. 

3*^  Lorsque,  parmi  ces  lignes  auxiliaires,  il  s'en  trouvera  quelqu'une  qui  offrira 
plus  d'importance,  et  sur  laquelle  on  voudra  appeler  l'attention  d'une  manière  par- 
ticulière, on  pourra  la  représenter  par  une  ligne  mixte,  composée  de  petits  traits 
séparés  par  un  ou  deux  points  ronds,  comme  dans  les  droites  M  et  N  de  la^?^.  3  bis. 
Cependant  on  doit  se  garder  de  trop  multiplier  ce  mode  de  ponctuation,  et  con- 
sulter sur  cela  le  bon  goût  et  des  modèles  bien  choisis;  d'ailleurs  il  ne  faut  jamais 
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employer  ces  lignes  mixtes  pour  les  droites  qui  réunissent  simplement  les  deux 
projections  d'un  même  point. 

16.  Il  reste  maintenant  à  expliquer  comment,  parmi  les  lignes  principales  de 
chaque  question,  on  discernera  celles  qui  sont  visibles  et  que  l'on  doit  marquer 
en  trait  plein,  d'avec  celles  qui  sont  invisibles  et  que  l'on  doit  ponctuer.  Des  règles 
complètes  sur  ce  sujet  ne  pourront  être  données  qu'après  avoir  parlé  des  surfaces 
courbes  et  de  leurs  plans  tangents  ;  mais  comme  dans  les  premiers  problèmes  qui 
vont  nous  occuper  il  ne  se  rencontrera  que  des  droites  et  des  plans,  il  nous  suffira 
pour  l'instant  de  poser  les  conventions  suivantes  : 

On  admet  toujours  que  l'observateur,  qui  considère  la  projection  d'un  objet  sur 
le  plan  horizontal^  est  placé  au-dessus  de  ce  plan  et  à  une  distance  infinie  sur  la  verti- 
cale qui  passe  par  un  quelconque  des  .points  de  cet  objet,  mais  en  avant  du  plan 
vertical;  et  cette  convention,  qui  simplifiera,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  le 
tracé  du  contour  apparent  des  surfaces  courbes,  a  été  d'ailleurs  suggérée  par  la 
manière  dont  on  projette  les  points  de  l'espace  sur  un  plan.  En  effet,  les  rayons 
visuels  menés  de  l'œil  de  l'observateur  à  tous  les  points  d'un  corps,  approchent 
d'autant  plus  d'être  perpendiculaires  au  plan  horizontal,  que  l'observateur  s'élève 
davantage  en  restant  sur  la  même  verticale;  de  sorte  que  quand  le  point  de  vue  est 
à  une  distance  infinie,  ces  rayons  deviennent  parallèles,  et  coïncident  avec  les  droites 
qui  servent  à  projeter  les  points  du  corps.  D'où  il  suit  que  la  projection  horizontale 
dun  objet  ri  est  autre  chose  ^ra'uNE  vue  de  cet  objet ^  prise  d'un  point  infiniment  éloigné 
sur  la  verticale  ;  résultat  qui  justifie  suffisamment  la  convention  énoncée  plus  haut. 

Par  une  raison  semblable,  toute  projection  verticale  est  censée  vue  par  un  obser- 
vateur placé  à  une  distance  infinie  sur  une  perpendiculaire  au  plan  verticaly  élevée  en 
avant  de  ce  plan  et  au-dessus  du  plan  horizontal. 

D'après  cela,  toute  ligne  ou  portion  de  ligne  principale  qui  se  trouvera  au-des- 
sous du  plan  horizontal,  ou  derrière  le  plan  vertical,  sera  réputée  invisible;  et, 
comme  telle,  ponctuée  en  points  ronds.  Si,  de  plus,  il  se  trouve  dans  la  question 
quelque  plan  réellement  existant,  et  qu'une  portion  de  ligne  principale  soit  située 
derrière  ce  plan  ou  au-dessous,  par  rapport  à  l'observateur,  cette  portion  devra 
aussi  être  ponctuée  ;  mais  il  faudra  se  souvenir  que  ces  distinctions  ne  regardent 
nullement  les  lignes  auxiliaires,  par  la  raison  citée  (n°  15,  2*^).  On  pourra  recon- 
naître déjà  l'application  de  ces  règles  dans  la  fig.  3,  et  nous  aurons  soin  de  les  rap- 
peler dans  la  plupart  des  problèmes  que  nous  allons  résoudre. 


^■■■1 


CHAPITRE  II, 

PROBLÈMES   SUR  LES   LIGNES   DROITES  ET   LES   PLANS. 

17.  Construire  la  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés  (A,  A')  et  (M,  M')  {fig*  4)  ; 
puis  y  trouver  la  véritable  distance  de  ces  deux  points  (  *  ) . 


(*)  Avant  de  construire  une  épure,  il  est  essentiel  d'observer  les  précautions  suivantes.  On  trace  d>- 
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D'après  les  définitions  établies  au  n^  4»  il  est  évident  que  la  projection  horizon- 
talç  de  la  droite  cherchée  pasisera  par  les  points  A  et  M,  tandis  que  la  projection 
verticale  passera  par  A'  et  M'  ;  donc  cette  droite  indéfinie  est  projetée  suivant  AMB 
et  A'M'B',  et  par  là  elle  se  trouve  complètement  déterminée  de  position  (n®  6). 
D'ailleurs  on  peut  construire  ses  traces  { n°  13  ),  qui  seront  les  points  (  B,  B')  et  (C,  C) . 

Quant  à  la  distance  des  deux  points  donnés,  elje  est  mesurée  .dans  l'espace 
par  la  portion  de  droite  projetée  sur  AM  et  A'M';  mais  il  est  facile  de  voir  qu'une 
droite  finie  est  toujours  plus  longue  que  sa  projection  sur  un  plan,  excepté  quand 
la  première  se  trouve  parallèle  au  plan  sur  lequel  on  la  projette,  car  alors  la  droite 
dans  r espace  est  évidemment  de  même  longueur  que  sa  projection.  D'après  cette 
remarque,  imaginons  que  la  ligne  (AM,  A'M')  tourne  autour  de  la  verticale  projetée 
en  A,  sans  changer  d'inclinaison  avec  cette  dernière;  par  là  l'extrémité  (A,  A') 
demeurera  immobile,  tandis  que  l'autre  extrémité  (M,  W)  restera  à  une  hauteur 
constante,  en  décrivant  seulement  un  arc  de  cercle  horizontal  autour  de  l'axe  de 
rotation.  Or,  si  Ton  continue  ce  mouvement  jusqu'à  ce  que  la  droite  mobile  soit 
de\eïï\xe  parallèle  au  plan  vertical,  ce  qui  arrivera  quand  la  projection  AMaura  pris 
la  situation  AP  parallèle  à  la  ligne  de  terre  XY,  alors  l'extrémité  M  venue  en  Pse 
trouvera  projetée  verticalement  (n°  10)  quelque  part  sur  PIP'  perpendiculaire  à  XY; 
et  comme  elle  doit  être  à  la  même  hauteur  que  M',  si  l'on  mène  l'horizontale  M'P', 
le  point  F  sera  la  projection  verticale  de  l'extrémité  mobile  de  la  droite  en  ques- 
tion. D'ailleurs,  puisque  l'autre  extrémité  (A,  A')  est  demeurée  invariable,  il  s'en- 
suit que  la  droite  (AM,  A'M')  se  trouve  actuellement  projetée  suivant  AP  et  A'P'; 
et  sa  véritable  longueur  est  précisément  la  projection  verticale  AT',  d'après  la 
remarque  faite  au  commencement  de  cet  article.  De  là  on  conclut  la  règle  suivante, 
qu'il  faut  se  rendre  très-familière  : 

Pour  tromper  la  distance  de  deux  points  (A,  A')  et  (M,  M')  [fig.  l\)y  formez  un 
triangle  rectangle  A' H'  P',  dont  un  côté  A'  H'  soit  la  différence  des  hauteurs  A'R  et 
Wli.de  ces  deux  points  au-dessus  du  plan  horizontal,  et  dont  V autre  côté  W  V  soit 
égal  à  l'intervalle  AM  des  deux  projections  horizontales  :  l'hypoténuse  A!  V  sera  la 
distance  demandée. 

18.  On  arriverait  au  même  but  en  construisant,  sur  le  plan  horizontal,  un  . 
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bord,  avec  le  crayon,  une  droite  indéfinie  vers  le  milieu  de  la  feuille  de  dessin,  et  à  peu  près  parallèle  à  sa 
longueur  :  puis,  on  trace  une  seconde  droite  exactement  perpendiculaire  sur  la  première,  en  se  servant 
dParcs  de  cercle;  car  Téquerre  n*est  pas  un  instrument  dont  la  précision  soit  assez  sûre^pour  qu'on  Tem-  - 
ploie  à  mener  des  perpendiculaires  qui  doivent  avoir  une  longueur  un  peu  considérable.  Mais,  du  moins^ 
î'équerre  peut  servir  à  mener  des  parallèles  par  un  procédé  très-exact  et  très-expéditif,  lequel  consiste  à 
la  faire  glisser  le  long  dune  règle  fixe  ;  aussi  c'est  par  ce  moyen  que  Ton  doit  tracer,  dans  chaque  épure, 
la  ligne  de  terre  et  toutes  les  droites  qui  lui  sont  parallèles,  ou  perpendiculaires,  en  se  dirigeant  sur  les 
deux  droites  rectangulaires  que  nous  avons  recommandé  de  construire  d'abord,  et  qui  forment  ce  que  les 
praticiens  appellent  le  trait  carré. 

Ajoutons  en  outre  que,  quelque  importante  que  soit  la' ligne  de  terre,  il  faut  se  garder  de  la  former  avec 
un  trait  plus  gros  que  les  lignes  principales;  car  il  en  résulterait  souvent  beaucoup  d'ineKactitude  dans  la 
situation  des  points  où  elle  serait  rencontrée  par  les  autres  droites  de  l'épure. 
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triangle  rectangle  ADQ  dont  un  côté  AD  égalerait  la  différence  des  distances  AR  et  MK 
des  deux  points  donnés  au  plan  vertical^  et  dont  i autre  côté  DQ  serait  Vintervaile 
A' M'  des  deux  projections  verticales;  V  hypoténuse  AQ  exprimerait  encore  la  distance 
des  deux  points  dans  l'espace^  et  devrait  se  trouver  identique  avec  AT'.  Pour  se 
rendre  compte  de  cette  nouvelle  construction,  il  suffira  d'imaginer  que  la  droite 
proposée  a  tourné  autour  de  Thorizontale  qui  est  projetée  verticalement  en  A',  sans 
danger  d'inclinaison  par  rapport  k  cette  dernière,  jusqu'à  ce  que  cette  droite 
mobile  soit  de\en\xe parallèle  au  plan  horizontal. 

19.  On  aurait  pu  aussi  rabattre  la  droite  (AM,  A' M')  sur  le  plan  horizontal,  en 
faisant  tourner  autour  de  AM,  comme  charnière,  le  trapèze  invariable  formé  par  la 
droite  proposée  et  par  les  verticales  qui  projettent  ses  extrémités  en  A  et  en  M.  Par 

.  là  oes  deux  verticales  seraient  demeurées  perpendiculaires  à  la  charnière  AM,  et 
auraient  pris  les  positions  AA"  =  RA',  M]ir  =  KM';  de  sorte  qu'en  traçant  la 
droite  A^îr,  on  aurait  encore  obtenu  la  véritable  distance  des  deux  points  (A,  A') 
et  (M,  M').  D'ailleurs  il  se  présente  ici  une  de  ces  vérifications  qu'il  ne  faut  pas 
négliger  dans  les  opérations  graphiques;  c'est  que  la  ligne  A"M^  prolongée  doit 
aller  aboutir  en  B.  En  effet,  ce  dernier  point  étant  la  trace  horizontale  de  la  droite 
primitive,  il  se  trouvait  situé  sur  la  charnière  AMB;  et,  comme  tel,  il  a  dû  rester 
immobile  pendant  la  révolution  de  la  droite. 

20.  Réciproquement,  si  l'on  donnait  la  droite  indéfinie  (AB,  A'B')  avec  un  de  ses 
points  {A,  A')  y  et  qu'on  voulût  trouver  sur  cette  ligne  un  autre  point  (xM,  M')  qui  fût 
éloigné  du  premier  d'une  quantité  donnée  c?,  on  rabattrait  comme  précédemment  la 
droite  proposée  sur  le  plan  horizontal,  en  faisant  AA"  =  RA',  et  tirant  A"B.  En- 
suite, on  prendrait  sur  cette  dernière  ligne  un  intervalle  A"  M"  égal  à  â  :  puis,  en 
relevant  la  droite  rabattue  A^'B,  le  point  M"  se  ramènerait  en  M  par  une  perpendi- 
culaire sur  la  charnière  AB;  et  enfin,  de  la  projection  horizontale  M,  on  conclurait 
(n^  10)  l'autre  projection  M',  ce  qiii  déterminerait  complètement  le  point  demandé. 

On  aurait  pu  aussi  résoudre  cette  question  en  opérant  d'une  manière  analogue 
sur  le  rabattement  (AP,  A'P'),  avec  le  soin  de  chercher  ce  que  devenait  la  trace 
horizontale  (B>  B')  après  la  rotation  imprimée  à  la  droite  primitive. 

21.  {Fig.  5.)  Par  un  point  donné  (D,  Jy)  mener  une  droite  qui  soit  parallèle  à 
une  droite  connue  (  AB ,  A'  B'  ) . 

Lorsque  deux  droites  sont  parallèles,  les  plans  qui  les  projettent  sont  évidemment 
"parallèles  entre  eux;  et,  par  conséquent,  les  intersections  de  ceux-ci  avec  le  plan 
de  projection,  c'est-à-dire  les  projections  des  droites,  sont  nécessairement  parallèles 
l'une  à  l'autre.  Réciproquement,  lorsque  les  projections  horizontales  de  deux 
droites  sont  parallèles,  et  qu'il  en  est  de  même  de  leurs  projections  verticales,  les 
quatre  plans  projetants  sont  pjirallèles  deux  à  deux;  d'où  il  suit  que  leurs  inter- 
sections mutuelles,  c'est-à-dire  les  droites  dans  l'espace,  sont  parallèles  entre  elles. 
D'après  cela,  si  par  le  point  D  on  mène  une  parallèle  DE  à  AB,  et  par  le  point  D' 
une  parallèle  D'E'  à  A'B',  la  droite  demandée  aura  pour  projection  DE  et  D'E'; 
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elle  sera  donc  ainsi  complétenient  déterminée,  et  d'ailleurs  les  traces  de  cette  droite, 
qui  seront  en  F  et  en  E',  se  construiront  comme  on  l'a  dit  au  n°  13. 

21.  [Fig.  6.)  Construire  le  plan  qui  passerait  par  trois  points  donnés  (A,  A'), 

(B,B')«/(C,C'). 

Observons  d'abord  que  pour  déterminer  graphiquement  la  position  d'un  plan,  il 
suffît  d'assigner  ses  deux  traces^  c' est-a-dire  les  intersections  de  ce  plan  avec  les 
plans  de  projection.  Ces  deux  traces  devront  toujours  couper  la  ligne  de  terre  au 
même  point;  mais  l'angle  qu'elles  comprendront  entre  elles  sur  les  plans  de  projec- 
tion rabattus,  ne  sera  pas  égal  à  celui  qu'elles  forment  dans  l'espèce.  En  outre,  il 
est  bien  évident  que,  quand  une  droite  est  située  dans  un  plan,  les  traces  de  cette 
droite  (n°  15)  doivent  être  situées  quelque  part  sur  les  traces  du  plan. 

Cela  posé,  joignons  les  points  donnés  deux  à  deux  par  des  droites  (AB,  A'B'), 
(BC,  B'  G) ,  (  AC,  A'  C),  lesquelles  ayant  chacune  deux  points  dans  le  plan  cherché, 
y  seront  contenues  tout  entières;  puis  construisons,  comme  au  n*'  13,  les  traces  | 

verticales  E',  F'  et  G'  de  ces  droites.  Alors  ces  trois  points,  qui  doivent  évidemment  ' 

appartenir  à  l'intersection  du  plan  inconnu  avec  le  plan  vertical  de  projection,  se  | 

trouveront  nécessairement  en  ligne  droite,  et  seront  plus  que  suffisants  pour  déter- 
miner la  trace  verticale  E'  F'  G'  du  plan  demandé.  De  même,  la  trace  horizontale  DHK  ! 
de  ce  plan  s'obtiendra  en  construisant  les  traces  horizontales  D,  H  et  K  des  trois 
droites  auxiliaires;  d'ailleurs  les  deux  lignes  E'G'  et  DH  ainsi  obtenues,  devront  ' 
aller  rencontrer  la  ligne  de  terre  XY  en  un  même  point  Q,  ce  qui  offrira  une  nou- 
velle vérification  des  constructions  antérieures. 

Si  l'on  \ou\^\t  faire  passer  un  plan  par  une  droite  et  un  point  donnés ^  on  joindrait 
ce  point  avec  un  de  ceux  de  la  droite,  ou  bien  on  mènerait  une  parallèle  k  celle-ci 
par  le  point  donné;  alors  on  connaîtrait  ainsi  deux  droites  situées  dans  le  plan 
cherché,  et  leurs  traces  suffiraient  pour  déterminer  celles  de  ce  plan. 

25.  {Fig.  7.)  Par  un  point  donné  (A,  A')  mener  un  plan  qui  soit  parallèle  à  un 
autre  plan  dont  la  trace  horizontale  est  ST  et  la  trace  verticale  TV. 

Il  est  évident  que  deux  plans  parallèles  doivent  avoir  leurs  traces  respectivement 
parallèles;  ainsi  il  suffira  de  trouver  un  point  de  chacune  des  traces  du  plan  de- 
mandé. Pour  cela,  imaginons  par  le  point  donné  (A,  A')  une  droite  auxiliaire  qui 
soit  située  dans  le  plan  inconnu;  le  choix  le  plus  simple  sera  de  mener  cette  droite 
parallèlement  à  la  trace  horizontale  de  ce  même  plan,  c'est-à-dire  parallèlement  à 
ST.  Si  donc  on  tire  dans  cette  direction  la  ligne  AB,  et  qu'on  mène  A'B'  parallèle  à 
la  ligne  de  terre,  ce  seront  la  évidemment  les  deux  projections  de  la  droite  auxi- 
liaire renfermée  dans  le  plan  inconnu.  Cela  posé,  en  construisant  (n®  15)  le  point 
B'  où  elle  va  percer  le  plan  vertical,  ce  point  appartiendra  nécessairement  à  la  trace 
du  plan  cherché,  laquelle  sera  par  conséquent  la  droite  B'Q  parallèle  à  V'T;  l'autre 
trace  devant  passer  par  le  point  Q,  sera  la  ligne  PQ  parallèle  à  TS.^ 

On  peut  aussi,  comme  vérification,  construire  directement  un  point  de  la  trace 
horizontale  du  plan  inconnu.  Pour  cela,  on  imaginera  par  le  point  (A,  A'),  une 
droite  auxiliaire  qui  soit  parallèle  à  la  trace  verticale  de  ce  plan;  et  elle  auraévi- 
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demment  pour  projections  AC  parallèles  la  ligne  de  terre,  et  A'C  parallèle  à  V'T. 
Si  donc  on  cherche  (n®  13)  le  point  C  où  cette  auxiliaire  va  percer  le  plan  horizon- 
tal, ce  point  appartiendra  nécessairement  à  la  trace  du  plan  demandé;  ainsi  il  faudra 
que  la  droite  PQ,  déjà  construite,  passe  par  le  point  C. 

24.  Observons  que,  dans  l'épure  actuelle,  on  n'a  pas  regardé  les  deux  plans 
STV'  et  PQR'  comme  existant  réellement;  car  alors  le  premier  aurait  rendu  l'autre 
invisible,  et  il  eût  fallu  (n^  lo,  i°)  ponctuer  en  totalité  les  traces  de  ce  dernier,  ce 
qui  aurait  multiplié  beaucoup  les  points  ronds,  et  surtout  aurait  eu  le  grave  incon- 
vénient de  ne  plus  laisser  discerner  les  parties  des  traces  situées  en  deçà  des  plans  de 
projection  d'avec  celles  qui  sont  au  delà.  C'est  pourquoi  l'on  suppose  ici  qu'il 
s'agissait  de  trouver  seulement  les  traces  d'un  plan  parallèle  à  celui  qui  aurait  lui- 
même  pour  traces  ST  et  TV,  sans  construire  effectivement  aucun  de  ces  deux  plans. 
Cette  restriction,  dont  le  but  .est  de  répandre  plus  de  clarté  dans  les  dessins,  a  été 
aussi  admise  dans  les  épures  8,  9  et  16. 

25.  {Fig.  6.)  Les  considérations  employées  dans  les  n®'22  et  23  peuvent  servir 
à  résoudre  la  question  suivante  :  Étant  donnée  la  projection  horizontale  AB  (Tujie 
droite  que  Von  sait  être  située  dans  le  plan  connu  PQR',  trouver  Vautre  projection.  La 
droite  inconnue  percera  le  plan  vertical  en  un  point  qui  doit  être  projeté  horizon- 
talement en  E  (n°  15);  d'ailleurs  cette  trace  ne  pouvant  être  hors  de  la  trace  verti- 
cale QR'  du  plan  qui  renferme  cette  droite,  sera  nécessairement  située  en  E',  et 
c'est  là  un  des  points  de  la  projection  demandée.  Ensuite,  par  des  motifs  sembla- 
bles, on  voit  que  la  droite  en  question  va  percer  le  plan  horizontal  en  D;  donc,  si 
l'on  projette  D  en  D'  sur  la  ligne  de  terre  XY,  D'E'  sera  la  projection  verticale  de  la 
droite  proposée.  On  sent  bien  qu'il  serait  aussi  aisé  de  trouver  la  projection  DE,  en 
se  donnant  seulement  la  projection  verticale  D'E'  avec  le  plan  PQR'  qui  renferme  la 
droite. 

Si  la  projection  AB  assignée  sur  le  plan  horizontal  se  trouvait,  comme  dans  la 
fig.  7,  parallèle  à  la  trace  PQ  du  plan  donné,  on  obtiendrait  d'abord,  comme  ci-des- 
sus, la  trace  verticale  B'  de  la  droite  inconnue;  mais  ensuite  la  trace  horizontale  de 
cette  droite  n'existant  plus,  puisque  AB  ne  rencontre  pas  PQ,  il  en  faudrait  con- 
clure que  la  ligne  demandée  est  parallèle  au  plan  horizontal,  et  qu'ainsi  sa  projec- 
tion verticale  est  la  droite  B' A'  parallèle  à  la  ligne  de  terre  XY. 

On  verra  de  même  que  si  la  projection  horizontale  donnée  est  la  ligne  AC  paral- 
lèle à  XY,  la  droite  dans  l'espace  est  parallèle  au  plan  vertical,  et  que  sa  projection 
sur  ce  dernier  plan  est  la  ligne  C'A'  parallèle  à  la  trace  QR'. 

26.  {Fig.  6.)  Voici  encore  une  question  analogue  :  Connaissant  la  projection  ho- 
rizontale A  d'un  point  que  Von  sait  être  situé  sur  un  plan  donné  PQR',  trouver  C  autre 
projection.  On  mènera  par  le  point  donné  A  une  droite  quelconque  DAE,  que  l'on 
regardera  comme  la  projection  horizontale  d'une  ligne  située  dans  le  plan  PQR'; 
il  sera  facile  de  construire,  comme  ci-dessus,  la  projection  verticale  D'E'  de  cette 
droite,  et  alors  il  n'y  aura  plus  qu'à  ramener  le  point  A  en  A'  sur  cette  projection» 

a. 
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au  moyen  d'une  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  (n°  10).  On  trouverait  aussi 
aisément  la  projection  A,  si  Ton  avait  donné  A'. 

Parmi  les  diverses  directions  que  Ton  peut  donner  à  cette  droite  auxiliaire  DAE, 
la  plus  commode  ordinairement  est  une  parallèle  à  la  trace  horizontale  PQ,  comme 
la  ligne  AB  dans  la  ^^.  7. 

27.  Trouver  l'intersection  de  deux  plans  qui  auraient  pour  traces^  tun  PQ  et  QR', 
Vautre^letlS'. 

[Fig.  8.)  Si  Ton  prolonge  les  deux  traces  horizontales  jusqu'à  ce  qu'elles  se  cou- 
pent en  B,  ce  point,  évidemment  commun  aux  deux  plans,  appartiendra  à  leur  inter- 
section ;  et,  puisqu'il  est  dans  le  plan  horizontal,  ce  sera  sur  la  trace  horizontale  de  la 
droite  cherchée.  De  même,  le  point  A'  où  se  couperont  les  traces  verticales  des  plans 
donnés,  sera  la  trace  verticale  de  cette  droite.  Connaissant  ainsi  les  deux  traces  de 
la  commune  section,  on  en  déduira  immédiatement  (n^  14)  les  projections  qui 
seront  AB  et  A'B'. 

28.  Si  deux  des  traces  se  trouvaient  parallèles,  comme  il  arrive  pour  les  plans 
R'Q/>  et  V'TS,  le  point  B  s'éloignerait  indéfiniment,  et,  par  suite,  l'intersection  des 
deux  plans  deviendrait  une  horizontale  ayant  pour  projections  A' 6'  parallèle  à  la 
ligne  de  terre,  et  A 6  parallèle  à  TS  :  résultat  qui  était  facile  à  prévoir,  puisque  alors 
les  plans  donnés  passeraient  par  deux  droites  parallèles  Q/>  et  TS,  et  qu'ainsi  ils 
devraient  se  couper  suivant  une  droite  parallèle  à  celles-là. 

29.  [Fig.  9.)  Lorsque  les  traces  seront  respectivement  parallèles  sur  les  deux 
plans  de  projection  à  la  fois,  les  plans  donnés  seront  évidemment  parallèles  entre 
eux,  et  il  n'y  aura  plus  d'intersection;  à  moins  que  ces  traces  ne  soient  en  même 
temps  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  comme  PQ  etP'Q'  pour  l'un  des  plans,  TS  et 
T'S'  pour  l'autre  :  car  deux  plans  ainsi  placés  peuvent  encore  se  couper  suivant  une 
droite  parallèle  à  XY,  mais  la  méthode  précédente  ne  suffit  plus  pour  obtenir  cette 
intersection. 

Dans  ce  cas,  menons  à  volonté  un  plan  sécant  auxiliaire  aêy'.  Il  coupera  le  plan 
[PQ.  P'Q']  suivant  la  droite  (CD,  CD'),  qui  se  construit  par  la  méthode  générale, 
et  le  plan  [TS,  T'S']  suivant  la  droite  (EF,  E'F)  ;  alors  ces  deux  lignes  fourniront, 
par  leur  rencontre,  un  point  (M,  M')  qui  sera  évidemment  commun  aux  deux  plans 
[PQ,  P'Q'],  [TS,  T'S'];  et,  par  conséquent,  ceux-ci  auront  pour  intersection  la 
droite  (  AMB,  A'M'B')  menée  parallèlement  à  XY. 

On  pourrait  encore  employer  ici  un  plan  de  profd  mené  perpendiculairement 
à  XV  [fig.  9)  ;  ce  plan  couperait  les  plans  de  projection  primitifs  suivant  les  deux 
droites  XY  et  XZ,  dont  la  dernière  prendra  évidemment  la  position  XZ",  lorsque 
l'on  rabattra  le  profil  sur  le  plan  horizontal,  autour  de  VX  comme  charnière.  Cela 
posé,  le  plan  de  profil  rencontrait  les  traces  verticales  des  plans  proposés  aux  points 
P'  et  T'  qui  deviennent  en  rabattement  F  et  T";  donc  PP"  et  TT"  sont  les  traces  de 
ces  plans  sur  le  profil  rabattu  suivant  Z"XV  ;  et  comme  ces  traces  se  coupent  en  A", 
c'est  là  un  point  de  l'intersection  demandée.  Si  donc  on  projette  horizontalement 
ce  point  A"  en  A,  on  en  conclura  que  l'intersection  cherchée  a  pour  projection  ho- 
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rizontale  la  droite  AB  parallèle  à  XY.  D'ailleurs,  si  Ton  relève  le  profil,  le  point  A'' 
se  projettera  verticalement  eo  A';  et  A'B'  parallèle  a  XY  sera  la  seconde  projection 
de  Tintersection  des  plans  proposés. 

Si  les  traces  de  ces  plans,  sans  être  parallèles  entre  elles,  passaient  toutes  quatre 
par  le  même  point  de  la  ligne  de  terre,  il  faudrait  encore  recourir  a  l'un  des  plans 
auxiliaires  que  nous  venons  d'employer;  et  nous  engageons  le  lecteur  à  construire 
l'épure  relative  à  ce  cas  particulier. 

30.  {Fig.  lo.)  Construire  le  point  d'intersection  d'une  droite  (AB,  A'B')  wec  un 
plan  donné  PQR'. 

Pour  y  parvenir,  il  faut  mener  par  la  droite  donnée,  et  dans  une  direction  quel- 
conque, un  plan  sécant;  construire  l'intersection  de  celui-ci  avec  le  plan  PQR';  et 
comme  cette  ligne  passera  nécessairement  par  le  point  cherché,  ce  point  sera  déter- 
miné par  la  rencontre  de  cette  intersection  avec  la  droite  donnée. 

Adoptons  d'abord  pour  plan  sécant  le  plan  vertical  qui  projette  la  droite  donnée 
suivant  AB  :  cette  dernière  ligne  sera  elle-même  la  trace  horizontale  de  ce  plan,  et 
sa  trace  verticale  sera  la  droite  CC  perpendiculaire  sur  la  ligne  de  terre.  Cela  posé, 
le  plan  ACC  coupe  le  plan  donné  PQR'  suivant  une  droite  qui  est  projetée  (n*^27) 
sur  CD'  et  CD;  et  comme  cette  intersection  rencontre  la  droite  donnée  (  A'B',  AB)  au 
point  M',  c'est  là  la  projection  verticale  du  point  demandé.  La  seconde  projection  de 
ce  point  n'est  pas  fournie  immédiatement,  parce  qu'ici  les  deux  droites  que  nous 
combinons  sont  projetées  l'une  et  l'autre  suivant  ADBC;  mais  on  la  déduira  de  M' 
en  abaissant  (n*^  10)  la  perpendiculaire  M'M  sur  la  ligne  de  terre.  Ainsi  le  point 
(M,  M')  est  celui  où  la  droite  (AB,  AB')  perce  le  plan  PQR'. 

On  peut  aussi  employer  pour  plan  sécant  le  plan  projetant  de  la  droite  sur  le  plan 
vertical,  lequel  aura  pour  traces  A'B'  et  B'F  perpendiculaire  à  XY.  Ce  plan  auxi- 
liaire A'B'F  coupera  PQR'  suivant  la  droite  (FG,  B'G'),  qui,  par  sa  rencontre  avec 
AB,  devra  donner  le  même  point  M  déjà  obtenu  par  la  première  construction; 
ainsi  les  deux  procédés  employés  simultanément  se  serviront  de  vérification. 

Observons  ici  que  le  plan  donné  PQR'  est  une  grandeur  principale  (n**  15)  qui 
existe  réellement,  et  qui  rend  invisible  la  portion  de  la  droite  (  AB,  A'B')  située  au- 
dessous  du  point  de  section;  c'est  pourquoi  la  partie  (MB,  M'B')  a  été  ponctuée. 
Quant  au  prolongement  BC,  il  n'est  regardé  que  comme  une  ligne  auxiliaire  relative 
au  plan  sécant  qqi  sert  de  moyen  de  solution. 

31.  Quoique  les  deux  procédés  employés  n°  30  soient  les  plus  commodes,  il 
sera  bon,  pour  nous  exercer  à  la  combinaison  des  plans  avec  les  droites,  de  résoudre 
encore  le  même  problème  en  nous  servant  d'un  plan  sécant  quelconque  :  toutefois, 
comme  ce  plan  devra  renfermer  la  droite  donnée  (AB,  A'B')  dont  les  traces  sontB 
et  C  {fig*  II)»  il  faudra  faire  passer  par  ces  points  les  traces  du  plan  sécant  que 
nous  adopterons.  Menons  donc  par  le  point  B  la  droite  arbitraire  SBT,  et  par  les 
points  T  et  C  la  droite  C  TV'  ;  ce  seront  là  les  traces  d'un  plan  auxiliaire  qui  con- 
tiendra la  ligne  (AB,  A'B').  Cela  posé,  les  plans  STV  et  PQR'  se  coupent  (n^  27) 
suivant  la  ligne  (SV,  S' V);  et  comme  celle-ci  rencontre  (AB,  A'B')  en  (M,  M'),  ce 
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point  est  celui  où  la  droite  donnée  perce  le  plan  PQR'  :  mais  il  faudra  s'assurer, 
pour  vérifier  les  constructions,  que  la  droite  MM'  qui  réunit  ces  deux  projections  est 
exactement  perpendiculaire  (n**  10)  sur  la  ligne  de  terre. 

32.  Par  un  point  donné  conduire  une  droite  qui  rencontre  deux  droites  données  de 
vosition. 

Nous  indiquerons  seulement  la  solution  de  ce  problème,  que  nous  proposons  ici 
au  lecteur  comme  un  exercice  propre  a  le  familiariser  avec  les  méthodes  précé- 
dentes. Par  le  point  donné  a  et  la  première  droite  rf, ,  on  conduira  un  premier  plan  ; 
puis  un  second  par  le  même  point  a  et  la  seconde  droite  d^  ;  alors,  en  cherchant 
l'intersection  de  ces  deux  plans,  on  obtiendra  une  droite  qui  satisfera  évidemment 
aux  conditions  énoncées. 

On  peut  aussi  n'employer  que  le  premier  des  plans  dont  nous  venons  de  parler, 
puis  chercher  (n^  30)  le  point  où  il  coupe  la  seconde  droite;  alors,  en  joignant 
ce  dernier  point  avec  le  point  donné,  on  obtiendra  une  droite  qui  résoudra  le 
problème. 

Il  n'y  aura  en  général  qu'une  solution,  à  moins  que  les  deux  droites  proposées 
ne  se  trouvent  dans  un  même  plan  avec  le  point  donné.  Si  ces  deux  droites  se  cou- 
paient ou  étaient  parallèles,  il  serait  bien  facile  d'assigner  d'avance  le  résultat  des 
opérations. 

33.  Théorème.  Lorsqu'une  droite  (AB,A'B')  {fig^  i^)  est  perpendiculaire  à  un 
plan  PQR',  les  projections  de  cette  ligne  sont  respectivement  perpendiculaires  sur  les 
traces  du  plan. 

En  effet,  le  plan  qui  projette  la  droite  suivant  ÂB  est,  par  sa  définition,  perpen- 
diculaire au  plan  horizontal  :  il  Test  aussi  au  plan  donné  PQR',  puisqu'il  passe 
par  une  droite  qui  est  supposée  perpendiculaire  à  ce  dernier;  donc  ce  plan  pro- 
jetant est  perpendiculaire  à  la  fois  sur  les  deux  autres,  et  par  suite  à  leur  intersec- 
tion qui  est  la  trace  horizontale  PQ  ;  par  conséquent,  cette  trace  sera  elle-même  per- 
pendiculaire sur  la  projection  AB,  qui  se  trouve  dans  le  plan  projetant.  On  démon- 
trerait, d'une  manière  toute  semblable,  que  la  trace  verticale  R'Q  est  perpeodicu- 
laire  sur  la  projection  A'B'. 

Réciproquement,  si  les  deux  projections  AB  et  A'B'  d'une  droite  sont  respectivement 
perpendiculaires  aux  traces  QP  et  QR'  d'un  plan,  ce  plan  et  la  droite  sont  perpendicu- 
laires l'un  sur  l'autre.  En  effet,  le  plan  projetant  qui  a  pour  trace  AB  est  évidemment 
perpendiculaire  sur  la  droite  PQ,  et  par  suite  au  plan  PQR'  qui  contient  cette  ligne  : 
de  même,  le  plan  projetant  qui  a  pour  trace  A'B'  est  perpendiculaire  à  la  droite  QR', 
et  par  suite  au  plan  PQR'.  Donc  ce  dernier  se  trouve  perpendiculaire  a  la  fois  sur 
les  deux  plans  projetants;  et  dès  lors  il  sera  aussi  perpendiculaire  sur  leur  inter- 
section qui  n'est  autre  chose  que  la  droite  donnée  dans  l'espace. 

34.  Observons  toutefois  que  ce  théorème  ne  serait  plus  vrai,  s'il  s'agissait  de 
projections  obliques  (n^  8)  ;  et  d'ailleurs  il  faut  se  garder  de  croire  qu'une  relation 
semblable  existe  entre  deux  droites  qui  sont  perpendiculaires  entre  elles;  car  leurs 
projections  orthogonales^  sur  un  même  plan,  ne  formeroat  pas  im  a^S^^  droit»  a 
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moins  que  Tune  des  lignes  proposées  ne  se  tvoxiye parallèle  au  plan  de  proje 
55.  {Fig.  12.)  Tromper  la  plus  courte  distance  dt  un  point  (  A ,  A')  à  un  plan  t 

PQR'. 

On  abaissera  d'abord  du  point  (A>  A')  une  perpendiculaire  indéfinie  sur  le  ; 
en  menant  (n^  33)  les  projections  AB  et  A'B'  respectivement  perpendiculaire 
les  traces  PQ  et  QR';  puis  on  cherchera  le  point  (M, M')  où  cette  droite  rencc 
le  plan,  ce  qui  s'exécutera  comme  au  n*^  30,  dont  tous  les  raisonnements  s'ap,^.. 
quent  à  la  figure  actuelle  où  nous  avons  d'ailleurs  conservé  les  mêmes  notations. 
Alors  AM  et  A' M'  seront  évidemment  les  projections  de  la  plus  courte  distance 
demandée;  et  la  grandeur  absolue  de  cette  distance  s'obtiendra  (n^  17)  en  menant 
l'horizontale  HM^M''  égale  à  AM»  et  tirant  la  droite  A'M''  qui  sera  la  vraie  distance 
du  point  au  plan. 

36.  {Fig*  1 3.)  Trouver  la  plus  courte  distance  d'un  point  (  C ,  C  )  à  une  droite  don^ 
/iéfe(AB,A'B'). 

Menons  A' 2horà  par  le  point  (C,C')  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  proposée  ; 
ses  traces  seront  perpendiculaires  (n^  33)  aux  projections  AB  et  A'B';  et,  pour 
déterminer  un  de  leurs  points,  j'imaginerai  dans  ce  plan  une  horizontale  partant 
de  (C,C').  Cette  droite,  qui  sera  nécessairement  parallèle  à  la  trace  horizontale 
cherchée,  aura  pour  projections  CD  perpendiculaire  à  AB,  et  CD'  parallèle  à  XY; 
ainsi,  elle  ira  percer  le  plan  vertical  en  (D,D')  :  si  donc  je  mèneD'Q  perpendicu- 
laire sur  A'B',  et  QP  perpendiculaire  sur  AB,  ce  seront  les  traces  du  plan  cherché 
PQD'.  Cela  posé,  en  constin>f&ant  (n°30)  le  point  (M, M')  où  ce  plan  rencontre  la 
droite  (AB ,  A'B'),  et  en  le  joignant  avec  (C,  C),  la  ligne  (CM  ,C'M')  sera  évidem- 
ment contenue  dans  le  plan  D'QP,  et  dès  lors  elle  se  trouvera  perpendiculaire  sur 
(AB  ,  A'B')  ;  par  conséquent  cette  droite  (CM ,  CM')  mesurera  la  plus  courte  distance 
demandée,  dont  la  grandeur  absolue  CM'^  se  déduira  des  projections  CM  et  CM' 
par  la  règle  générale  exposée  n^  17. 

Dans  cette  épure,  le  plan  D'QP  n'est  ni  une  donnée,  ni  un  résultat  du  problème 
primitif;  c'est  seulement  un  moyen  de  parvenir  à  la  solution  cherchée,  et  par  con- 
séquent on  devra  marquer  ses  traces  comme  des  lignes  auxiliaires  (n^  15).  La  même 
remarque  s'applique  à  la^^.  i4>  dont  nous  allons  donner  Texplication. 

37.  {Pig-  ï4«)  Autre  solution.  Faisons  passer  un  plan  par  le  point  (C,C')  et  par 
la  droite  donnée  (AB,  A'B');  il  suffira  de  joindre  (C,C')  avec  (A,  A'),  et  de  cher- 
cher les  traces  verticales  des  deux  droites  (  AB ,  A'B')  et  (AC ,  A'C)  :  alors  B'D'Q  et 
QA  seront  les  traces  du  plan  auxiliaire  dont  nous  venons  de  parler.  Cela  posé, 
rabattons  ce  plan  B'QA  autour  de  sa  trace  horizontale  AQ,  et  supposons  qu'il 
entraine  avec  lui  la  droite  et  le  point  donnés.  Dans  ce  mouvement  de  révolution.  ^. 
le  point  (B  ,B')  ne  sortira  pas  du  plan  vertical  BF  perpendiculaire  à  la  charnière  ^ 
AQ;  d'ailleurs  la  distance  B'Q  de  ce  point  au  point  fixe  Q  restera  invariable;  par 
conséquent,  si  l'on  décrit  avec  le  rayon  QB'  un  arc  dé  cercle  qui  coupe  BF  en  B", 

ce  point  sera  le  rabattement  de  (B,B'),  et  la  droite  proposée  ainsi  que  la  trace 
QB'  se  trouveront  rabattues  suivant  AB"  et  QB".  De  même,  en  tirant  les  perpendicu- 
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laires  DD"  et  CC'sur  la  charnière  AQ,  enverra  bien  que  la  ligne  (ACD,  A'C'D')  se 
rabat  suivant  AD",  et  que  le  point  C  se  transporte  en  C".  Alors,  dans  le  plan  hori- 
zontal où  toutes  les  données  sont  maintenant  rabattues,  sans  que  leurs  positions 
respectives  aient  changé,  nous  pourrons  abaisser  sur  AB"  la  perpendiculaire  CM", 
et  ce  sera  la  plus  courte  distance  cherchée  dans  sa  véritable  grandeur.  Ce  résultat 
est  ordinairement  le  seul  qui  intéresse;  cependant,  si  l'on  veut  aussi  fixer  la  position 
de  la  plus  courte  distance,  il  n'y  a  qu'à  relever  tout  le  système  :  le  point  M"  se 
ramènera  en  M  par  une  perpendiculaire  sur  la  charnière  AQ,  et  la  projection 
verticale  M' s'en  déduira  (n**  10)  ;  de  sorte  qu'enfin  la  distance  en  question  sera  pro- 
jetée sur  CM  et  CM'. 

38.  Ce  mode  de  solution  serait  indispensable,  si  l'on  avait  voulu  trouver  sur  la 
droite(AB,  A'B')  un  point  qui/ût  distantde  (C,  C)  d' une  quantité  donnée  â.  Car,  après 
avoir  rabattu  comme  ci-dessus  la  droite  et  le  point  donnés  suivant  AB"  et  C",  on 
décrirait  avec  un  rayon  C"N"  =  &  nn  arc  de  cercle  qui  couperait  AB''  en  N",  et  ce 
serait  là  le  point  demandé  en  rabattement  :  puis,  en  relevant  tout  le  système 
autour  de  la  charnière  AQ,  le  point  N''  se  ramènerait  en  N,  et  aurait  pour  ses  deux 
projections  N  et  N'.  On  sent  bien  qu'il  y  aura  généralement  une  seconde  solution, 
puisque  l'arc  décrit  avec  le  rayon  &  coupera  ordinairement  la  droite  AB"  en  deux 
points  N''  et  n". 

Par  des  moyens  semblables,  on  pourrait  trouver  le  centre  et  le  rayon  d'un  cercle 
vassantpar  trois  points  donnés  dans  V  espace.  Il  faudrait  construire  (n**  22)  les  traces 
du  plan  déterminé  par  ces  trois  points,  et  puis  rabattre  ce  plan  autour  de  sa  trace 
horizontale,  comme  dans  la^^.  i4»  en  cherchant  d'ailleurs  les  positions  que  pren- 
nent, après  ce  rabattement,  les  trois  points  primitifs,  ainsi  que  nous  l'avons  fait 
dans  cette  figure  pour  le  point  (C,  C). 

39.  [Fig.  i8.)  Trouver  V angle  de  deux  droites  données  (AB,  A'B')  et  (BC,  b*c') 
On  entend  par  l'angle  de  deux  droites,  qui  souvent  ne  se  rencontrent  pas,  l'angle 

que  comprendraient  entre  elles  deux  droites  respectivement  parallèles  aux  pre- 
mières, et  qui  seraient  menées  par  un  même  point  de  l'espace.  Commençons  donc 
par  examiner  si  les  lignes  proposées  se  coupent  réellement.  Or,  si  elles  ont  un  point 
commun,  on  voit  bien  qu'il  devra  être  projeté  horizontalement  en  B,  et  verticale- 
ment en  h'  :  mais,  pour  que  ces  points-là  fussent  les  projections  d'un  même  point 
de  l'espace,  il  faudrait  (n°  iO)  que  la  droite  B6'  se  trouvât  perpendiculaire  à  la 
ligne  de  terre,  condition  qui  n'est  pas  remplie  ici;  par  conséquent,  les  droites  pro- 
posées ne  se  coupent  pas.  Alors,  nous  allons  mener  une  parallèle  à  la  droite 
(BC,  6'c')  par  un  point  quelconque  de  l'autre  droite;  et  pour  simplifier,  nous  choi- 
sirons le  point  qui  est  projeté  en  B  et  B'.  Cette  parallèle  aura  ainsi  pour  projection 
horizontale  la  droite  BC  déjà  donnée,  et  pour  projection  verticale  la  droite  B'C 
parallèle  à  6'c';  de  sorte  que  le  problème  sera  réduit  à  trouver  l'angle  forme  par 
les  deux  droites  (  AB,  A'B')  et  (BC,  B'C)  que  nous  regarderons  comme  les  données 
immédiates  de  la  question. 
En  construisant  les  traces  horizontales  A  et  C  de  ces  droites,  la  ligne  AC  sera  la 
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base  d'un  triangle  ayant  pour  sommet  le  point  (B,  B'),  où  se  coupent  les  droites 
proposées,  et  dont  l'angle  situé  à  ce  sommet  sera  celui  que  Ton  cherche.  Dès  lors 
on  pourrait  construire  ce  triangle  en  cherchant  les  longueurs  de  ses  trois  côtés,  qui 
sont  connus  par  leurs  projections;  mais  il  vaut  mieux  employer  la  hauteur  de  ce 
triangle.  Or  cette  hauteur  est  évidemment  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  qui 
aurait  pour  base  la  perpendiculaire  BH  abaissée  sur  AC,  et  pour  hauteur  la  verticale 
qui  projette  le  sommet  en  B,  laquelle  est  égale  à  B'K;  conséquemment,  si  l'on 
prend  KH"  =:  BH,  et  que  l'on  tire  B'H",  cette  ligne  sera  la  hauteur  du  triangle  pri- 
mitif. Maintenant,  si  l'on  rabat  ce  dernier  sur  le  plan  horizontal,  autour  de  sa  base 
AC,  le  somfoet  ne  sortira  pas  du  plan  vertical  HB  perpendiculaire  à  cette  base; 
donc,  en  portant  la  hauteur  B'H"  de  H  en  B'',  le  triangle  cherché  se  trouvera  rabattu 
suivant  AB''C,  et  l'angle  de  même  nom  sera  celui  que  formaient  dans  l'espace  les 
deux  droites  (AB,  A'B')  et  (BC,  B'C). 

40.  Lorsqu'une  de  ces  droites,  par  exemple  la  seconde,  sera  parallèle  au  plan 
horizontal,  le  triangle  dont  nous  nous  sommes  servis  n'existera  plus;  mais  la  trace 
horizontale  du  plan  des  deux  droites  proposées,  qui  était  ACdans  le  cas  général, 
deviendra  une  parallèle  à  BC  menée  parle  point  A;  de  sorte  qu'en  rabattant,  comme 
ci-dessus,  ce  plan  autour  de  sa  trace  horizontale,  on  obtiendra  encore  l'angle 
demandé. 

Nous  ne  parlerons  pas  du  cas  où  les  droites  seraient  toutes  deux  parallèles  au  plan 
horizontal,  puisque  alors  l'angle  qu'elles  formeraient  dans  l'espace,  serait  égal  à 
celui  que  comprendraient  leurs  projections. 
f  i-l.  Si  l'on  proposait  de  diviser  en  deux  parties  égales  V angle  de  deux  droites  qui 
se  coupent,  on  opérwait  cette  division  après  avoir  rabattu  cet  angle  sur  le  plan 
horizontal,  comme  ci-dessus;  puis,  on  relèverait  l'angle  AB"C  et  la  droite  bissectrice, 
en  observant  que  le  point  où  celte  dernière  ligne  va  couper  la  trace  horizontale  AC 
du  p.an  des  droites  données,  demeure  immobile  pendant  ce  mouvement  de  rotation. 
De  même,  étant  donnée  une  droite  située  dans  un  plan  connu,  on  pourra  tracer  dans 
ce  plan  une  seconde  droite  qui  fasse  avec  la  première  un  angle  donné.  Nous  conseil- 
lons au  lecteur  de  s'exercer.sur  les  opérations  indiquées  aux  n**'  40  et  41 . 

42.  [Fig.  19.  )  Trouver  V  angle  formé  par  une  droite  (  AB,  A'B')  avec  un  plan  PQR'. 

L'angle  d'une  droite  avec  un  plan  serait  une  grandeur  indéterminée,  si  l'on  ne 
convenait  pas  d'entendre  par  là  l'angle  que  forme  la  droite  proposée  avec  sa  projection 
orthogonale  sur  le  plan;  et  ce  choix  est  fondé  sur  ce  que  ce  dernier,  angle  est  évidem- 
ment le  plus  petit  de  tous  ceux  que  fait  la  droite  avec  les  direrses  lignes  tracées  par 
son  pied  dans  le  plan  dont  il  s'agit.  Il  suit  de  là  que,  si  l'on  abaisse  d'un  point  de 
cette  droite  une  perpendiculaire  sur  le  plan  proposé,  l'angle  compris  entre  cette 
perpendiculaire  et  la  droite  primitive  se  trouvera  le  complément  de  celui  qu'on  veut 
obtenir,  et  suffira  pour  en  déduire  ce  dernier. 

Menons  donc  par  le  point  (B,  B'),  choisi  arbitrairement  sur  la  droite  donnée,  une 
perpendiculaire  BC,  B'C)  au  plan  PQR';  puis,  construisons  l'angle  formé  par  les 
deux  droites  (AB,  A'B')  et  (BC,  B'C).  En  appliquant  ici  la  méthode  du  n^  39,  on 
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verra  qu'il  faut  abaisser  la  perpendiculaire  BH  sur  AC,  prendre  KH"  =  BH,  et  porter 
l'hypoténuse B'H"  de  H  en  B";  alors  AB" C  sera  l'angle  des  deux  droites.  Ensuite  on 
construira  son  complément  en  traçant  la  droite  B"D  perpendiculaire  sur  CB";  et 
enfin  AB"D  sera  l'angle  formé  par  la  droite  { AB,  A'B')  avec  le  plan  PQR'. 

43.  [Fig,  i5  bis.)  Trouver  les  angles  que  forme  une  droite  avec  les  deux  plans  de 
projection. 

Ce  problème  pourrait  être  traité  comme  un  cas  particulier  du  précédent;  mais 
il  sera  plus  court  de  le  résoudre  directement,  en  observant  que,  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  au  n**  42,  l'angle  de  la  droite  (Q),  CD')  avec  le  plan  horizontal  n'est 
autre  chose  que  l'angle  compris  entre  cette  droite  et  sa  projection  CD.  Or  il  est  évi- 
dent que  ce  dernier  angle  appartient  au  triangle  rectangle  qui  aurait  pour  base  CD, 
et  pour  hauteur  CC  ;  si  donc  on  rabat  ce  triangle  sur  le  plan  vertical,  suivant  CM'C, 
l'angle  de  même  nom  sera  celui  qu'on  demandait. 

Semblablement,  l'angle  delà  droite  (CD, CD')  avec  le  plan  vertical  fait  partie 
d'un  triangle  rectangle  qui  aurait  pour  côtés  DD'  et  D'C  ;  si  donc  on  rabat  ce  triangle 
sur  le  plan  horizontal,  suivant  D'ND,  l'angle  de  même  nom  sera  l'angle  de  la 
droite  avec  le  plan  vertical  de  projection. 

44.  Par  un  point  donné  p  mener  une  droite  qui  fasse  t  angle  a  avec  le  plan  hori-- 
zontaly  et  V  angle  6  avec  le  plan  vertical. 

[Fig.  i5  bis.)  Prenons  d'abord  un  point  arbitraire  (C,  C)  dans  le  plan  vertical, 
et  traçons-y  la  droite  CM'  qui  fasse  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  égal  à  a;  puis, 
faisons  tourner  cette  droite  autour  de  la  verticale  CC,  de  sorte  que  son  pied  décrive 
un  cercle  M' M  du  rayon  CM.  Dans  toutes  ces  positions,  la  droite  mobile  formera  **» 
toujours  l'angle  a  avec  le  plan  horizontal;  mais  il  reste  à  choisir  celle  où  elle  aura 
en  même  temps  l'inclinaison  6  sur  le  plan  vertical.  Or,  si,  après  avoir  construit 
l'angle  M'Cd'  égal  a  ê,  nous  abaissons  sur  la  droite  indéfinie  CtJ  la  perpendiculaire 
Wdy  le  triangle  rectangle  M' Cd' représentera  évidemment  celui  qui  doit  être  formé 
par  la  droite  inconnue  avec  sa  projection  verticale.  Donc,  en  décrivant  l'arc  de 
cercle  (?D'  avec  le  rayon  C(J,  et  en  élevant  sur  la  ligne  de  terre  la  perpendiculaire 
D'D  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  cercle  M'M,  on  déterminera  les  projections  CD'  et 
CD  d'une  droite  qui  aura  bien  les  inclinaisons  a  et  €  sur  les  deux  plans  de  pro- 
jection. 

Ensuite,  il  n'y  aura  plus  qu'à  conduire,  parle  point/?  donné  primitivement  dans 
l'espace,  une  droite  qui  soit  parallèle  à  (CD,  CD'). 

45 .  [Fig.  1 5 .  )  Trouver  les  angles  que  forme  un  plan  donné  PQR'  avec  les  deux  plans 
de  projection. 

On  sait  que,  pour  mesurer  l'inclinaison  de  deux  plans,  il  suffit  de  les  couper  par 
un  troisième  plan  qui  soit  perpendiculaire  à  leur  intersection,  et  que  les  deux 
droites  tracées  par  ce  plan  sécant  forment  entre  elles  un  angle  qui  exprime  l'incli- 
naison cherchée.  D'après  cela,  coupons  le  plan  PQR'  et  le  plan  horizontal  par  un 
plan  qui  soit  perpendiculaire  à  la  trace  PQ.  Ce  plan  sécant,  qui  sera  verticcU,  aura 
pour  traces  une  ligne  AD  perpendiculaire  à  PQ,  et  la  verticale  DD'  :  par  conséquent 


_/ 


y 


CHAPITRE  II     —  PAOBiAmI»   SITB   L8S   UfiHBS  DBOiTES,   ETC.  I9 

il  coupera  le  plan  donné  suivant  une  droite  qui,  dans  l'espace,  réunirait  le  point  A 
avec  D',  et  serait  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  AD  et  DD'. 
Si  donc  on  fait  tourner  ce  triangle  autour  de  DD'  pour  le  rabattre  sur  le  plan  verti- 
cal, il  deviendra  D'A'^D;  et  l'angle  de  même  nom  mesurera  Tinclinaison  du  plan 
PQR'sur  le  plan  horizontal. 

Pour  obtenir  Tangle  du  plan  PQR'  avec  le  plan  vertical,  on  les  coupera  par  un 
plan  quelconque  CDB'  perpendiculaire  à  la  trace  verticale  QR',  et  cela  fournira  un 
triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  CD  et  DB';  par  conséquent  ce  triangle,  après 
avoir  été  rabattu  autour  de  CD,  deviendra  DB'^Cdans  lequel  l'angle  B"  exprimera 
l'inclinaison  demandée  (*). 

46.  Par  un  point  donné  j  mener  un  plan  qui  fasse  un  angle  ol  avec  le  plan  horizonr- 
talf  et  un  angle  S  avec  le  plan  vertical. 

Observons  d'abord  que,  dans  le  problème  précédent,  les  deux  plans  sécants  D'D A 
et  B'DC  {fig.  i5)  devaient  se  couper  eux-mêmes  suivant  une  droite  perpendicu- 
laire au  plan  PQR',  et  qui  mesurait  la  plus  courte  distance  de  ce  plan  au  point  D  de 
la  ligne  de  terre.  D'ailleurs,  comme  cette  perpendiculaire,  rabattue  tour  à  tour  avec 
les  deux  triangles,  se  trouve  évidemment  représentée  par  les  droites  DF  et  D/ 
menées  à  angle  droit  sur  les  hypoténuses,  il  s'ensuit  que,  quel  que  soit  le  plan  PQR% 
on  doit  avoir  la  relation  DF  =  D/.  Cela  posé,  si  sans  connaître  le  plan  PQR'  que 
nous  supposerons  avoir  sur  les  plans  fixes  les  inclinaisons  u  et  6,  on  construit  à 
volonté  sur  la  ligne  de  terre  un  triangle  rectangle  D'DA"  dans  lequel  l'angle  A"  soit 
égala  a;  puis,  qu'avec  la  perpendiculaire  DF  on  décrive  un  arc  de  cercle,  et  qu'on 
lui  mène  une  tangente  B'/C  qui  fasse  l'angle  B"  égal  à  6;  cette  tangente  (**)  déter- 
minera, par  sa  rencontre  avec  le  prolongement  de  la  verticale  D'D,  un  point  C  de 
la  trace  du  plan  PQR'.  Alors,  en  tirant  la  droite  CQ  tangente  a  l'arc  de  cercle  décrit 
avec  le  rayon  DA'',  puis  joignant  les  points  Q  et  D'^,  on  obtiendra  les  traces  d'un 
plan  CQD'  qui  aura  sur  les  plans  fixes  les  inclinaisons  a  et  ê;  ensuite,  pour  résoudre 
le  problème  primitif,  il  restera  à  conduire  par  le  point  donné  un  plan  parallèle 
àCQD'. 

On  pourrait  aussi  résoudre  ce  problème  en  menant  d'abord,  comme  au  n^  44,  une 
droite  qui  Ht  avec  les  plans  de  projection  des  angles 

a'=:9o«  — a,     g' =  90^  — S; 


(*)  Dans  certains  arts,  on  définit  souvent  un  plan  par  sa  trace  horizontale  PQ  et  par  son  inclinaison  a 
sur  le  plan  horizontal.  Avec  ces  données,  il  est  toujours  facile  de  trouver  sa  trace  verticale  au  moyen  du 
plan  de  profil  AD  perpendiculaire  à  PQ,  et  qui  contient  Tangle  a;  car,  en  rabattant  DA  suivant  DA'  et 
formant  Tangle  DA'D'  =  a,  le  côté  A'D'  prolongé  ira  couper  la  verticale  DD'  au  point  D'  par  lequel  on  doit 
mener  la  trace  QD'R'.  Quelquefois  même  on  évite  d'employer  le  plan  vertical  de  projection,  et  Ton  rabat 
le  profil  autour  de  AD  en  formant  Tangle  DA  ^  =  a,  ce  qui  représente  d'une  manière  suffisamment  claire  la 
position  du  plan  proposé,  et  permet  d*en  déduire  les  conséquences  dont  on  a  besoin.  Au  fond,  le  plan  du 
profil  DA^  tient  lieu  du  plan  vertical  de  projection. 

(**)  Comme  il  est  évident  que  Tangle  CD/=B*'=6,  on  pourra,  au  lieu  de  mener  cette  tangente,  con- 
struire le  triangle  rectangle  CD/sur  la  base  DF  ;  puis,  rapporter  son  hypoténuse  de  D  en  C  sur  le  prolon- 
gement dé  la  verticale  D'D. 

3. 
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et  ensuite,  on  conduirait  par  le  point  donné  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite, 

47.  [Fig.  i6.)  Construire  l'angle  compris  entre  deux  plans  donnés  VQ^Si'  et  PSR'. 
Il  faut,  comme  nous  l'avons  dit  précédemment,  couper  ces  deux  plans  par  un 

troisième  qui  soit  perpendiculaire  à  leur  intersection.  Or  cette  droite,  projetée 
(n°  27)  suivant  PR  et  FR',  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ayant  pour 
côtés  PR  et  RR',  et  qui,  rabattu  sur  le  plan  horizontal,  deviendra  PRR".  Si  donc, 
par  un  point  arbitraire  A"  de  cette  hypoténuse,  je  lui  mené  une  perpendiculaire 
A"B,  et  qu'ensuite  je  relève  le  triangle  R"RP  dans  la  situation  verticale  PR,  il  est 
évident  qu'alors  la  ligne  A"B  se  trouvera  dans  le  plan  sécant  que  je  dois  mener  per- 
pendiculairement à  l'intersection  par  ce  point  A";  puis,  comme  A"B  ira  percer  le 
plan  horizontal  en  B,  la  droite  CBD,  perpendiculaire  à  la  projection  PR,  sera  (n^33) 
la  trace  horizontale  de  ce  plan  sécant.  Maintenant,  on  doit  voir  que  ce  dernier  plan 
coupera  les  plans  proposés  suivant  deux  droites  partant  du  point  A"  relevé,  et  qui, 
aboutissant  en  C  et  D,  formeront  un  triangle  dont  la  base  sera  CD,  et  dont  l'angle 
au  sommet  A''  sera  celui  que  l'on  cherche  ;  ainsi  il  ne  s'agit  plus  que  de  construire 
ce  triangle.  Or  sa  hauteur  est  précisément  A"B,  puisque  cette  droite  relevée  se 
trouve  dans  le  plan  vertical  PR  qui  est  perpendiculaire  sur  la  base  CD  ;  d'ailleurs,  si 
l'on  rabat  ce  triangle  autour  de  CD  comme  charnière,  le  sommet  A"  ne  sortira  pas  du 
plan  vertical  PR  perpendiculaire  k  cette  charnière  :  donc,  en  portant  sur  PR  la  dis- 
tance BA  =  BA",  on  obtiendra  CAD  pour  le  triangle  demandé,  et  l'angle  de  même 
nom  mesurera  l'inclinaison  des  plans  PQR'  et  PSR'. 

On  aurait  pu  rabattre  sur  le  plan  vertical  l'intersection  des  plans  proposés;  cette 
droite  eût  été  représentée  par  R'P",  et  en  lui  menant  une  perpendiculaire  A'B', 
dont  le  pied  B'  devrait  être  rapporté  en  B,  on  en  aurait  fait  le  même  usage  que 
ci-dessus. 

48.  Lorsque  les  plans  proposés  ont  leurs  traces  parallèles  sur  un  seul  des  deux 
plans  de  projection,  comme  R'QP  et  R'ST  [fig.  17),  la  construction  précédente 
exige  une  légère  modification  qui  rend  même  la  solution  plus  simple;  car  on  sait 
(n*^  28)  qu'alors  l'intersection  est  la  droite  horizontale  (R'V,  RV)  parallèle  aux 
traces  horizontales.  Par  conséquent,  si  l'on  mène  un  plan  vertical  R'RC  perpendicu- 
laire à  cette  intersection,  il  coupera  les  plans  proposés  suivant  deux  droites  qui  for- 
meront avec  CD  un  triangle  ayant  pour  sommet  le  point  R',  et  pour  hauteur  la  verti- 
cale R'R  :  de  sorte  qu'en  rabattant  ce  triangle  sur  le  plan  horizontal  autour  de  sa 
base  CD,  le  sommet  R'  viendra  en  R",  et  l'angle  CR'D  sera  la  mesure  de  l'inclinaison 
des  plans  proposés. 

Enfin,  si  les  traces  étaient  toutes  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  comme  dans  la 
fig.  9,  on  couperait  les  plans  donnés  par  le  plan  de  profil  ZXV  déjà  employé  au 
n^29);  et  par  le  rabattement  dont  nous  nous  sommes  servis  dans  ce  numéro,  on 
obtiendrait  l'angle  PA"T  pour  l'inclinaison  des  plans  en  question. 

En  renversant  les  opérations  du  n"  47,  il  sera  facile  de  résoudre  le  problème  sui- 
vant :  Par  une  droite  donnée  dans  un  plan  connu  par  ses  traces,  conduire  un  autre 
plan  qui  fasse  avec  le  premier  un  angle  détermina  &>  - 
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49.  Construire  ta  position  et  la  grandeur  de  la  ligne  qui  mesure  la  plus  courte 
distance  entre  deux  droites  non  situées  dans  le  même  plan. 

On  sait  que,  dans  l'espace»  deux  droites  peuvent  ne  pas  se  rencontrer,  sans  être 
parallèles;  alors  il  y  a  lieu  de  chercher,  parmi  toutes  les  lignes  qui  réunissent  deux 
quelconques  de  leurs  points,  quelle  est  la  plus  courte;  mais,  afin  de  faire  mieux 
saisir  ta  série  d'opérations  à  effectuer  pour  résoudre  ce  problème,  nous  allons 
d'abord  les  indiquer  sur  une  figure  en  perspective,  où  AB  et  CD  [fig.  ao)  repré- 
senteront les  deux  droites  proposées.  Si,  par  un  point  quelconque  B  de  la  pre- 
mière, nous  menons  une  droite  BE  parallèle  à  CD,  et  que  nous  imaginions  le  plan 
ABE,  ce  plan  se  trouvera  lui-même  parallèle  à  la  ligne  CD;  ainsi,  en  abaissant  d'un 
point  de  cette  dernière  une  perpendiculaire  DE  sur  le  plan  ABE,  la  distance  cher-- 
chée  ne  saurait  être  moindre  que  DF.  Mais  pour  faire  voir  qu'une  droite  égale  à  DF 
peut  effectivement  réunir  deux  points  des  lignes  proposées,  menons  par  le  pied  F 
de  cette  perpendiculaire  une  parallèle  FG  à  CD;  cette  ligne  FG  rencontrera  néces- 
sairement AB  en  un  certain  point  G,  sans  quoi  AB  serait  parallèle  à  CD,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse  admise.  Or,  si  du  point  G  nous  élevons  la  perpendiculaire 
GH  sur  le  plan  ABE,  elle  se  trouvera  évidemment  contenue  dans  le  plan  CDFG  déjà 
perpendiculaire  sur  ABE,  et  par  conséquent  GH  rencontrera  CD.  Cette  ligne  GH, 
égale  et  parallèle  a  DF,  mesurera  donc  la  plus  courte  distance  des  droites  AB  et  CD  ; 
et  l'on  voit  qu'elle  se  trouvera  perpendiculaire  à  toutes  deux  en  même  temps,  puis- 
qu'elle l'est  sur  le  plan  ABE  parallèle  à  ces  droites. 

Pour  CQjiÎLvmQV  à  posteriori  la  première  de  ces  deux  conséquences,  il  suffit  d'ob- 
server qu'en  joignant  deux  points  quelconques  m  eX  n  des  lignes  proposées,  la 
droite  mn  sortira  du  plan  CDFG,  toutes  les  fois  que  le  point  n  sera  difTérent  de  G  ; 
dès  lorsmn  sera  une  oblique  par  rapport  au  plan  ABE,  et  conséquemment  elle  sera 
plus  longue  que  la  perpendiculaire  rrq>  qui  égale  GH.  Quant  au  cas  où  le  point  n 
coïnciderait  avec  G,  la  droite  mG  serait  oblique  par  rapport  à  CD,  et  par  conséquent 
plus  longue  que  la  perpendiculaire  GH,  qui  demeure  ainsi  la  plus  courte  de  toutes 
les  lignes  qui  peuvent  réunir  deux  points  quelconques  des  droites  proposées. 

50.  Réalisons  maintenant  les  constructions  que  nous  n'avons  fait  qu'indiquer 
ci-dessus,  et  l'on  reconnaîtra  (comme  nous  l'avons  annoncé  n°  3)  la  diff'érence 
essentielle  qui  existe  entre  les  procédés  vagues  de  la  Géométrie  ordinaire  et  les 
méthodes  précises  par  lesquelles  la  Géométrie  descriptive  obtient  les  résultats  com-^ 
plétement  déterminés^  pour  la  solution  des  problèmes  relatifs  aux  trois  dimensions 
de  l'espace. 

Soient  donc  (AB,  A'B')  et  (CD,  CD')  {/ig.  21)  les  deux  droites  données  :  on 
s'assure  qu'elles  ne  se  trouvent  pas  dans  un  même  'plan,  en  remarquant  d'abord 
qu'elles  ne  sont  point  parallèles,  et  qu'ensuite  les  points  où  leurs  projections  verti- 
cales et  horizontales  se  couj)e^t,  ne  sont  pas  situés  (n^39)  sur  la  même  perpendi- 
culaire k  la  ligne  de  terré.  Cela  posé,  choisissons  le  point  (B,  B')  de  la  première 
droite  pour  mener  une  parallèle  (BE,  B'E')  k  la  seconde,  et  construisons  les  traces 
AEQ  et  QB'  du  plan  qui  contiendrait  les  lignes  (AB,  A'B')  et  (BE,  B'E');  puis. 
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abaissons  d*un  point  (D,  D')  de  la  deuxième  droite,  une  perpendiculaire  (DF,  D'F') 
sur  le  plan  AQB',  et  cherchons  (n®  30),  au  moyen  du  plan  projetant  DRR',  le  point 
(F,  F')  où  cette  perpendiculaire  rencontre  le  plan  AQB'.  Maintenant  il  faudra 
mener  par  le  pied  (F,  F),  et  parallèlement  à  (CD,  CD'),  une  droite  (FG,  FG')  qui 
devra  nécessairement  (n^49)  couper  (AB,  A'B');  par  conséquent  les  deux  points 
G  et  G'  devront  être  sur  une  méQie  perpendiculaire  k  la  ligne  de  terre.  Ensuite,  du 
point  (G,  G'),  nous  mènerons  parallèlement  à  (DF,  D'F)  la  ligne  (GH,  G'H');  et 
comme  elle  doit  aussi  rencontrer  la  droite  (Q),  CD'),  il  faudra  encore  que  H  et 
H'  se  correspondent  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Alors  GH  et 
G'H'  seront  les  projections  de  la  plus  courte  distance  demandée;  puis,  pour  en  obte- 
nir la  grandeur  absolue,  on  prendra  (n®  17)  sur  Thorizontale  menée  par  le  point  G', 
une  partie  KG"  =  GH,  et  Ton  tirera  la  droite  G"H'  qui  sera  enfin  la  vraie  longueur 
de  la  distance  en  question. 

On  pourrait  encore  résoudre  le  même  problème,  en  cherchant  l'intersection  de 
deux  plans  perpendiculaires  a  AQB',  et  passant  l'un  par  la  droite  (AB,  A'B'), 
l'autre  par  la  droite  (CD,  CD').  D'ailleurs  ces  plans  se  détermineraient  en  abaissant 
une  perpendiculaire  sur  AQB'  par  un  point  de  chacune  des  droites  proposées;  mais 
nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'exécuter  ces  constructions. 

51  •  Si  les  deux  droites  proposées  étaient  parallèles  entre  elles,  leur  distance 
serait  partout  la  même,  et  pour  l'obtenir,  il  suffirait  de  chercher  la  plus  courte  dis- 
tance de  la  première  droite  à  un  point  de  la  deuxième,  par  exemple,  à  la  trace  hori- 
zontale de  celle-ci;  or  c'est  là  un  problème  dont  nous  avons  donné  la  solution  dans 
les  n°*  36  et  37. 

Les  diverses  questions  que  nous  venons  de  parcourir  renferment  tous  les  élé- 
ments nécessaires  pour  résoudre  les  problèmes  où  il  n'y  aura  à  combiner  que  des 
droites  avec  des  plans,  et  l'on  en  trouvera  des  applications  utiles  dans  le  chapitre 
suivant.  Ici,  nous  ferons  seulement  observer  qu'étant  données  les  projections  de 
tous  les  sommets  d'un  polyèdre,  oa  saura  déterminer  la  position  et  la  longueur  de 
chacune  de  ses  arêtes,  l'inclinaison  de  chaque  face  sur  le  plan  horizontal  ou  l'angle 
de  deux  faces  entre  elles;  on  pourra  aussi  construire  en  rabattement,  et  dans  ses 
vraies  dimensions,  le  polygone  qui  forme  une  quelconque  de  ces  faces,  puis  trouver 
la  section  que  produirait  dans  le  polyèdre  un  plan  dont  la  position  serait  assignée. 
Réciproquement,  si  la  situation  du  polyèdre  est  définie  par  d'autres  conditions  en 
nombre  suffisant,  on  pourra  en  conclure  ses  deux  projections  :  mais,  comme  les 
procédés  varieront  nécessairement  avec  le  choix  des  données,  nous  ne  citerons 
qu'un  exemple  qui  suffira  pour  indiquer  la  marche  à  suivre  dans  d'autres  cas. 

52.  Un  parallélipipède  rectangle  repose,  par  sa  base^  sur  un  plan  qui  est  incUnèà 
f  horizon  d'une  quantité  w,  et  qui  a  pour  trace  horizontale  PQ  (^g.  22);  une  des 
arêtes  de  cette  base  est  projetée  horizontalement  suivant  AB,  tandis  que  les  deux  autres 
arêtes  contiguës  avec  celles-là,  ont  des  longueurs  données  V  et  1"  :  on  demande  de 
construire  les  projections  horizontale  et  verticale  de  ce  corps. 

Par  le  sommet  B,  imaginons  un  plan  de  profil  PRU'  perpendiculaire  à  la  tr^ce 
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PQ  :  il  coupera  le  plan  donné  suivant  une  droite  qui  formera  avec  PR  l'angle  w; 
par  conséquent»  si  l'on  rabat  ce  profil  autour  de  PR,  et  que  Ton  construise  Tangle 
RPR"  =  0),  puis  que  Ton  ramène  le  point  R"  sur  la  verticale  RR',  la  droite  R'Q  sera 
(n^  45.)  la  trace  verticale  du  plan  donné  où  repose  la  base  du  parallélipipëde. 
D'ailleurs,  si  nous  rabattons  ce  dernier  plan  autour  de  PQ,  le  point  projeté  en  B, 
et  qui  est  situé  en  B''  sur  le  profil,  se  transportera  évidemment  en  ft  ;  de  sorte  que 
kh  sera  le  rabattement  et  la  vraie  longueur  de  l'arête  projetée  en  AB  sur  le  plan 
horizontal.  Alors,  en  tirant  la  droite  kd  égale  à  /'  et  perpendiculaire  sur  Aft,  on 
obtiendra  deux  des  côtés  de  la  base  rabattue;  puis,  en  relevant  cette  face,  on  verra 
aisément  que  ces  deux  côtés  sont  projetés  suivant  AB  et  AD,  et  le  parallélogramme 
ABCD  sera  la  projection  horizontale  de  la  base  du  parallélipipëde.  Cela  posé,  l'arête 
perpendiculaire  à  cette  base  et  qui  part  de  l'angle  B,  est  projetée  horizontalement 
(n**  33)  sur  la  droite  indéfinie  BP  perpendiculaire  a  PQ,  tandis  que  sur  le  profil, 
cette  arête  est  représentée  dans  sa  véritable  grandeur  par  la  ligne  B"F'',  égale  k  l" 
et  menée  à  angle  droit  sur  PR";  par  conséquent,  si  l'on  projette  l'extrémité  F" 
en  F,  BF  sera  la  projection  horizontale  de  l'arête  en  question  :  puis,  en  formant  le 
parallélogramme  ABFE,  et  achevant  les  autres  faces  par  le  moyen  de  diverses  paral- 
lèles, on  obtiendra  aisément  la  projection  complète  ABGDHËFG  de  tout  le  corps 
sur  le  plan  horizontal. 

Quant  à  l'autre  projection,  on  observera  que  les  côtés  AD  et  CD  se  trouvent  dans 
leplanPQR',  et  qu'ainsi  (n^25)  leurs  projections  verticales  sont  A'K'  et  M'N'  qui, 
par  leur  rencontre,  déterminent  le  point  D',  projection  verticale  de  l'angle  D  (*). 
Si,  de  plus,  on  projette  le  sommet  C  en  C  sur  M'N',  on  pourra  achever  le  parallé- 
logramme A'D'C'B';  et  après  avoir  meaé  par  les  quatre  angles  de  cette  base,  des 
perpendiculaires  à  la  trace  QR',  il  suffira  de  projeter  sur  ces  droites  indéfinies  les 
points  E,  F,  G,  H,  en  E',  F',  G',  H',  ce  qui  d'ailleurs  devra  fournir  des  droites  res- 
pectivement parallèles  aux  côtés  de  la  base  inférieure  A'B'C'D'. 

Il  restera  enfin  à  discerner  quelles  sont  les  arêtes  visibles  sur  chacun  des  plans  de 
projection,  en  observant  les  règles  établies  n^  15  et  16;  et  l'on  devra  se  rappeler 
que  le  point  de  vue  étant  différent  pour  le  plan  vertical  et  pour  le  plan  horizontal 
(n*^16),  nue  même  atête,  telle  qu'ici  (AD,  A'D'),  peut  être  visible  sur  un  des 
plans  et  invisible  sur  l'autre. 

Théorie  du  changement  de  plans  de  projection. 

52  [bis).  Il  arrive  quelquefois,  dans  une  épure  de  coupe  de  pierre  ou  de  char- 
pente, que  pour  trouver  certaines  parties  du  problème,  on  a  recours  à  des  plans  de 
projection  auxiliaires,  différents  de  ceux  qui  ont  servi  à  exprimer  les  données  de 
la  question.  Ce  passage  d'un  système  de  plans  k  un  autre  système  s'explique  et  se 


(*)  On  pourrait  aussi  trouver  les  points  D',  G^  B',  diaprés  leurs  projections  horizontales  et  leurs  hauteurs 
au-dessus  delà  ligne  de  terre  ;  car  ces  hauteurs  seraient  fournies  par  le  profil  où  les  points  en  question  sont 
projetés  tous  sur  la  droite  PR". 
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justifie  dans  chaque  exemple  par  des  considérations  fort  simples,  qui  ne  méritent 
pas  qu'on  les  regarde  comme  formant  une  théorie  nouvelle.  Toutefois,  pour  satis- 
faire aux  programmes  des  services  publies,  nous  allons  donner  ici  quelques  règles 
générales. 

I.  Si  les  plans  primitifs,  que  je  désignerai,  pour  abréger,  par  P  et  P',  ont  pour 
ligne  de  terre  ay,  et  qu'on  veuille  substituer  au  plan  P  un  autre  plan  horizontal  P^ 
qui  ait  pour  ligne  de  terre  a;*  j^,  autour  de  laquelle  le  plan  P^  sera  rabattu  sur  le 
plan  P',  suivant  l'usage  ordinaire,  il  est  évident  qu'un  point  de  l'espace  qui  avait 
pour  projection  horizontale  A  et  pour  projection  verticale  A',  devra  conserver  cette 

dernière  projection  A',  et  quant  à  sa  nouvelle  pro- 
jection A*  sur  le  plan  horizontal  P*,  on  l'obtiendra 
manifestement  en  prenant  sur  la  droite  AA'  une 
distance/A^  égale  à  eA.  De  même,  le  point  de  l'es- 
pace (B,  B')  aura  pour  nouvelles  projections  B^  et 
B';  et  enfin  la  droite  (AB,  A'B')  aura  pour  projec- 
tion verticale  A'B',  et  pour  nouvelle  projection 
horizontale  la  droite  A'^B^  parallèle  à  AB. 

Pour  un  plan  quelconque  n  qui  aurait  été  dé- 
fini sur  les  plans  primitifs  par  ses  traces  a|3  et  jSy', 
la  trace  verticale  restera  évidemment  la  même  ^/; 

et  quant  à  sa  nouvelle  trace  horizontale  sur  le  plan  P^,  elle  partira  nécessairement 

du  point  &  sur  a?*j^j  et  sera  la  droite  âî  parallèle  à  a]3. 
On  agirait  semblablement  si  l'on  voulait  déplacer  le  plan  vertical  F,  en  le  laissant 

parallèle  à  sa  première  direction. 

II.  Supposons  maintenant  que  des  deux  plans  primitifs  P  et  F  qui  ont  pour  ligne 
de  terre  ooy,  on  veuille  garder  le  plan  horizontal  P,  et  remplacer  P'  par  un  plan  P^ 
aussi  vertical,  mais  ayant  pour  ligne  de  terre  sur  le  plan  P,  la  droite  quelconque 
xy ,  autour  de  laquelle  il  faudra  concevoir  que  le  plan  P'  a  tourné  pour  se  rabattre 

sur  P.  Alors,  une  droite  qui  avait  pour 
projections  primitives  AB  et  A'B',  conser- 
vera nécessairemem;  la  même  projection 
horizontale  AB.  Quant  a  sa  nouvelle  pro- 
jection verticale  sur  P^,  il  suffira  évidem- 
ment d'abaisser  des  points  A  et  B  des  per- 
pendiculaires sur  la  nouvelle  ligne  de  terre 
a^y  ;  puis,  en  prenant  les  hauteurs 

D*A»  =  D'A',     C*B^=C'B', 

on  obtiendra  la  nouvelle  projection  A*B* 

sur  le  plan  rabattu  P*. 

Pour  un  plan  quelconque  n  dont  les  traces  primitives  étaient  a/3  et  jSy',  la  trace 

horizontale  ajS  restera  nécessairement  la  même,  et  en  la  prolongeant  jusqu'à  ce 

qu'elle  coupe  la  nouvelle  ligne  de  terre  x^y^  en  un  point  o^*,  ce  dernier  point  appar* 
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tiendra  à  la  trace  verticale  du  plan  n  sur  le  plan  P'.  D'ailleurs  ce  plan  P*,  relevé 
dans  sa  position  verticale,  coupe  le  plan  vertical  primitif  F  suivant  la  verticale  zz 
qui  allait  rencontrer  le  plan  tt  au  point  z'  ;  donc,  quand  on  rabattra  le  plan  P*  autour 
de  x^y^^  cette  verticale  zz'  deviendra  la  droite  zz^  perpendiculaire  à  la  charnière 
a?y ,  et  le  point  2*  appartiendra  à  l'intersection  des  plans  tt  et  P'  ;  c'est-à-dire  que 
2*  sera  un  point  de  la  trace  de  n  sur  le  plan  P*,  et  conséquemment  cette  trace 
cherchée  sera  â^  z*  g' . 
III.  Le  cas  qui  précède  est  le  seul  vraiment  utile;  mais,  pour  montrer  que  la 

question  est  susceptible  d'une  solution  tout 
à  fait  générale,  nous  allons  résoudre  encore 
le  problème  suivant. 

Les  plans  primitifs  étant  le  plan  horizontal 
P  et  le  plan  vertical  P',  rabattus  autour  de 
leur  ligne  de  terre  XY,  et  sur  lesquels  on 
donne  les  projections  M  et  M'  d'un  certain 
point  de  l'espace  :  on  veut  trouver  les  pro- 
jections de  ce  même  point  sur  deux  nouveaux 
plans  P*  et  P',  perpendiculaires  aussi  entre 
eux,  et  dont  le  premier  P^  a  pour  traces  pri- 
mitives a|3  et  jS/,  tandis  que  leur  ligne  de 
terre  ou  leur  intersection  mutuelle  est  une 
droite  projetée  horizontalement  sur  xy.  Nous 
n'avons  pas  besoin  d'assigner  sa  projection 
/  verticale  que  Ton  trouverait  aisément,  puis- 

•»»•  que  cette  ligne  de  terre  est  dans  le  plan 

connu  ajSv'. 
Par  le  point  (M,  M')  menons  un  plan  de  profil  perpendiculaire  h  a|3,  et  consé- 
quemment vertical;  il  aura  pour  traces  horizontale  et  verticale  MCrf  et  rfcP,  et  cou- 
pera le  plan  ajSy  suivant  une  droite  qui,  rabattue  avec  le  profil  autour  de  Crf,  devien- 
dra évidemment  Crf".  Quant  au  point  (M,  M')  entraîné  avec  ce  profil,  il  prendra 
une  position  M"  qui  s'obtient  en  élevant  sur  la  charnière  Cd  une  perpendiculaire 
MlVr  =  HM'.  Alors,  en  abaissant  la  perpendiculaire  M'Y'  sur  Crf",  et  en  relevant  le 
profil,  on  doit  bien  voir  que  le  point  y"  serait  la  projection  du  point  (M,  M')  sur  le 
plan  a/37'  ou  P'.Mais,  comme,  pour  faire  usage  du  plan  de  projection  P*,  il  faut  né- 
cessairement le  rabattre  sur  notre  feuille  de  dessin,  faisons-le  tourner  autour  de  a|S, 
et  le  point  ^'  viendra  se  placer  en  m*.  Il  reste  a  trouver  ce  que  deviendra  la  ligne  de 
terre  projetée  sur  a?}',  et  située  dans  le  planajSy'.  Or,  en  tirant  du  point  j  une  perpen- 
diculaire indéfinie  sur  la  charnière  ajS,  et  en  décrivant  un  arc  de  cercle  avec  le  rayon 
jSy,  on  voit  bien  que  y-  sera  le  rabattement  du  point  (y,y);  ainsi  la  nouvelle 
ligne  de  terre  sera  rabattue  suivant  xy^.  Enfin,  si  l'on  conçoit  le  planP*  rabattu 
aussi  autour  de  ooy^y  il  suffira  de  mener  par  m'  une  perpendiculaire  indéfinie  sur 
ary* ,  et  de  prendre  la  distance  Km*  égale  à  M" y",  pour  obtenir  les  deux  projections 

^^éométrie  Leroy,  4 


a6  UTRt   I.  —  DBS   0VOITE8   ET    DKS  PLAITS. 

m*  et  rrf  du  point  (M,  M')  sur  les  plans  P^  et  P*  rabattus  autour  de  leur  ligne  de 
terre  xy^ . 

IV.  On  voit  assez,  par  ces  détails,  qu'il  n'y  a  pas  Ik  de  théorie  nouvelle  ;  d'ailleurs 
nous  avions  déjà  maintes  fois  employé  des  procédés  analogues  dans  les  épures  qui 
précèdent.  Ainsi,  danslay?^.  9,  le  plan  de  profil  qui  nous  a  servi  est  vraiment  un 
nouveau  plan  vertical  ayant  pour  ligne  de  terre  la  droite  YX.  Il  en  est  de  même  dans 
l^fig.  16,  où  le  plan  vertical  PRR'  rabattu  suivant  PRR''  peut  être  appelé  un  nouveau 
plan  vertical  sur  lequel  la  trace  du  plan  sécant  est  A''B.  Encore,  dans  \^fig'  i4f  le 
plan  A(pB'  mené  par  la  droite  et  le  point  donné,  et  que  nous  avons  rabattu  suivant 
AtpB'^  peut  être  considéré  comme  un  nouveau  plan  de  projection,  ayant  pour  ligne 
déterre  Aç?,  et  sur  lequel  la  solution  CM"  du  problème  se  trouve  immédiatement, 
puis  se  ramène  ensuite  sur  les  deux  plans  primitifs.  Voyez  aussi  la^?^.  60,  où  la 
seconde  solution  équivaut  a  projeter  les  arêtes  du  cylindre  sur  un  plan  vertical 
auxiliaire  BB"  parallèle  à  ces  arêtes. 

Ajoutons  enfin  que,  dans  \^fig.  1^2,  la  distance  cherchée  peut  s'obtenir  plus  vite 
en  regardant  le  plan  vertical  ACC  mené  par  le  point  (A,  A')  perpendiculairement  à 
PQ,  comme  un  nouveau  plan  vertical  que  l'on  rabattra  autour  de  sa  ligne  de  terre 
AC;  alors,  en  cherchant  la  position  A*  que  prendra  le  point  (A,  A')  sur  ce  plan 
rabattu,  et  la  nouvelle  position  DC^  que  prendra  la  droite  d'intersection  qui  réunit 
les  points  de  l'espace  D  et  C,  il  suffira  d'abaisser  du  point  A^  une  perpendiculaire 
sur  DC  Nous  engageons  le  lecteur  à  exécuter  cette  construction,  qui  est  fort  simple. 


CHAPITRE  III. 

;\  RÉSOLUTION   DE   l' ANGLE   TRIÈDRE. 

53.  Dans  un  angle  solide  à  trois  faces  SABC  [fig.  a3),  le  sommet  offre  trois 
angles  plans  et  trois  angles  dièdres  :  les  premiers  sont  les  angles  rectilignes  formés 
par  les  arêtes  entre  elles,  les  autres  sont  les  inclinaisons  mutuelles  des  faces.  De 
ces  six  angles,  trois  quelconques  étant  donnés,  il  s'agit  de  trouver  les  autres,  ce 
qui  offre  six  problèmes  distincts;  car,  en  désignant  par  A,  B,  C  les  angles  dièdres 
qui  ont  respectivement  pour  arêtes  SA,  SB,  SC,  et  par  a,  S,  7  les  angles  plans  ou 
faces  qui  sont  opposés  à  ces  angles  dièdres,  on  peut  donner  : 

1°  Les  trois  faces  ou  angles  plans a,  ê,  7 

Q?  Deux  faces  et  l'angle  dièdre  compris a,  ê,  C 

3*^  Deux  faces  et  l'angle  dièdre  opposé  à  l'une  d'elles.  ...  a,  ê,  B 

4®  Deux  angles  dièdres  et  une  des  faces  opposées A,  B,  6 

5^  Deux  angles  dièdres  et  la  face  comprise A,  B,  7 

6**  Les  trois  angles  dièdres A,  B,  C 

Ce  sont  là  évidemment  les  seules  combinaisons  vraiment  distinctes  ;  et  même  les 
trois  derniers  cas  peuvent  se  ramener  aux  trois  autres  par  le  secours  d'un  angle 
trièdre  supplémentaire. 
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54.  D'un  point  quelconque  S'  pris  dans  V intérieur  à^  l'angle  solide  S,  abaissons 
une  perpendiculaire  sur  chacune  de  ses  faces;  et  pour  fixer  les  idées,  regardons  le 
plan  BSC  comme  horizontal,  et  Tarête  SA  comme  située  au-dessus  de  ce  plan.  Nous 
formerons  ainsi  un  second  angle  trièdre  S'  ayant  pour  arêtes  la  verticale  S'A',  avec 
les  deux  droites  S' B',  S' C,  respectivement  perpendiculaires  sur  les  faces  ASC,  ASB; 
et  ce  nouvel  angle  solide  est  dit  supplémentaire  du  premier,  parce  que  les  faces  et  les 
angles  dièdres  de  Tun  sont  les  suppléments  des  angles  dièdres  et  des  faces  de  l'autre. 
Mais,  avant  de  démontrer  ces  rdations  réciproques,  observons  qu'il  n'est  pas  indif- 
férent, pour  former  le  nouvel  angle  solide,  d'abaisser  les  perpendiculaires  de  tel 
ou  tel  point  de  l'espace;  car  trois  droites  ou  trois  plans  qui  se  coupent  en  un  même 
point  S',  et  qui  sont  prolongés  départ  et  d'autre  de  ce  point,  déterminent  toujours 
huit  angles  trièdres  différents,  parmi  lesquels  il  n'y  en  a  que  deux  (symétriques 
l'un  de  l'autre  et  opposés  par  le  sommet)  qui  soient  vraiment  supplémentaires  de 
l'angle  donné  SABC.  Aussi,  pour  ne  pas  commettre  d'erreur  dans  la  manière  de 
prolonger  les  perpendiculaires,  nous  avons  recommandé  de  les  abaisser  sur  les 
faces,  k  partir  d'un  point  pris  dans  l'intérieur  de  l'angle  solide  proposé;  ensuite  on 
pourra  transporter  où  l'on  voudra  dans  l'espace  l'angle  S' ainsi  formé. 

55.  Cela  posé,  en  désignant  par  A',  B',  C  les  angles  dièdres  compris  entre  les 
faces  qui  se  coupent  suivant  S'A',  S'B',  S'C,  et  par  a'.  S',  7'  les  faces  opposées  à  ces 
arêtes»  on  voit  que  le  plan  A' S'B',  perpendiculaire  aux  deux  faces  BSC,  ASC,  les 
coupera  suivant  deux  droites  A'£»  B'E,  qui  seront  elles-mêmes  perpendiculaires 
sur  SC;  et  par  conséquent  l'angle  A'EB'  sera  la  mesure  de  l'angle  dièdre  C.  Or  le 
quadrilatère  plan  S' A'  EB'  a  deux  de  ses  angles  qui  sont  évidemment  droits,  savoir  : 
A' et  B';  donc  les  deux  autres  sont  supplémentaires,  et  l'on  a 

A'S'B'-4-A'EB'=I8o^  oubien 7'+C  =  i8o«; 

on  prouvera  de  même  que S'-hB  =  i8o^, 

a'-hA  =  i8o^, 

♦ 

en  considérant  les  quadrilatères  S'A'DC  et  S'C'FB'  formés  par  les  sections  que 
produisent  les  faces  A'  S' C  et  B'  S' C  dans  l'angle  solide  S.  Donc  les  faces  de  V  angle 
soUde  S^  sont  bien  les  suppléments  des  angles  dièdres  de  S. 

56.  Maintenant,. considérons  les  angles  dièdres  de  S';  les  deux  faces  B'S'A'  et 
C'S' A'  coupent  le  plan  BSC  auquel  chacune  est  perpendiculaire,  suivant  les  droites 
A'E  et  A'D;  donc  l'angle  rectiligne  DA'E  est  la  mesure  de  l'angle  dièdre  A'. 
Mais  dans  le  quadrilatère  SDA'  E,  les  angles  D  et  Ë  sont  évidemment  droits,  puisque 
la  face  A' S'B'  est  perpendiculaire  sur  SC,  et  A' S'C  sur  SB;  par  conséquent,  les 
deux  autres  angles  de  ce  quadrilatère  sont  supplémentaires,  et  l'on  a 

DA'E-4-DSE  =  i8o",  ou  bien A'-ha=i8o^ 

on  prouvera  de  même  que .    B' -h  S  =  180®, 

C'^-y  =  I8o^ 

au  moyen  des  quadrilatères  SËB'F  et  SDC'F.  Donc  les  angles  dièdres  de  S' sont  les 

4. 
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supplémenis  desfaees  <fe  S;  et  Ton  peut  dire  que  ce  dernier  angle  solide  est  à  son 
tour  supplémentaire  de  V angle  S'. 

57.  Remarquons  ici  qu'en  décrivant,  du  point  S  comme  centre,  une  sphère  d'un 
rayon  quelconque  SA,  elle  serait  coupée  par  les  faces  deVangle  solide  S,  suivant  trois 
arcs  de  grands  cercles  AB,  BC,  CA,  lesquels  formeraient  un  triangle  spherique,  dont 
les  côtés  mesureraient  les  angles  plans  a,  6,  7,  et  dont  les  angles  ne  seraient  autre 
chose  que  les  inclinaisons  A,  B,  G  des  faces  de  l'angle  solide.  Par  conséquent,  la  con- 
struction de  ce  dernier,  d'après  la  connaissance  de  trois  de  ses  éléments,  revient  à  la 
solution  graphique  des  problèmes  que  traite  par  le  calcul  la  trigonométrie  sphé- 
rique.  D'ailleurs,  si  l'on  transportait  au  centre  S  l'angle  solide  S',  ses  faces  coupe- 
raient la  même  sphère  suivant  un  autre  triangle  qui  serait  le  triangle  supplémentaire 
ou  polaire  de  ABC,  et  dont  on  fait  usage  aussi  dans  la  trigonométrie  sphérique  (  '  ) . 

58.  Revenons  maintenant  aux  six  problèmes  que  nous  avons  énoncés  n''  55,  et 
observons  que,  quand  on  donne  les  trois  angles  dièdres  A,  B,  G,  on  peut  trouver 
tout  de  suite  leurs  suppléments,  qui  seront  (  n*^  55  )  les  faces  a\  6',  7'  d'un  autre  angle 
solide  S';  or  si,  par  le  premier  cas  du  n®  55,  on  sait  déduire  de  ces  nouvelles  don- 
nées les  angles  dièdres  A',  B%  G'  de  cet  angle  S',  il  n'y  aura  plus  qu'à  prendre  les 
suppléments  de  ceux-ci  pour  obtenir  (n°  56)  les  faces  a,  S,  7  de  l'angle  solide  pri- 
mitif S.  On  voit  par  la  que  le  sixième  cas  se  ramène  au  premier;  et  de  même  on 
réduira  le  cinquième  au  deuxième,  et  le  quatrième  au  troisième.  Nous  allons  donc 
nous  occuper  seulement  de  la  résolution  des  trois  premiers  problèmes. 

59.  PiŒMiER  CAS.  Étant  données  les  trois  faces  a,  6,  7  {^g.  2/1)  d'un  angle  solide, 
trousser  les  trois  angles  dièdres  A,  B,  G. 

Soient  A"  SB,  BSG,  GSA'lcs  trois  angles  donnés,  supposés  rabattus  sur  le  plan 
de  la  face  BSG,  que  nous  regarderons  comme  \eplan  horizontal  de  l'épure  ;  il  est 
clair  que,  pour  recomposer  l'angle  solide,  il  suffirait  de  faire  tourner  les  deux  faces 
latérales  A" SB,  A'SG  autour  des  droites  SB  et  SG,  comme  charnières,  jusqu'à  ce  que 
les  deux  lignes  SA'' et  SA' vinssent  coïncider  l'une  avec  l'autre;  et  leur  position 
commune  dans  l'espace  serait  celle  de  la  troisième  arête,  dont  nous  désignerons  la 
projection  inconnue  par  SA.  Pour  la  déterminer,  prenons  sur  les  droites  rabattues 
SA'  et  SA"  deux  distances  quelconques,  mais  égales,  SD'=  SD";  alors  les  pojints  lY 
6tD"  devront  évidemment  se  réunir  dans  la  formation  de  l'angle  solide;  puis,  comme 
en  tournant  autour  des  droites  SG»  SB,  ils  ne  sortiront  pas  des  plans  verticaux  DTD, 


(*)  A  la  rigueur,  pour  avoir  le  triangle  polaire  de  ABC  dans  la  situation  où  on  l'emploie  ordinairement 
dans  la  trigonométrie,  il  faudrait  adopter  Tangle  solide  symétrique  de  S' A'B'C,  lequel  s'obtiendrait  en  pro- 
longeant les  trois  aréles  au  delà  du  point  S';  c'est-à-dire  qu'il  eût  fallu,  dès  le  commencement,  élever  par 
le  sommet  S  trois  perpendiculaires  aux  faces  de  cet  angle  solide,  l'une  sur  BSC  et  située  du  même  côté  de 
cette  face  que  l'arôte  SA;  l'autre  sur  CSA  et  du  même  côté  que  l'arôte  SB;  enfin,  la  troisième  sur  ASB  et 
du  même  côté  que  SC.  L'angle  solide  ainsi  construit  aurait  coupé  la  sphère  précisément  suivant  le  triangle 
polaire  de  ABC;  mais  la  figure  eût  été  peu  intelligible  sans  le  secours  des  triangles  sphériques:  c'est  pour- 
quoi  nous  avons  préféré  la  construction  du  n°  54;  d'autant  plus  qu'ici,  où  il  ne  s'agit  que  d'angles  solides, 
ceux  qui  sont  symétriques  l'nn  de  l'autre  se  trouvent  composés  avec  les  mêmes  éléments  disposés  seule* 
ment  dans  un  autre  orâre,  et  que  les  relations  stipplémefUaires  sont  également  vraies. 


i 
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D^'ED,  perpendiculaires  k  ces  dernières,  il  s'ensuit  que  les  points  rabattus  en  D' et  D" 
iront  coïncider  avec  le  point  de  l'espace  qui  est  projeté  Iforizontalement  en  D,  et, 
par  conséquent,  la  troisième  arête  de  l'angle  solide  aura  pour  projection  SDA. 

D'ailleurs  le  plan  vertical  FD,  perpendiculaire  à  SC,  devra  couper  les  deux  faces 
qui  passent  par  cette  arête,  suivant  les  droites  FD  et  FD'  qui,  étant  relevées,  com- 
prendront entre  elles  un  angle  égal  à  l'inclinaison  de  ces  faces,  et  qui  formeront 
un  triangle  rectangle  avec  la  verticale  D  ;  par  conséquent,  si  l'on  rabat  ce  triangle 
autour  de  FD,  en  élevant  sur  cette  base  une  perpendiculaire  indéfinie  DG'  que  l'on 
terminera  par  un  rayon  FG'  =  FD',  on  obtiendra  ainsi  l'angle  rectiligne  G'FD  pour 
la  mesure  de  l'angle  dièdre  G  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

De  même  le  plan  vertical  ED  coupera  les  deux  faces  passant  par  SB,  suivant  des 
droites  ED  et  ED"  qui,  étant  relevées,  comprendront  entre  elles  la  mesure  de  l'angle 
dièdre  B;  et  comme  ces  droites  forment  aussi  avec  la  verticale  D  un  triangle  rectangle 
dont  elles  sont  la  base  et  l'hypoténuse,  on  pourra  aisément  construire  le  rabatte- 
ment G"ED  de  ce  triangle,  et  l'angle  B  sera  mesuré  par  DEG".  On  observera  d'ail- 
leurs que  les  deux  verticales  DG'  et  DG"  devront  se  trouver  égales,  puisque  l'une  et 
l'autre  expriment  la  hauteur  du  point  unique  de  l'arête  SA,  qui  est  projeté  en  D. 

Pour  obtenir  le  troisième  angle  dièdre  A,  on  mènera  un  plan  sécant  perpendi- 
culaire à  SA  par  le  point  de  cette  arête  qui  est  projeté  en  D,  et  rabattu  en  D'  d'une 
part,  et  en  D"  de  l'autre.  Ce  plan  coupera  les  faces  latérales  suivant  des  droites  D'N 
et  D"M,  respectivement  perpendiculaires  à  SA'  et  SA";  et  conséquemment  son  in- 
tersection avec  la  face  BSC  sera  la  droite  MN  qui  devra  évidemment  se  trouver 
(n°33)  perpendiculaire  sur  la  projection  horizontale  SA  de  la  troisième  arête.  Si 
donc  avec  les  trois  lignes  D"M,  MN,  ND',  on  construit  le  triangle  PMN,  l'angle  au 
sommet  F  sera  précisément  la  mesure  de  l'angle  dièdre  qui  a  pour  arête  SA. 

Remarquons  en  outre  que  ce  triangle,  avant  d'être  rabattu  autour  de  MN,  avait 
son  sommet  P  situé  au  point  de  l'arête  SA  qui  est  projeté  en  D.  Mais  puisque  cette 
charnière  MN  est  perpendiculaire,  comme  nous  venons  de  le  dire,  au  plan  vertical 
SA,  le  point?  n'aura  pas  dû  sortir  de  ce  plan;  et,  par  conséquent,  il  faudra  qu'il 
se  trouve  rabattu  sur  le  prolongement  de  la  droite  SDA,  ce  qui  est  une  vérification 
essentielle  à  observer, 

60.  Les  constructions  précédentes  sont  ))areillement  applicables  au  cas  où  les 
trois  angles  a,  ê,  7,  ou  bien  quelques-uns  d'entre  eux,  se  trouvent  obtus  :  seule- 
ment, pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  toujours,  i^  que  les  trois  angles 
a,  ê,  7,  fassent  une  somme  moindre  que  quatre  droits;  2®  qu'en  outre  le  plus  grand 
de  ces  angles  3oit  moindre  que  la  somme  des  deux  autres.  En  efTet,  si  ces  condi- 
tions n'étaient  pas  remplies  par  les  données  de  la  question,  il  est  facile  de  voir  que 
les  opérations  graphiques  fourniraient  pour  la  construction  des  triangles  FDG'  et 
EDG",  des  hypoténuses  plus  courtes  que  les  bases  :  tandis  que  ces  triangles  seront 
possibles,  si  les  deux  conditions  ci-dessus  énoncées  sont  satisfaites,  et,  par  suite, 
l'angle  solide  pourra  être  composé  avec  les  données  du  problème. 

61.  Séduire  un  angle  à  F  horizon.  Ce  problème,  qui  est  utile  dans  la  levée  des 
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plans,  a  pour  objet  de  trouver  la  projection  horizontale  d'un  angle  a  qui  est  connu 
de  grandeur,  et  dont  les  côtés  font,  avec  la  verticale  abaissée  du  sommet,  des 
angles  donnés  ê  et  y.  Or,  si  Ton  imagine  un  angle  solide  ayant  pour  ses  trois  arêtes 
cette  verticale  et  les  deux  côtés  de  l'angle  proposé  a,  on  connaîtra  les  faces  a,  S,  7 
de  cet  angle  solide,  et  la  projection  demandée  sera  évidemment  l'angle  rectiligne 
qui  mesure  l'angle  dièdre  A  compris  entre  les  deux  faces  verticales;  par  consé- 
quent, ce  problème  rentre  dans  celui  du  n®  S9,  et  pourrait  être  résolu  de  la  même 
manière,  si  la  supposition  qu'une  des  arêtes  est  ici  verticale,  ne  permettait  de  don- 
ner à  la  figure  une  disposition  plus  commode. 

{Fig-  2^.)  Dans  un  plan  quelconque,  formons,  avec  la  verticale  SA,  les  angles 
ASB  =  7,  ASC  =  €;  puis,  en  laissant  invariable  la  grandeur  de  ce  dernier,  fai- 
sons-le tourner  autour  de  SA  jusqu'à  ce  que  le  côté  mobile  SC  forme,  dansTespace, 
un  angle  a  avec  le  côté  fixe  SB  :  par  là  nous  obtiendrons  l'angle  donné,  exacte- 
ment dans  la  situation  que  lui  assigne  le  problème,  et  ensuite  il  nous  sera  facile 
d'en  déduire  la  projection  horizontale.  Or,  dans  ce  mouvement  de  révolution  autour 
de  SA,  le  pied  C  du  côté  mobile  décrira  un  arc  de  cercle  CC,  dont  le  centre  sera  en  A, 
et  il  s'arrêtera  sur  cet  arc  en  un  point  G'  tel,  que  sa  distance  au  point  fixe  B  sera 
évidemment  la  base  d'un  triangle  qui  aura  pour  côtés  des  droites  égales  a  SB  et 
se,  tandis  que  l'angle  compris  égalera  a.  Si  donc  on  construit  sur  le  plan  vertical 
un  angle  BSC  =  a,  et  que  l'on  prenne  SC"  =  SC,  la  droite  BC"  sera  la  distance  dont 
nous  parlions;  puis,  en  la  rapportant  par  un  arc  de  cercle  de  B  en  C,  on  connaîtra 
la  position  C  où  doit  s'arrêter  le  pied  du  côté  mobile  SC,  et,  par  suite,  cette  droite 
se  trouvera  projetée  horizontalement  suivant  AC  D'ailleurs,  le  côté  fixe  SB  étant 
projeté  sur  AB,  on  en  conclura  que  l'angle  a,  dans  l'espace,  a  pour  projection  ho- 
rizontale BAC^;  ainsi  ce  dernier  angle,  qui  peut  être  plus  grand  ou  plus  petit  que  a, 
est  celui  qu'il  faut  employer  sur  une  carte  topographique  où  tous  les  objets  doivent 
être  représentés  par  leurs  projections. 

62.  Deuxième  cas.  Étant  données  deux  faces  a,  S  dun  angle  solide  ^  oA^ecFangle 
dièdre  compris  C,  trouver  les  autres  parties . 

[Fig.  26.)  Soient  BSC  =  a,  CSA'  =  ê  les  deux  faces  données  rabattues  sur  le 
plan  horizontal;  en  faisant  tourner  la  seconde  autour  de  SC  jusqu'à  ce  qu'elle  forme 
avec  BSC  l'angle  dièdre  G,  on  obtiendra  deux  faces  de  l'angle  solide  dans  leur  véri- 
table situation.  Or,  pendant  ce  mouvement  de  rotation,  un  point  D'  pris  à  volonté 
sur  l'arête  mobile  ne  sortira  pas  du  plan  vertical  D'FM  perpendiculaire  à  la  char- 
nière; si  donc,  dans  ce  plan  rabattu  autour  de  FM,  on  construit  l'angle  MFK  =  C, 
et  que  l'on  prenne  la  distance  FG'  =  FD',  il  est  évident  que  le  point  D' viendra  coïn- 
cider avec  G',  et,  par  suite,  qu'il  sera  projeté  horizontalement  en  D,  lorsque  la  face 
mobile  ASC  aura  pris  l'inclinaison  assignée  par  la  question.  Maintenant,  le  point 
de  l'espace  qui  a  pour  projection  D  et  G'  appartient  à  la  troisième  face  inconnue,  et 
si  on  la  conçoit  rabattue  autour  de  SB,  le  point  (D  ,  G')  ne  sortira  pas  du  plan  verti- 
cal DED'^  perpendiculaire  à  cette  charnière  ;  donc,  comme  ce  point  doit  aussi  rester 
à  une  distance  du  sommet  égale  à  SD'»  si  l'on  décrit  avec  cette  distance  un  arc  de 
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cercle,  il  coupera  la  droite  indéfinie  DE  au  point  D"  qui  déterminera  Tangle  D"SB 
pour  la  troisième  face  inconnue.  Alors  les  trois  faces  de  l'angle  solide  étant  trou- 
vées, on  rentrera  dans  le  problème  du  n^  59,  qui  a  enseigné  à  construire  les  angles 
dièdres. 

On  pouvait  aussi  employer  la  distance  M6'  qui  égale  évidemmeot  MD'\  pour  dé- 
crire un  arc  de  cercle  dont  la  rencontre  avec  le  premier  aurait  déterminé  le  point  D". 

63.  Troisième  cas.  Étant  données  deux/aces  a,  S  d'un  angle  solide^  avec  l'angle 
dièdre  B  opposé  à  l'une  d'elles^  tromper  les  autres  parties. 

{Pig.  :27.)  Soient  encore  BSC=a,  CSA'=ê  les  deux  faces  données  rabattues 
sur  le  plan  horizontal.  Si,  dans  un  plan  vertical  EF  perpendiculaire  sur  l'arête  SB, 
on  construit  l'angle  REF  =  B,  et  que  Ton  imagine  un  plan  indéfini  passant  par  SE 
et  ËR,.ce  plan  indiquera  la  position  de  laface  inconnue;  de  sorte  que,  pour  compo- 
ser l'angle  solide,  il  ne  restera  plus  qu'à  faire  tourner  la  face  A'SG  autour  de  CS, 
jusqu'à  ce  que  l'arête  SA'  vienne  se  placer  dans  le  plan  SER.  Pendant  ce  mouvement 
de  rotation,  le  point  D'de  l'arête  mobile  ne  sortira  pas  du  plan  vertical  D'FM, 
mené  par  le  point  F  perpendiculairement  à  la  charnière  GS  ;  et,  par  conséquent,  ce 
point  D' s'arrêtera  sur  l'intersection  du  plan  vertical  FM  avec  le  plan  indéfini  SER. 
Or  cette  intersection  est  une  droite  qui  part  de  M^  et  vient  rencontrer  la  verticale  F 
au  même  point  évidemment  que  la  droite  ER  relevée;  si  donc,  pour  trouver  cette 
hauteur,  on  tire  la  ligne  FR  perpendiculaire  à  EF,  puis  qu'on  reporte  FR  à  angle 
droit  sur  FM  de  F  en  R',  la  ligne  MR'  sera  l'intersection  dont  nous  avons  parlé,  et 
c'est  sur  cette  droite  que  devra  s'arrêter  le  point  D'  de  l'arête  mobile  SA'.  Ainsi, 
en  décrivant  avec  le  rayon  D'F  un  arc  de  cercle  qui  coupe  MR'  en  G,  on  obtiendra, 
dans  le  plan  vertical  FM,  la  position  G  d'un  point  de  la  troisième  arête  SA,  et  il 
sera  facile  d'en  déduire  la  projection  horizontale  D. 

Maintenant  observons  que  ce  point  G,  situé  dans  le  plan  vertical  MF,  appartient 
à  la  face  inconnue:  et  que  quand  on  rabattra  celle-ci  autour  de  l'arête  SB,  il  ne 
changera  pas  de  distance  par  rapport  aux  points  M  et  S  situés  sur  la  charnière.  Or 
ces  distances  sont  évidemment  MG  et  SD';  si  donc,  avec  ces  droites  pour  rayons, 
on  décrit  deux  arcs  de  cercle,  leur  rencontre  D''  déterminera  le  rabattement  du 
pointG(*),  et  par  suite  la  face  inconnue  seraD'^SB.  Une  fois  cette  face  trouvée, 
on  retombera  sur  le  cas  du  n^  59,  et  l'on  saura  construire  les  autres  parties  de 
l'angle  solide. 

64.  Remarquons  que  l'arc  de  cercle  décrit  avec  le  rayon  ED'  coupera  générale- 
ment la  droite  MR'  en  deux  points  G  et  ^  :  de  sorte  que  la  face  A'SC,  en  tournant 
autour  de  CS,  pourra  prendre  deux  positions  dans  chacune  desquelles  l'arête  SA'  se 
trouvera  située  dans  le  plan  indéfini  SER  ou  SMR';  pour  l'une  de  ces  positions,  le 
point  D' s'arrête  en  G,  et  pour  l'autre  il  vient  en  g.  Par  conséquent,  si  l'on  rabat 
ce  dernier  point  autour  de  SB,  comme  on  l'a  fait  pojir  le  premier,  il  se  transportera 


(*)  On  pouvait  aussi  trouver  le  rabattement  D\  en  combinant  un  de  ces  deux  arcs  avec  la  droite  DD* 
menée  perpendiculairemeiit  à  la  charnière  SB,  par  la  projection  horizontale  D  du  point  G. 
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en  d'\  et  rf"SB  sera  alors  la  grandeur  de  la  troisième  face  inconnue.  Il  y  aura  donc 
deux  angles  solides  différents  que  Ton  pourra  composer  avec  les  données  a,  ê  et  B; 
résultat  tout  à  fait  analogue  avec  ce  qui  arrive  dans  la  construction  d'un  triangle 
rectiligne  oii  Ton  connaît  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux: 

Il  n'est  pas  besoin  d'ajouter  que  si  l'arc  décrit  avec  le  rayon  FD'  ne  faisait  que 
toucher  la  droite  MR',  il  n'y  aurait  plus  qu'une  solution;  et  que  le  problème  serait 
impossible,  si  cet  arc  ne  rencontrait  pas  du  tout  la  droite  MR'. 

Cependant  il  importe  d'observer  que  la  deuxième  solution  devrait  être  rejetée,  si 
le  point  g  tombait  sur  MR'  au-dessous  de  MF,  c'est-à-dire  au-dessous  du  plan  hori- 
zontal (nous  supposons  ici  qu'on  aura  soin  de  construire  l'angle  donné  B,  aigu  ou 
obtus,  toujours  au-^ssus  du  plan  de  projection).  En  effet,  l'angle  solide  qu'on 
obtiendrait  alors  se  trouverait  évidemment  composé  avec  les  faces  a,  S,  et  un  angle 
dièdre  supplémentaire  de  B  :  or,  comme  ce  dernier  est  ici  donné  graphiquement,  et 
non  pas.par  la  valeur  de  son  sinus^  il  ne  peut  y  avoir  d'ambiguïté  sur  sa  grandeur, 
et,  par  conséquent,  il  n'est  pas  permis  d'adopter  indifféremment  B  ou  ï8o®  —  B. 

Par  la  même  raison,  il  faudrait  rejeter  les  deux  solutions  et  déclarer  le  problème 
impossible  avec  les  données  actuelles,  si  les  points  G  ei  g  tombaient  l'un  et  Tautre 
au-dessous  de  l'horizontale  MF;  ce  qui,  au  reste,  ne  pourra  arriver  que  quand 
l'angle  dièdre  B  sera  obtus. 

Remarque.  Quoique  les  trois  derniers  problèmes  du  n**  33  puissent  être  ramenés 
aux  trois  premiers  par  le  moyen  d'un  angle  solide  supplémentaire,  ainsi  que  nous 
l'avons  montré  au  n**  58,  il  est  intéressant  et  quelquefois  utile  d'en  avoir  une  solu- 
tion directe.  Nous  allons  donc  l'exposer,  en  prévenant  toutefois  les  lecteurs  qui  com- 
mencent k  étudier  la  Géométrie  descriptive,  que  cette  solution  suppose  la  connais- 
sance des  plans  tangents  aux  surfaces  courbes;  ainsi  ils  feront  bien  de  différer  la 
lecture  de  ce  qui  suit,  jusqu'à  ce  qu'ils  aient  étudié  au  moins  les  chapitres  II  et  III 
du  livre  second. 

65.  QuATRiisMB  CAS.  Étant  donnés  deux  angles  dièdres  X  et  h  d*itn  angle  solide,  avec  une  des  faces 
opposées  6,  trouver  les  autres  parties. 

(  PI,  8,  figj  I .)  Adoptons  pour  pian  horizontal  celui  de  la  face  inconnue  y,  et  traçons*y  le  rabattement 
ASC"  de  la  face  donnée  6;  ensuite,  perpendiculairement  à  Tarête  SA,  menons  le  plan  vertical  D"£F,  sur 
lequel  nous  tracerons  Tangle  D'ED  égal  au  dièdre  À  donné  par  la  question.  Alors,  si  nous  faisons  tourner 
la  face  ÂSG'  autour  de  AS  jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  se  placer  dans  le  plan  SED',  le  point  D' se  transportera 
en  D'  qui  se  projette  horizontalement  en  D;  et  pour  composer  l'angle  solide,  il  n'y  aura  plus  qu'à  conduire 
par  l'arête  (SD,  ED')  un  plan  qui  forme  avec  le  plan  horizontal  un  angle  égal  au  dièdre  B.  A  cet  effet,  dans 
le  plan  vertical  EF,  tirons  la  droite  D'F  qui  fasse  l'angle  D'FD=  B;  puis,  après  avoir  fait  tourner  cette 
droite  autour  de  la  verticale  D'D  pour  engendrer  un  cône  de  révolution  dont  la  base  sera  le  cercle  DF,  me- 
nons ce  cône  à  un  plan  tangent  qui  passe  par  l'arête  (SD;  ED').  Ce  plan  aura  pour  trace  la  droite  SGB  tirée 
du  point  S  tangentiellement  au  cercle  du  rayon  DF,  laquelle  sera  la  troisième  arête  de  l'angle  solide  en 
question,  et  déterminera  la  face  ASB  =  y.  Quant  à  la  troisième  face  a,  qui  est  rabattue  ici  suivant  BSC,  ou 
verra  aisément  qu'elle  se  construit  en  prenant  sur  la  perpendiculaire  DG  une  longueur  GD*'  égale  à  la 
génératrice  D' F  du  cône  auquel  cette  face  est  tangente. 

66.  Cinquième  cas.  Étant  donnés  deux  angles  dièdres  A  et  B  d*  un  angle  solide  y  avec  la  face  comprise  y, 
trouver  les  autres  parties. 

(PL  Syfig.  a.)  Après  avoir  tracé  sur  le  plan  horizontal  un  angle  ASB  =  7  pour  représenter  la  face  con- 
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T)ue,  menons  un  plan  vertical  EF  perpendiculaire  à  Tarôte  SA,  et  traçons-y  l'angle  F'EF  égal  au  dièdre  Â; 
semblablement,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'arôte  SB,  construisons  l'angle  G'KG  =  B.  Alors  las  plans 
SEF'  et  SKG'  seront  ceux  des  faces  inconnues;  et  pour  obtenir  un  second  point  D  de  la  projection  SDC  de 
leur  intersection,  il  suffira  de  les  couper  par  un  mémo  plan  honzontal  quelconque.  On  prendra  donc  les 
hauteurs  égales  EH'=  KL';  puisen  menant  des  droites  H'F\  L'G\  respectivement  parallèles  aux  deux  lignes 
de  terre  £F,  KG,  on  obtiendra  les  deux  sections  horizontales  F'D,  G'D,  qui  par  leur  rencontre  feront  con* 
naître  le  point  cherché  D.  Enfin,  pour  rabattre  les  deux  faces  qui  se  coupent  suivant  SDC,  on  prendra  les 
perpendiculaires  MD"=:  EF',  ND'"=  KG',  et  ces  deux  faces  auront  évidemment  pour  vraies  grandeurs  ASCT 
etBSC". 

67.  Sixième  cas.  Etant  donnés  les  trois  angles  dièdres  A,  B,  C  cPun  angle  solide,  trouver  les  trois  faces 

(PL  %^fig.  3.)  Sur  le  plan  horizontal  que  nous  supposons  coïncider  avec  celui  de  la  face  inconnue  7^ 
marquons  la  droite  arbitraire  DA  pour  représenter  une  des  arêtes  de  cette  face;  et  sur  un  plan  vertical 
perpendiculaire  à  DA,  traçons  l'angle  Y'AX  égal  au  dièdre  donné  A:  le  plan  Y' AD  sera  ainsi  coUiiqui  con- 
tient la  face  6.  Ensuite,  d'un  point  T'  choisi  arbitrairement  dans  l'intérieur  de  l'angle  Y'AX,  abaissons  sur 
les  faces  7  et  6  les  perpendiculaires  T'O,  TT,  et  traçons  les  angles  T'FO=  B,  T'G'r  =  C;  alors,  si  nous 
faisons  tourner  ces  angles  autour  des  axes  T'O  et  TT,  ils  produiront  deux  cônes  de  révolution  auxquels  la 
face  inconnue  a  devra  évidemment  être  tangente;  de  sorte  que  la  question  est  réduite  à  mener  un  plan 
qui  touche  à  la  fois  ces  deux  cônes,  dont  le  sommet  commun  est  en  T'  et  dont  les  bases  sont  les  cercles 
décrits  avec  les  rayons  OF  et  F  G'.  La  solution  directe  consisterait  à  chercher  la  trace  horizontale  du  second 
cône  l'T'G',  et  à  mener  une  tangente  commune  k  cette  courbe  et  au  cercle  du  rayon  OF  ;  mais  on  peut  éviter 
le  tracé  approximatif  d*une  courbe  par  points,  en  recourant  aux  considérations  suivantes. 

Inscrivons  une  sphère  au  cône  T'OF  le  long  du  cercle  horizontal  MFN  :  le  centre  oa'  de  cette  sphère  s'ob* 
tiendra  en  tirant  la  droite  Pu'  normale  au  cône  dont  il  s'agit;  et  pour  avoir  une  seconde  sphère,  égale  à 
celle-là,  et  inscrite  pareillement  dans  l'autre  cône  T'I'G',  il  faudra  mener  à  angle  droit  sur  T'G'  la  ligne 
T'H'  =  w'F,  et  achever  le  parallélogramme  T'H'K'ty'qui  fournira  le  centre^' et  le  rayon  (p'K' de  celle  nou- 
velle sphère.  Cela  posé,  imaginons  un  cylindre  qui  soit  circonscrit  à  ces  deux  sphères:  il  les  touchera  sui- 
vant deux  grands  cercles  perpendiculaires  à  son  axe  qui  est  la  droite  (p'u';  or  le  plan  qui  touchait  les  deux 
cônes  à  la  fois  se  trouvait  nécessairement  tangent  aux  deux  sphères  :  donc  il  est  aussi  tangent  au  cylindre 
actuel,  et  la  question  se  réduit  à  mener  par  le  point  T' un  plan  qui  soit  tangent  à  cette  surface  unique, 

La  méthode  directe  serait  donc  de  tracer,  dans  le  plan  «>'¥' perpendiculaire  à  Taxe  ^'u',  un  cercle  avec 
un  rayon  égal  à  a>'F  ;  puis,  de  mener  à  ce  cercle  une  tangente  par  le  point  où  aboutirait  sur  ce  plan  la 
parallèle  à  l'axe  mené  par  le  point  T'.  Tout  cela  pourrait  s'exécuter  en  rabattement  sur  le  plan  horizonlalt 
mais  il  y  a  encore  un  moyen  bien  plus  court.  En  effet,  le  plan  cherché  devant  être  tangent  à  la  fois  au  cy- 
lindre, à  la  sphère  »'  et  au  cône  T'FO,  son  point  de  contact  avec  la  sphère  doit  être  situé:  i®  sur  le  cercle 
horizontal  MFN  qui  est  la  ligne  de  contact  de  la  sphère  et  du  cône;  a**  sur  le  grand  cercle  contenu  dans  le 
plan  w'V,  et  qui  est  la  ligne  de  contact  de  la  sphère  avec  le  cylindre.  Or  ces  deux  cercles  se  coupent  évi- 
demment suivant  une  corde  qui  est  projetée  verticalement  au  point  M',  et  représentée  en  vraie  position  par 
MM'N  sur  le  plan  honzontal  ;  donc  M  est  le  point  de  contact  et  BMS  la  trace  horizontale  du  plan  tangent 
demandé  :  sa  trace  verticale,  qui  doit  passer  par  le  sommet  T',  sera  dès  lors  BT'C. 

Maintenant  que  nous  connaissons  la  grandeur  ASB  =  7  de  la  face  horizontale  et  la  projection  SC  de  l'a- 
réte  suivant  laquelle  se  coupent  les  deux  plans  SAC,  SBC,  il  n'y  a  plus  qu'à  rabuttre  ces  deux  derniers 
autour  des  charnières  AS,  BS,  et  Ton  obtiendra  aisément  les  deux  faces  ASC  =  6,  BSC*  =  a.  On  observera 
que  l'arête  rabattue  suivant  SC  devra  être  tangente  au  cercle  décrit  du  point  l' avec  un  rayon  égal  à  TG'; 
car  ce  cercle  est  la  base  du  second  cône  TTG'  auquel  le  plan  SBC  est  aussi  tangent. 


IV. 

DES    POLYÈDRES   RÉGULIERS. 

68.  Un  polyèdre  est  dit  reg^a/i^r  lorsque  toutes  ses  faces  sont  des  polygones  régu- 
liers égaux,  et  que  tous  ses  angles  solides  sont  aussi  égaux  entre  eux.  On  sait  qu'il 
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n'existe  que  cinq  genres  de  polyèdres  qui  remplissent  ces  conditions,  savoir  :  \^  le 
tétraèdre^  formé  par  quatre  triangles  équilatéraux,  assemblés  trois  à  trois  autour 
d'un  même  sommet;  2^  l'octaèdre,  formé  par  huit  triangles  équilatéraux,  assemblés 
quatre  a  quatre;  3°  Vkosaèdre,  formé  par  vingt  triangles  équilatéraux,  assemblés 
cinq  à  cinq;  4^  l' hexaèdre  ou  cube,  formé  par  six  carrés  réunis  trois  à  trois;  '5^  le 
dodécaèdre,  composé  de  douze  pentagones  réguliers,  assemblés  trois  à  trois.  Il  ne 
saurait  y  en  avoir  d'autres,  attendu  qu'un  plus  grand  nombre  de  triangles,  de  car- 
rés ou  de  pentagones  réguliers,  que  l'on  voudrait  réunir  autour  d'un  même  point, 
donnerait  lieu  aune  somme  d'angles  plans  qui  égalerait  ou  surpasserait  36o  degrés; 
et  pour  prouver  l'existence  de  ces  cinq  corps  réguliers,  nous  allons  apprendre  à  les 
construire. 

DU  TÉTRAÈDRE.  {PL  9.  fg,  1.)  Avec  le  côté  donné  /  du  polyèdre,  on  con- 
struira sur  le  plan  horizontal  un  triangle  équilatéral  ABC;  et  au  centre  S  du  cercle 
circonscrit,  on  élèvera  une  verticale  (S,  S'H')  dont  la  grandeur  sera  fournie  par  le 
côté  SK  d'un  triangle  rectangle  ASK  construit  sur  AS  comme  base,  et  avec  une 
hypoténuse  AK  égale  a  AB.  Alors,  en  joignant  le  point  (S,  S')  avec  les  trois  sommets 
primitifs,  on  obtiendra  un  corps  formé  par  quatre  triangles  évidemment  égaux  et 
réguliers.  Les  angles  trièdres  sont  aussi  manifestement  égaux. 

OCTAÈDRE.  {PL  9,^%.  2.)  Avec  le  côté  /,  formons  dans  un  plan  horizontal  quel- 
conque un  carré  (ABCD,  A'C);  puis,  par  le  centre  (S,  H')  élevons  une  verticale 
que  nous  prolongerons,  au-dessus  et  au-dessous,  d'une  quantité  S'H'  ou  S" H'  égale 
k  la  demi-diagonale  SB.  Alors,  en  joignant  les  points  (S',  S)  et  (S",  S)  avec  les 
quatre  angles  du  carré,  nous  formerons  un  corps  composé  de  deux  pyramides  qua- 
drangulaires,  dont  les  huit  faces  seront  évidemment  des  triangles  équilatéraux  :  car 
cela  revient  à  faire  faire  au  carré  ABCD  un  quart  de  révolution  autour  de  sa  diago- 
nale AC  ou  BD.  D'ailleurs  les  angles  solides  en  (S,  S'),  (A,  A'),  (B,  B'),...  seront 
aussi  égaux,  puisque  chacun  d'eux  appartiendra  k  une  pyramide  quadrangulaire 
identiqueavec  la  première  (SABCD,  S'A'B'C'D'). 

ICOSAÈDRE.  {PL  g^/ig-  3.)  Avec  le  côté  donné  /,  et  dans  un  plan  horizontal 
quelconque,  construisons  un  pentagone  régulier  (ABCDE,  B'A'E');  et  sur  son  axe 
vertical,  cherchons  un  point  (S,  S')  tel,  qu'en  le  joignant  avec  les  sommets  du  pen- 
tagone, on  obtienne  cinq  triangles  équilatéraux.  Pour  cela,  il  suffit  évidemment  de 
former  sur  SD,  comme  base,  un  triangle  rectangle  DSH  dont  l'hypoténuse  DH  soit 
égale  à  /  ou  DE;  de  sorte  que  le  côté  SH  de  ce  triangle  fournira  la  hauteur  inconnue 
A'S'  de  la  pyramide  pentagonale  (SABCDE,  S'B'E').  Dans  un  autre  plan  horizontal 
Q'MS  dont  nous  fixerons  plus  tard  la  distance  au  plan  B'E',  traçons  un  second  pen- 
tagone LMNPQ  égal  et  concentrique  avec  ABCDE,  mais  tourné  de  manière  que  ses 
sommets  L,  M,  N,...  soient  placés  aux  milieux  des  arcs  que  sous-tendraient  les  côtés 
CD,  DE,  EA,...  dans  le  cercle  circonscrit;  puis,  en  prenant  la  distance  L'S"  égale  à 
A'S',  formons  la  pyramide  pentagonale  (SLMNPQ',  S"Q'M')  évidemment  égale  a  la 
précédente.  Maintenant,  joignons  par  des  droites  chaque  sommet  du  pentagone 
supérieur  avec  les  deux  sommets  voisins  du  pentagone  inférieur,  comme  (C,  C'}  avec 
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(Q,  Q')  et  (L,  L'),  (D,  D')  avec  (L,  L')  et  (M,  M'),. ..,  et  nous  obtiendrons  ainsi  une 
zone  intermédiaire  de  dix  triangles  déjà  isocèles,  mais  qu'il  faut  tâcher  de  rendre 
èquilatéraux,  en  choisissant  convenablement  l'intervalle  B'Q'  des  deux  pentagones, 
intervalle  que  nous  avons  laissé  ci-dessus  indéterminé.  Or,  pour  que  la  droite  (CL, 
CL')  soit  égale  à  LQ,  il  suffit  de  construire  le  triangle  LCK  avec  une  hypoténuse  LK 
égale  à  LQ,  et  le  côté  CK  donnera  la  différence  de  niveau  qui  doit  exister  entre  C  et 
L',  ou  bien  l'intervalle  B'Q'  qu'il  fallait  mettre  entre  les  deux  pentagones  parallèleà. 
On  aura  donc  ainsi  formé  un  corps  composé  de  vingt  triangles  équilatéraux,  assemblés 
cinq  à  cinq;  et  les  angles  solides  seront  aussi  égaux  entre  eux,  parce  qu'à  chaque 
sommet  (G,  C),  (L,  L'),...  on  pourra  concevoir  une  pyramide  pentagonale  iden- 
tique avec  la  première  (SABCDE,  S'B'E'). 

HEXAÈDRE.  {PL  ^,fig.  4-)  Après  avoir  construit  le  carré  ABCD,  on  élèvera  par 
ses  quatre  angles  des  verticales  (A,  A' A"),  (B,  B'B"),,..  égales  à  AB;  et  en  réunis- 
sant leurs  extrémités  supérieures  par  un  autre  carré,  on  obtiendra  immédiatement 
le  solide  demandé,  lequel  n'est  autre  chose  qu'un  cube. 

DODÉCAÈDRE.  {PL  ^,fig.  5.)  Dans  un  plan  horizontal  quelconque  B'A'E',  tra- 
çons un  pentagone  régulier  ABCDE  dont  les  côtés  soient  égaux  à  la  longueur  /  assi- 
gnée pour  les  arêtes  du  polyèdre;  puis  à  chaque  sommet  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C'),.., 
ajoutons  deux  autres  pentagones  égaux  au  premier,  et  inclinés  de  manière  à  former 
cinq  angles  trièdres.  Par  là,  nous  obtiendrons  une  calotte  composée  de  six  penta-r 
gones,  et  terminée  au  contour  (KRSTUVXYZW,  K'R'S'T'U'V'X'Z'W)  dont  nous 
enseignerons  tout  à  l'heure  à  trouver  les  projections.  Traçons  encore,  dans  le  plan 
horizontal,  un  pentagone  LMNPQ  égal  et  concentrique  avec  ABCDE,  mais  tourné 
de  manière  que  ses  angles  soient  aux  milieux  des  arcs  que  sous-tendraient  les  côtés 
AB,  BC,...  dans  le  cercle  circonscrit;  puis,  sur  ce  pentagone  LMNPQ,  construisons 
une  calotte  concave  identique  avec  la  précédente,  et  élevons  cette  dernière  le  long 
de  la  verticale  (0,  L'A'),  jusqu'à  ce  que  ses  angles  saillants  et  rentrants  aillent 
coïncider  avec  les  angles  rentrants  et  les  angles  saillants  de  la  première  calotte. 
Tout  cela  est  manifestement  possible,  puisqu'il  ne  s'agit  que  de  réunir,  à  chaque 
sommet  du  contour,  trois  pentagones  identiques  avec  ceux  qui  ont  déjà  formé  les 
angles  trièdres  (A,  A'),  (B,  B"),...;  mais  il  restera  à  savoir  quelle  est  la  distance 
verticale  6'H'"  qui  séparera  les  deux  pentagones  horizontaux.  D'ailleurs,  par  la 
réunion  de  ces  deux  calottes,  on  aura  produit  un  polyèdre  composé  de  douze  penta* 
gones  égaux,  et  où  les  angles  solides  seront  aussi  égaux  entre  eux,  puisque  chacun 
sera  formé  par  trois  pentagones  identiques. 

Pour  construire  les  projections  de  ce  corps  avec  plus  de  clarté,  commençons  par 
la  calotte  inférieure  dont  nous  placerons  la  base  LMNPQ  dans  un  plan  horizontal 
6'Q'M'  choisi  à  volonté;  puis  rabattons  sur  ce  plan  les  trois  faces  de  l'angle  trièdre 
(Q»  Q')»  ^^  traçant  les  deux  pentagones  PicyzQ,  Q^V^L,  identiques  avec  LMNPQ. 
Alors,  en  opérant  comme  pour  chercher  les  angles  dièdres  (n**  59),  il  faudra 
mener  par  les  points  rabattus  z  et  z'  deux  plans  verticaux,  l'un  za  perpendiculaire 
àPQ,  l'autre  z'6  perpendiculaire  à  QL;  ces  plans  se  coupant  suivant  la  verticale  Z, 
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c'est  sur  cette  droite  que  viendront  se  réunir  les  points  z  et  z'  lorsqu'on  recompo- 
sera Tangle  solide,  et  conséquemment  Z  est  la  projection  horizontale  d'un  des 
sommets  du  polyèdre,  tandis  qu'une  de  ses  arêtes  sera  projetée  sur  ZQ  qui  doit 
évidemment  converger  vers  le  centre  0.  Quant  à  la  projection  verticale  Z',  on  ob- 
servera que  le  sommet  en  question  appartient  à  un  triangle  rectangle  qui  a  pour 
base  Za  et  pour  hypoténuse  az  :  si  donc  on  construit  ainsi  le  triangle  aZt^,  le  côté 
Z&  indiquera  la  hauteur  G'H'  qu'il  faut  porter  sur  le  plan  vertical  pour  obtenir  la 
projection  Z',  d'où  l'on  déduira  l'arête  Z'Q'.  On  aurait  pu  aussi  remarquer  que, 
connaissant  la  projection  horizontale  ZQ  de  l'arête  en  question,  et  sa  grandeur 
absolue  qui  égale  PQ,  on  obtiendra  la  différence  de  niveau  G'H'  en  construisant  un 
triangle  rectangle  dont  la  base  soit  ZQ  et  l'hypoténuse  PQ. 

Pour  le  sommet  rabattu  en  y,  il  est  certain  que  pendant  le  relèvement  de  la  face 
ajy-sQP,  ce  sommet  ne  sortira  pas  du  plan  vertical  j'y 0  perpendiculaire  à  la  char- 
nière PQ;  et  que  sa  plus  courte  distance  yy  finira  par  prendre  une  position  paral- 
lèle à  aâ.  Si  donc  on  prolonge  cette  dernière  jusqu'à  ce  que  çcb  soit  égale  à  77,  et 
qu'on  abaisse  la  verticale  €>,  le  pied  X  devra  être  rapporté  suryy  pour  fournir  la 
projection  horizontale  Y  du  sommet  en  question.  Quant  à  la  projection  verticale  Y', 
on  l'obtiendra  en  remarquant  qu'elle  doit  être  à  une  hauteur  G'H"  égale  à  Xe.  On 
aurait  pu  obtenir  Iç  point  Y  en  observant  que,  pa:r  suite  de  la  symétrie  des  deux 
calottes,  la  distance  BY  doit  égaler  QZ  qui  est  déjà  trouvée;  et  la  hauteur  G'H"  se 
déduirait  de  cette  considération,  que  la  droite  projetée  sur  Y7  a  pour  vraie 
grandeur  7OM. 

Enfin,  la  hauteur  H"M*  de  la  calotte  supérieure  doit  manifestement  être  prise 
égale  à  G'H',  ce  qui  permettra  de  tracer  les  projections  verticales  A',  B',  C,  D',  E', 
correspondantes  à  A,  B,  C,  D,  E;  et  on  agira  semblablement  pour  W,  K',  R'...,  après 
avoir  tracé  sur  le  plan  horizontal  les  longueurs  CW,  LK,  DR,,..,  égales  toutes  à  la 
distance  QZ,  que  nous  avons  enseigné  à  déterminer. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DE  LA  GÉNÉRATION  DES  SUBFACES,  £T  DE  LEUR  REPRÉSENTATION  GRAPHIQUE. 

69.  Pour  représenter  graphiquement  une  surface,  nous  avons  annoncé  (n^  7) 
qu'il  ne  faudrait  pas,  comme  pour  les  lignes,  chercher  à  construire  sur  deux  plans 
fixes  les  projections  des  différents  points  de  ce  lieu  géométrique;  ^^  ^ffet,  attendu 
que  sur  une  surface,  et  à  partir  d'un  point  donné,  on  peut  cheïti\tv^î  <^^Rs  une  infi- 
nité de  directions,  le  moyen  précédent  n'aurait  d'autre  ''èaxxY^*  ^^  *^  charger 
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les  plans  fixes  d'une  multitude  de  points  et  de  lignes  dont  on  n'apercevrait  pas  la 
liaison,  et  dont  l'ensemble  surtout  ne  peindrait  nullement»  à  l'œil  du  spectateur,  la 
forme  de  la  surface,  sa  courbure  plus  ou  moins  prononcée,  et  le  nombre  de  ses 
nappes.  Nous  emploierons  donc  un  autre  procédé  (n^  93),  déduit  de  la  nature 
même  de  cette  grandeur,  dont  il  faut,  avant  tout,  établir  une  définition  précise. 

70.  Par  le  mot  surface  on  ne  doit  pas  entendre  simplement  une  série  de  points 
ou  de  courbes  aussi  rapprochés  qu'on  voudra  les  uns  des  autres,  mais  n'ayant  entre 
eux  aucune  dépendance  fixe;  il  faut  encore  que  ces  points  ou  ces  lignes  soient 
soumis  a  quelque  liaison  commune  et  continue,  dont  l'expression  analytique  ne 
serait  autre  chose  que  l'équation  de  la  surface,  et  dont  la  définition  géométrique 
doit  être  énoncée  ainsi  : 

Une  surface  est  le  lieu  de  toutes  les  positions  que  prend  successivement,  dans  l'es^ 
pace,  une  ligne  mobile  qui  change  de  situation^  et  souvent  même  déforme  d'après  une 
loi  déterminée  et  continue. 

La  ligne  mobile  se  nomme  la  génératrice,  et  par  ces  mots,  une  loi  déterminée^ 
il  faut  entendre  des  conditions  telles,  que,  pour  chaque  point  donné  de  l'espace, 
elles  ne  laissent  plus  rien  d'arbitraire  dans  la  forme  ni  dans  la  position  de  la  géné- 
ratrice. Or  le  moyen  le  plus  commode  ordinairement  pour  exprimer  (du  moins  en 
partie)  la  loi  de  ce  mouvement,  c'est  d'assigner  une  ou  plusieurs  lignes  fixes,  nom- 
mées DIRECTRICES,  sur  lesquelles  devra  constamment  s'appuyer  la  génératrice  dans 
toutes  ses  positions  :  de  sorte  que  pour  définir  complètement  une  surface  particu- 
lière, il  faut  indiquer  la  nature  de  la  génératrice,  la  manière  dont  elle  se  meut,  et 
les  directrices  sur  lesquelles  elle  doit  glisser  pendant  son  mouvement  (*).  Lorsqu'on 
change  seulement  ces  directrices,  on  obtient  diverses  surfaces  qui  appartiennent 
toutes  k  une  même  famille;  et  d'ailleurs  on  doit  sentir  que  chaque  surface  indivi- 
duelle est  susceptible  d'une  infinité  de  modes  de  génération.  Nous  allons  en  citer 
plusieurs  exemples,  tant  pour  éclaircir  la  définition  générale,  que  pour  acquérir 

(*)  C'est  effectivement  par  la  traduction  en  analyse  de  ce  mode  de  génération,  ou  d*une  propriété  équi* 
valente,  que  l'on  obtient  toujours  l'équation  de  la  surface.  (Voyez  V Analyse  appliquée  à  la  géométrie  des 
trois  dimensions^  chap.  XIY.  )  Réciproquement,  lorsqu'un  lieu  géométrique  est  défini  immédiatement  par 
l'équation  F  (x,  /,  z)  =  o,  si  l'on  coupe  celte  surface  par  divers  plans,  horizontaux  par  exemple,  on  obtient 
les  courbes 

(i)  2=  a        et      F(x,jr,a)  =0,  (a) 
2  =  a'       et      F(*,7-,a')  =0, 
z^zaT      et      F(\r,/,a')=o, 


dont  une  quelconque  est  ce  que  devient  la  première  quand  on  attribue  à  la  constante  a  les  valeurs  succes- 
sives a',  a",  par  conséquent,  ces  diverses  courbes  sont  les  positions  successives  que  prendrait  la  courbe  (i) 
et  (a)  si  on  la  faisait  mouvoir  dans  des  plans  parallèles,  en  changeant  d*ailleurs  ses  dimensions  d'après  une 
loi  qui  dépendrait  de  la  manière  dont  la  constante  a  entrera  dans  l'équation  (%):  aussi,  en  éliminant  ce 
paramètre  entre  (i)  et  (a),  on  retombe  évidemment  sur  l'équation  F(^,7,  z)  =  o,  qui  se  trouve  donc  le 
lieu  de  toutes  les  positions  de  la  première  courbe  mobile.  Ajoutons  d'ailleurs  que,  comme  on  peut  adopter 
une  infinité  de  directions  pour  les  plans  sécants  parallèles,  ou  même  employer  d'autres  surfaces  sécantes, 
il  doit  exister  pour  chaque  surface  une  infinité  de  modes  de  génération. 
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dès  à  présent  la  connaissance  des  lieux  géométriques  dont  nous  devons  faire  usage 
le  plus  fréquemment- 

71 .  UNE  SURFACE  CONIQUE  est  le  lieu  de  toutes  les  positions  que  prend  une 
droite  mobile  SA,  assujettie  à  passer  toujours  par  un  point  fixe  S  {fig.  'S)  et  à  s'ap- 
puyer constamment  sur  une  courbe  donnée  ABC,  laquelle  peut  être  gauche  ou  à 
double  courbure  (voyez  n*^  7).  D'après  cette  définition,  la  droite  mobile  SA  est  une 
génératrice  constante  de  forme,  et  variable  de  position  seulement,  tandis  que  le 
point  fixe  et  la  courbe  ABC  sont  les  directrices;  d'ailleurs,  cette  ligne  SA  devant 
être  regardée  comme  indéfiniment  prolongée  de  part  et  d'autre  du  point  S  qu'on 
nomme  le  sommet  ou  le  centre,  elle  engendrera  les  deux  nappes  opposées  et  indéfi- 
nies SABC,  SaSy.  Si  l'on  substituait  à  la  courbe  ABC  une  autre  directrice,  en  chan- 
geant même  le  sommet  S,  on  obtiendrait  diverses  surfaces  individuelles  apparte- 
nant toutes  à  la  famille  des  cônes. 

72.  Mais  ces  surfaces  admettent  bien  d'autres  modes  de  génération.  En  effet,  si 
nous  coupons  le  cône  SABC  par  divers  plans  parallèles,  nous  obtiendrons  des  seco- 
uons semblables  A'B' C ,  A^B'^C,  c'est-a-dire  des  courbes  où  il  existera  des  points 
0',  0",  tels,  que  les  rayons  vecteurs  respectivement  parallèles,  O'A'  et  0''A",  0'  B' 
et  0"B",  0'I>'  et  0"D", . . .,  auront  entre  eux  un  rapport  constant  :  cette  proposition, 
vraie  quelle  que  soit  la  directrice  ABC,  se  démontre  aisément  par  la  théorie  des 
lignes  proportionnelles.  Pour  fixer  les  idées,  nous  admettrons  que  ABC  soit  une 
ellipse  ayant  pour  ses  demi-axes  OA  =  a,  0B=  6;  alors  les  autres  sections  A'B'C, 
A"B"C",  supposées  parallèles  à  cette  base,  seront  aussi  des  ellipses  dont  les  axes  se 
trouveront  parallèles  à  ceux  de  ABC,  et  tels  que 

a_a'_^_ 

b^v^b" 

Cela  posé,  si  l'on  fait  mouvoir  l'ellipse  ABC  de  manière,  i**  que  son  centre  par- 
coure la  droite  SO;  12?  que  ses  axes  restent  parallèles  à  leurs  positions  primitives; 
3°  qu'ils  décroissent  ensemble,  et  proportionnellement  aux  distances  SO,  SO', 
SO"....;  alors  il  est  évident  que  cette  ellipse  mobile  coïncidera  successivement  avec 
A'B'C,  A"B"C",...,  et  deviendra  ainsi,  pour  la  surface  conique  proposée,  une  géné- 
ratrice variable  déforme  et  de  position.  Mais,  pour  réduire  ces  diverses  conditions 
à  un  énoncé  plus  simple,  il  suffira  de  se  rappeler  qu'une  courbe  du  second  degré  est 
déterminée,  dans  son  plan,  par  la  connaissance  de  cinq  de  ses  points;  par  consé- 
quent, si  l'on  trace  sur  le  cône  cinq  arêtes  fixes,  SA,  SB,  SC,  SD,  SE,  on  pourra 
dire  que,  pour  engendrer  la  surface,  il  h\A  faire  mouvoir  l'ellipse  variable  ABC  de 
manière  que  son  plan  demeure  parallèle  à  lui-même^  et  quelle  s'appuie  constamment 
sur  ces  cinq  droites  regardées  comme  autant  de  directrices. 

Enfin,  puisqu'on  serait  libre  d'adopter  pour  les  plans  sécants  parallèles  une 
direction  quelconque,  et  que  même  on  pourrait  couper  le  cône  par  d'autres  sur- 
faces, telles  que  des  sphères  décrites  du  point  0  comme  centre  avec  un  rayon 
variable,  il  demeure  évident  qu'il  existe  une  infinité  de  lignes  planes  ou  gauches 
que  l'on  peut  adopter  pour  génératrices  d'une  même  surface  conique. 
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75.  UNE  SURFACE  CYLINDRIQUE  est  le  lieu  des  diverses  positions  que  prend 
une  droite  mobile  AA'  qui  glisse  le  long  d'une  courbe  Jiœe  ABC  (Jig.  29),  en  demeu- 
rant/^oro/Ze/^  à  une  direction  donnée.  Mais  ce  premier  mode  de  description,  où  la 
génératrice  AA'  est  constante  de  forme,  n'est  pas  le  seul  admissible  ;  car,  puisque 
toutes  les  sections  parallèles  au  plan  de  ABC  seraient  ici  des  courbes  évidemment 
identiques,  on  peut  encore  regarder  la  surface  comme  parcourue  par  la  courbe  ABC 
qui  se  mourrait  parallèlement  à  elle-même  (*),  en  s' appuyant  toujours  par  le  même 
point  sur  la  droite  AA',  laquelle  deviendrait  alors  une  directrice  de  la  courbe  mobile 
ABC.  En  variant  ensuite  la  direction  des  sections  parallèles,  on  obtiendrait  une 
infinité  d'autres  génératrices  propres  à  décrire  le  même  cylindre  :  au  reste,  ces  sur- 
faces peuvent  être  considérées  comme  un  cas  particulier  des  cônes;  c'est  celui  où  le 
sommet  s'éloigne  a  l'infini. 

74.  Observons,  en  passant,  que  si  la  directrice  du  cône  ou  du  cylindre  était  une 
droite,  la  surface  se  réduirait  à  un  plan,  lequel  peut  donc  être  défini  comme  le 
lieu  des  positions  que  prend  une  droite  mobile  assujettie,  i^  à  glisser  sur  une  droite 
fixe;  ik^  à  passer  constamment  par  un  point  donné,  ou  bien  à  demeurer  toujours 
parallèle  à  sa  première  position. 

75.  UNE  SURFACE  DE  RÉVOLUTION  est  engendrée  par  une  courbe  quel- 
conque GG'G"  qui  tourne  autour  d'une  droite  fixe  DZ  {^g.  3o),  de  manière  que 
chacun  de  ses  points  G  décrit  un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  DZ, 
et  dont  le  rayon  est  la  plus  courte  distance  GO  de  ce  point  au  même  axe.  Observons  que 
ces  divers  rayons  GO,  G'O',  G"0",  quoique  tous  perpendiculaires  a  DZ,  ne  seront 
point  parallèles  entre  eux  lorsque  la  génératrice  GG'G"  sera  a  double  courbure; 
ou  lorsque,  étant  plane,  son  plan  ne  renfermera  pas  l'axe  DZ.  D'ailleurs,  les  diffé- 
rents cercles,  GMA,  G'M'  A',...,  décrits  par  ces  rayons,  se  nomment  les  parallèles 
de  la  surface. 

76.  Si,  par  l'axe  DZ,  on  mène  des  plans  quelconques  ZOA,  ZOM,  on  obtiendra 
des  sections  AA'A",  MM' M",  que  l'on  nomme  les  méridiens  ou  plutôt  les  courbes 
méridiennes  de  la  surface,  et  qui  sont  nécessairement  identiques  quant  à  leur  forme. 
En  effet,  ces  plans  méridiens  coupent  les  parallèles  suivant  des  rayons  qui  com- 
prennent des  angles  évidemment  égaux  AOM,  A'O'M',  A'*0"M";  par  conséquent,  si 
l'on  fait  tourner  le  plan  ZOM  d'une  quantité  angulaire  MOA,  tous  les  rayons  OM, 
O'M',  0"M",  coïncideront  en  même  temps  avec  OA,  O'A',  0''A",  et  les  courbes 
méridiennes  se  confondront  l'une  avec  l'autre. 

77.  Il  résulte  aussi  de  là  que  la  méridienne  AA' A'',  en  tournant  autour  de  DZ, 
parcourra  toute  la  surface  de  révolution,  et  peut  en  être  regardée  comme  une  nou- 
velle génératrice  qui  remplacerait  la  courbe  primitive  GG'G".  Cette  dernière,  en 


(*)  Une  courbe  est  dite  se  mcuwoir  parallèlement  à  elle-même  lorsque  deux  quelconques  de  ses  cordes 
demeurent  toujours  parallèles  à  leurs  directions  primitives.  Celte  condition  entraîne  évidemment  le  paral- 
lélisme du  plan  de  la  courbe  ;  mais  cela  exprime  en  outre  que  cette  courbe  ne  tourne  pas  dans  son  plan 
mobile. 
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effet,  sera  distincte  du  méridien,  lorsqu'elle  n'aura  pas  tous  ses  points  situés  dans 
un  même  plan  passant  par  DZ,  comme  on  peut  le  remarquer  dans  la  figure  actuelle, 
qui  est  censée  construite  en  perspective  sur  le  plan  ZOBB"A"A  ;  c'est  par  suite  do 
cette  convention  que  nous  avons  ponctué  les  parties  des  parallèles  et  de  la  courbe 
GG'G"  qui  sont  derrière  ce  tableau.  Au  reste,  on  pourra  toujours  construire  le 
méridien  d'après  la  connaissance  d'une  génératrice  quelconque,  puisqu'il  suffira  de 
chercher  les  points  dans  lesquels  un  plan,  tel  que  ZOB,  coupe  les  divers  parallèles 
décrits  par  les  points  deOG'G";  et  nous  donnerons  plus  loin  (n°148)  un  exemple 
de  cette  opération. 

78.  Les  surfaces  dont  nous  nous  occupons  ici  admettent  un  autre  mode  de 
génération  qu'il  importe  de  connaître.  Puisque  tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
DZ  {^g.  3o)  donne  pour  section  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  cet  axe  (n®  73), 
et  qui  a  un  point  commun  avec  la  courbe  GG'  ou  avec  la  méridienne  BB',  on  peut 
donc  regarder  la  surface  de  révolution  comme  le  lieu  des  diverses  positions  que  prend 
un  cercle  mobile^  toujours  perpendiculaire  à  la  droite  DZ,  et  dont  le  centre  parcourt 
cette  droite,  tandis  que  son  rayon  varie  de  manière  que  la  circonférence  s'appuie  con-- 
stamment  sur  la  courbe  fixe  GG'G"  :  cette  ligne  devient  alors  une  directrice  a  laquelle 
on  peut  substituer  le  méridien  BB'B",  et  le  cercle  mobile  est  une  génératrice  variable 
à  la  fois  de  forme  et  de  position.  Cette  définition,  que  l'on  traduit  plus  aisément  en 
analyse  (*),  offre  l'avantage  que,  sous  ce  point  de  vue,  toutes  les  surfaces  de  révo- 
lution forment  une  même  famille  (n"  70)  qui  admet  une  génératrice  d'une  espèce 
constante;  c'est  le  cercle  mobile  toujours  perpendiculaire  à  l'axe,  et  dirigé  dans  son 
mouvement  par  le  méridien  qui,  seul,  change  d'une  surface  individuelle  à  une  autre. 

79.  Ainsi,  suivant  qu'on  adoptera  pour  méridien  une  droite,  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole,  on  obtiendra  un  cône,  un  cylindre^  un  ellipsoïde,  unhyper-- 
boloïde^  ou  un paraboloîde  de  uévolction,  pourvu  d'ailleurs  que  l'axe  de  rotation 
coïncide  avec  un  des  diamètres  principaux  de  la  courbe;  car  autrement  la  surface, 
quoique  toujours  de  révolution,  serait  d*une  espèce  plus  compliquée.  Un  cercle, 
par  exemple,  qui  tournerait  autour  d'une  droite  située  dans  son  plan,  mais  ne  pas- 
sant pas  par  son  centre,  produirait  un  tore  qui  est  un  genre  de  surface  annulaire 
que  nous  aurons  occasion  d'étudier  bientôt  (n"*  138). 

80.  Ces  divers  exemples,  à  l'exception  du  dernier,  ne  sont  encore  que  des  cas 
particuliers  de  surfaces  plus  générales  qui,  sans  être  de  révolution,  nous  deviendront 
utiles  dans  la  suite,  et  dont  il  importe  de  connaître  la  génération.  Ce  sont  lks  sur- 
faces DE  second  degré  qui  offrent  cinq  genres  distincts,  sans  compter  les  cônes, 
les  cylindres  et  les  plans,  qui  en  sont  des  variétés  trop  simples  pour  nous  y  arrêter 
de  nouveau. 

81.  ellipsoïde.  Soit  une  ellipse  ACDF  [fig.  34)  construite  sur  les  demi-axes 
OA  =  a,  OC  =  c  :  en  la  supposant  tracée  dans  un  plan  vertical  que  nous  prendrons 
pour  le  tableau  sur  lequel  la  surface  sera  représentée  en  perspective,  il  en  résultera 

(*  )  Voyez  \* Analyse  appliquée  à  la  géoméinerles  trois  dimensions ^  chap.  XIV. 
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que  les  lignes  ponctuées  indiqueront  les  portions  de  courbes  situées  derrière  le  plan 
de  cette  ellipse,  et  nous  conserverons  cette  hypolhèse  dans  tout  ce  chapitre.  Si, 
dans  un  plan  perpendiculaire  k  OC,  nous  construisons  une  autre  ellipse  A'B'D'  qui 
ait  pour  ses  demi-axes  l'ordonnée  O'A'  =  à  de  la  première  ellipse,  et  une  droite 
O'B'  =  h*  de  grandeur  quelconque,  mais  perpendiculaire  sur  0' A'  ;  puis,  que  nous 
fassions  mouvoir  la  courbe  A'B'D'  de  manière  que  ses  axes,  restant  parallèles  à  eux- 

mêmes,  conservent  le  rapport  primitif-;»  et  que  l'un  d'eux  coïncide  successivement 

avec  les  cordes  D'A',  D^A'",  DA,...,  de  l'ellipse  fixe  CAF;  alors  le  lieu  géométrique 
ainsi  engendré  sera  la  surface  que  Ton  nomme  ellipsoïde.  Lorsque  le  plan  de  l'ellipse 
mobile  passera  par  le  centre  0,  elle  atteindra  son  maximum  de  grandeur,  puisque 
le  demi-axe  variable  a'  deviendra  l'ordonnée  maximum  OA  =  a;  et  si  l'on  repré- 
sente par  OB  =  ft  la  longueur  que  prendra  au  même  instant  le  second  axe  6',  les  trois 
lignes 

AD  =  2a,     BE=26,     CF  =  2c? 

seront  ce  qu'on  appelle  les  diamètres  principaux  ou  les  axes  de  l'ellipsoïde.  D'ail- 
U.^rs  on  doit  apercevoir  que  cette  surface  sera  fermée  de  toutes  parts,  puisqu'au 
delà  des  points  G  et  F,  l'ellipse  mobile  aurait  ses  deux  axes  imaginaires  (*). 

82.  Si  l'ellipse  génératrice  A'B'D'  était  un  cercle,  c'est-à-dire  qu'on  eût  choisi 
O'B'  égal  à  O'A',  la  surface  deviendrait  (n*^  78)  un  ellipsoïde  de  révolution  qui 
aurait  pour  méridien  la  courbe  directrice  CAF;  et  deux  des  diamètres  principaux  dé 
la  surface,  savoir  OA  et  OB,  seraient  égaux  entre  eux.  Enfin,  dans  le  cas  où  les  trois 
axes  OA,  OB,  OC  seraient  tous  de  même  longueur^  l'ellipsoïde  dégénérerait  en  une 
sphère. 

83.  HYPERBOLOIDE  à  ime  nappe  [fig.  35).  Substituons  à  l'ellipse  directrice 
une  hyperbole  A' A"  A,  dont  le  demi-axe  réel  soit  OA  =  a,  et  le  demi-axe  imagi- 
naire OC  =  c;  puis,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  OC,  et  sur  deux  axes,  dont  un 
soit  la  corde  A'D'  de  l'hyperbole,  construisons  encore  une  ellipse  A'B'D'  :  en  la  fai- 
sant mouvoir  d'après  la  même  loi  que  précédemment,  elle  engendrera  Yhyperbo- 
loïdeà  unenappe^  ainsi  nommé  parce  que  cette  surface  n'aura  évidemment  qu'une 
nappe  unique,  mais  indéfinie  comme  l'hyperbole  directrice.  Lorsque  le  plan  de  l'el- 
lipse mobile  passera  par  le  centre  0,  elle  atteindra  son  minimum,  puisque  l'axe 
variable  D'A' sera  devenu  égal  àDA,  qui  est  la  plus  petite  corde  de  l'hyperbole; 
c'est  pourquoi  la  courbe  ABDE  est  nommée  V ellipse  de  gorge^  et  les  trois  droites 

AD=2a,     BE  =  2è,     CF.-ac 

^oni  les  trois  axes  de  l'hyperboloïde  :  mais  le  dernier  CF  ne  rencontrant  pas  la  sur- 

(  *]  En  exprimant  par  l'analyse  ce  mode  de  génération,  on  obtient  pour  Téquation  de  Tellipsuidc  rapporté 
à  ses  axes, 


ri 


Voyez  VArudyse  appliquée  à  lii  géométrie  des  trois  dimensions,  chap.  IX. 
Géométrie  Leroy, 
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face,  est  dit  Vaxe  imaginaire^  quoique  la  quantité  réelle  2  c  ne  soit  que  le  coefficient 
de  l'expression  imaginaire  que  fournirait  l'analyse,  en  cherchant  les  points  de  la 
surface  qui  seraient  situés  sur  la  droite  indéfinie  OCO'  (*). 

84.  Lorsque  les  deux  axes  réels  OA  et  OB  sont  égaux,  Thyperboloïdc  est  de  révo- 
lution (n^  78),  puisque  alors  l'ellipse  génératrice  A'B'D'  devient  un  cercle;  aussi, 
dans  ce  cas  particulier,  la  surface  pourrait  être  engendrée  par  la  révolution  de  l'hy- 
perbole A' A'' A  autour  de  son  axe  imaginaire  OCO'. 

85.  HYPERBOLOIDE  à  deux  nappes  [fig.  36).  Sur  les  demi-axes  OA  =  a, 
OC  =  c,  construisons  encore  une  hyperbole,  mais  placée  de  manière  que  OC  soit 
l'axe  réel;  puis  faisons  mouvoir,  comme  précédemment,  l'ellipse  A'B'D'  :  elle 
engendrera  une  autre  espèce  d'hyperboloïde  qui  aura  deux  nappes  indéfinies,  et 
séparées  l'une  de  l'autre  par  un  intervalle  où  il  n'existera  aucun  point  de  la  surface. 
En  effet,  entre  les  points  Cet  F,  la  corde  variable  A'D',  qui  sert  d'axe  à  l'ellipse 
mobile,  deviendra  imaginaire,  et  il  en  sera  nécessairement  de  même  du  second  axe 
O'B',  qui  doit  conserver  avec  le  premier  un  rapport  constant  :  de  sorte  que  la  géné- 
ratrice, se  trouvant  totalement  imaginaire  dans  cet  intervalle,  ne  fournira  aucun 
point  réel  de  la  surface.  Cependant,  comme  pour  le  point  0,  on  sait  que  le  demi-axe 

O'A'  deviendra  égal  à  OA.  \/  —  i,  si  l'on  veut  construire  le  coefficient  réel  de  l'autre 
axe,  qui  est  pareillement  imaginaire,  il  faudra  porter  sur  une  perpendiculaire  au 
plan  AOC,  une  longueur  OB  telle  que 

O^B^  _  0B>  V^^i  _  OB 

0'A'-bA.^/:=T~■OA' 

alors  les  deux  droites  AD  =  aa,  BE  =  2Ô  seront  ce  qu'on  nomme  les  axes  imagi-- 
noires  de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes,  tandis  que  CF  =  a  c  sera  Xaxe  réel  (**). 

86.  Pour  que  cet  hyperboloîde  fût  de  révolution,  il  faudrait  que  les  deux  axes 
imaginaires  OA  et  OB  devinssent  égaux,  puisque  cette  hypothèse  entraînerait  la 
relation  O'A'  =  O'B',  qui  change  l'ellipse  génératrice  en  un  cercle.  Alors  la  surface 
pourrait  être  engendrée  par  la  révolution  des  deux  branches  CA"  A"  et  FA'"  de  l'hy- 
perbole primitive,  autour  de  son  axe  réel  COF. 

87.  PARABOLOIDE  elliptique.  Maintenant,  adoptons  pour  directrice  fixe  une 
parabole  D"OA"  {fig.  37),  en  faisant  mouvoir  perpendiculairement  à  son  axe  OX 
une  ellipse  A'B'D',  dont  le  premier  axe  0' A'=  a'  soit  l'ordonnée  variable  de  cette 
parabole,  et  dont  le  second  O'B'  =  V  ait  d'abord  une  grandeur  arbitraire,  mais  con- 
serve toujours  avec  le  premier  un  rapport  constant.  Dans  ce  mouvement  TeUipse 


(*)  L'équation  de  Thyperboloïde  à  une  nappe,  rapporté  à  ses  axes,  est 

(**  )  L'équation  de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes,  rapporté  à  ses  axes,  en  prenant  celui  qui  est  réel  pour 
l'axe  des  «,  serait 

c»      b^      a' 


.i  =  «- 
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mobile  eDgendrera  une  surface  composée  d'une  seule  nappe  indéfinie  dans  le 
sens  OX,  et  qui  se  nomme  le  paraboloïde  elliptique  ^  parce  que  toutes  les  sections 
planes  qu'on  y  peut  tracer  ne  sont  jamais  que  des  paraboles  ou  des  ellipses  (*). 

88.  Lorsque  les  deux  axes  de  l'ellipse  génératrice  sont  égaux,  la  surface  devient 
de  révolution  (n®  78),  et  alors  elle  pourrait  être  engendrée  par  le  mouvement  de  la 
parabole  OA'A",  tournant  autour  de  OX. 

89.  paraboloïde  hyperbolique.  Enfin,  tout  en  gardant  pour  directrice  la 
parabole  D"OA"  {^g.  38) ,  remplaçons  l'ellipse  génératrice  qui  nous  avait  servi  jus- 
qu'à présent,  par  une  hyperbole  D'H',  A' G',  construite  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  OX,  et  sur  deux  demi-axes  0' A',  O'B',  dont  le  rapport  restera  constant, 
tandis  que  le  premier,  qui  est  l'axe  réel  de  cette  hyperbole,  deviendra  successive- 
ment égal  aux  diverses  ordonnées  O'A',  0"A",...,  delà  parabole  fixe.  L'hyperbole 
mobile,  en  se  mouvant  ainsi  parallèlement  à  elle-même,  décrira  d'abord  deux 
nappes  ouvertes  a  droite  et  a  gauche,  séparées  par  le  vide  intérieur  du  cylindre 
D''OA'',  et  qui  s'étendront  indéfiniment,  comme  cette  parabole,  dans  le  sens  O'X. 
Mais  si  nous  faisons  mouvoir  l'hyperbole  mobile  de  0'  vers  le  point  V,  son  axe 
réel  O'A'  diminuera,  et  deviendra  nul  en  0;  par  conséquent  les  deux  nappes  dont 
nous  venons  de  parler  s'y  réuniront,  et  en  même  temps  l'hyperbole  se  réduira, 
pour  cette  position,  à  deux  droites  indéfinies  KO^,  LO/,  qui  seront  tout  entières 
sur  la  surface,  et  parallèles  aux  asymptotes  de  toutes  les  hyperboles  précédentes. 

Au-dessus  du  point  0,  en  0*'  par  exemple,  l'hyperbole  génératrice  reparaîtra, 
mais  dans  une  situation  inverse  ffE"  G*,  par  rapport  à  ses  asymptotes.  En  effet, 
les  axes  que  nous  avons  représentés  graphiquement  par  0' A'  et  O'B',  devaient  être 
à  la  rigueur  exprimés  par 

a'  =  0'A',     6'  =  0'B'V~«; 
donc,  puisqu'on  0*  l'ordonnée  de  la  parabole  est  imaginaire,  et  qu'ainsi  le  premier 

axe  de  l'hyperbole  mobile  devient  a'"=0'"A'".  \/^,  il  faut  bien  que  le  second 
axe,  pour  conserver  avec  l'autre  un  rapport  constant,  prenne  la  forme 

■Lm ^m     *'    f\HÊ  km    ^   » 

a  U  A 

quantité  réelle,  représentée  sur  la  figure  par  Ô"'B"'.  Ceci  montre  qu'au-dessus  de  0, 
l'axe  réel  0"'B"'  de  Thyperbole  génératrice  se  trouvera  dirigé  perpendiculairement 
au  plan  A'  OD'  ;  et  les  deux  branches  de  cette  courbe  décriront  encore  deux  nappes 
indéfinies,  placées  l'une  en  avant  de  ce  plan,  l'autre  en  arrière,  mais  qui,  réunies 
avec  les  précédentes  par  les  droites  KO  A,  LO/,  ne  présenteront  dans  leur  ensemble 
qu'une  seule  surface  non  interrompue,  dont  les  courbures  seront  de  sens  opposés, 
à  peu  près  comme  cela  arrive  dans  la  gorge  d'une  poulie.  On  a  donné  à  la  surface 


(*)  L'équation  de  ce  paraboloïde,  rapporlé  à  son  sommet  et  à  Vaxe  unique  OX  comme  axe  des  x,  est 

P  P 
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qui  nous  occupe  le  nom  de  paraboloîele  hyperbolique 9  parce  que  l'analyse  apprend 
que  toutes  les  sections  planes  que  Ton  peut  y  tracer,  ne  sont  jamais  que  des  para- 
boles ou  des  hyperboles 9  parmi  lesquelles  il  faut  comprendre  les  cas  particuliers  où 
cette  section  se  trouve  une  droite  isolée,  ou  bien  deux  droites  qui  se  coupent  (*). 

90.  Il  importe  d'observer  ici  que  le  paraboloïde  hyperbolique  ne  saurait  jamais 
être  de  révolution;  car,  d'après  ce  que  nous  venon^  de  dire  sur  la  nature  des  sec- 
tions planes,  aucune  de  ces  courbes  n'est  jamais  fermée,  et  par  conséquent  ne  peut 
être  circulaire. 

91 .  La  manière  dont  nous  venons  d'indiquer  la  formation  du  paraboloïde  hyper- 
bolique offre,  a  la  vérité,  une  sorte  de  discontinuité  graphique,  puisque  au-dessus 
du  point  0,  la  parabole  qui  servait  de  directrice  devient  imaginaire;  mais,  comme 
l'analyse  explique  aisément  cette  difficulté,  nous  avons  préféré  conserver  ce  mode 
de  génération,  parce  qu'il  présente  plus  d'analogie  avec  les  surfaces  précédentes, 
justifie  mieux  les  dénominations  imposées  aux  deux  paraboloides,  et  manifeste 
clairement  l'existence  des  deux  droites  OL  et  OK  situées  sur  le  second.  Néanmoins 
nous  citerons  encore  un  autre  mode  de  génération,  tout  à  fait  continu,  et  commun  k 
ceshieux  paraboloides. 

Sur  le  même  axe  OX  (Jig.  37),  et  dans  des  plans  perpendiculaires,  construisez 
deux  paraboles  A*' OD'*  et  B"'OE''  qui  aient  le  même  sommet,  des  paramètres  quelcon- 
ques, et  leurs  concavités  tournées  dans  le  même  sens;  puis  faites  glisser  l'une  des  deux 
parallèlement  à  elle-même  (n**  75),  sans  altérer  sa  forme,  mais  de  manière  que 
son  sommet  reste  constamment  sur  l'autre  parabole  fixe  :  vous  obtiendrez  ainsi  le 
paraboloïde  elliptique. 

Prenez  deux  paraboles  A"OD",  B'^'OE*'  {Jig.  38)  construites  comme  ci-dessus, 
mais  ayant  leurs  concavités  tournées  en  sens  contraire  ;  puis  faites  encore  glisser, 
parallèlement  à  elle-même,  la  courbe  A'^OD"  constante  de  forme,  et  de  manière 
que  son  sommet  parcoure  l'autre  parabole  fixe  :  vous  produirez  ainsi  le  paraboloïde 
hyperbolique  (voyez  Analyse  appliquée ^  chap.  VIII). 

92.  Pour  compléter  la  connaissance  des  lieux  géométriques  employés  le  plus 
fréquemment,  il  nous  resterait  à  parler  des  surfaces  développables  et  des  sur- 
faces GAUCHES;  mais,  outre  que  les  propriétés  caractéristiques  de  ces  deux  classes 
de  surfaces  ne  peuyent  être  bien  nettement  comprises  qu'après  avoir  vu  les  plans 
tangents,  il  nous  semble  qu'il  vaut  mieux  laisser  au  lecteur  le  temps  de  se  familia- 
riser avec  les  exemples  cités  jusqu'ici,  par  des  applications  nombreuses  et  des  con- 


(*)  Pour  bien  lire  h  Jig.  38,  on  devra  se  rappeler  que  nous  la  supposons  tracée  sur  le  pian  vertical 
D'OA" comme  tableau  de  perspective;  ainsi  toutes  les  Wgaes  ponctuées  sont  derrière  ce  plan.  Après  tout, 
comme  il  est  assez  difficile  de  donner  une  idée  nette  de  la  forme  de  ce  paraboloïde  par  un  dessin  en  per- 
spective, on  fera  bien  de  consulter  un  modèle  en  relief  qui  peut  se  construire  aisément  au  moyen  de  simples 
fils  tendus  en  ligne  droite  suivant  une  certaine  loi;  voyez  les  n^^SSS,  556 et  la^/^.  120.  Quant  à  Téquation 
du  paraboloïde  hyperbolique,  rapporté  au  sommet  0  pour  origine  des  coordonnées^  et  à  l'axe  OX  comme 
axe  des  jt,  elle  est 

P       P 
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structioDS  variées;  et  plus  tard»  nous  nous  occuperons  spécialement  de  ces  deux 
classes  de  surfaces  qui  sont  très-importantes. 

95.  Revenons  maintenant  a  la  question  indiquée  n*^  60,  et  qui  avait  pour  but 
de  trouver  un  mode  de  représenter  graphiquement  une  sur/ace.  Or,  puisque,  d'après 
la  définition  générale  donnée  au  n®  70,  une  telle  grandeur  est  toujours  produite 
par  le  mouvement  d'une  certaine  ligne,  il  suffira,  pour  atteindre  le  but  proposé,  de 
marquer  sur  les  plans  de  projection  diverses  positions  de  la  génératrice,  assez  nom- 
breuses et  assez  rapprochées  pour  que  ce  système  de  courbes  puisse  peindre  aux  yeux  la 
continuité  de  la  surface^  sa  courbure,  ainsi  que  l'étendue  de  ses  nappes.  D'ailleurs, 
parmi  les  génératrices  de  différente  espèce  qu'admet  toujours  une  même  surface, 
on  devra  préférer  celle  qui,  par  sa  simplicité  ou  sa  régularité,  est  la  plus  propre  à 
faire  image  ;  et  quelquefois,  pour  mieux  atteindre  ce  but,  on  tracera  en  même  temps 
deux  systèmes  de  génératrices,  tels  que  seraient  les  méridiens  et  les  parallèles  dans 
les  surfaces  de  révolution.  C'est  effectivement  par  des  moyens  semblables  que  nous 
avons  déjà  figuré,  sur  nos  dessins  en  perspective,  les  diverses  surfaces  dont  nous 
avons  parlé  dans  ce  chapitre. 

94.  En  outre,  il  est  aussi  très-utile  de  marquer  les  tracer  de  la  surface,  c'est-à-dire 
ses  intersections  avec  les  plans  de  projection,  ainsi  que  les  contours  en  dedans  ou 
au  dehors  desquels  se  trouveraient  projetés  tous  les  points  de  cette  surface,  lorsque 
du  moins  il  existe  de  pareilles  limites;  car  ces  contours  sont  des  espèces  de  profils, 
qui  accusent  d'une  manière  souvent  très-sensible  les  formes  des  objets  :  mais, 
pour  apprendre  à  déterminer  exactement  ces  contours,  il  faut  que  nous  ayons  parlé 
des  plans  tangents.  Observons  toutefois  que,  quand  la  forme  de  la  surface  nous  sera 
bien  connue  d'avance,  nous  pourrons  nous  borner,  pour  simplifier  nos  dessins,  à 
employer  seulement  quelques-uns  des  moyens  de  description  dont  nous  venons  de 
donner  le  détail. 

CHAPITRE  II. 

DES   PLANS  TANGENTS   EN   GÉNÉRAL. 

95.  Un  plan  est  dit  tangent  à  une  surface  dans  un  point  donné,  lorsqu'il  contient 
les  tangentes  à  toutes  les  courbes  que  l'on  tracerait  sur  cette  surface  par  le  point  en 
question;  mais  il  est  nécessaire  de  démontrer  qu'il  existe,  en  général,  à  chaque 
point  d'une  surface,  un  plan  qui  jouit  de  cette  propriété,  car  on  ne  voit  pas  à  priori 
pourquoi  ces  diverses  tangentes  ne  formeraient  pas  un  cône,  ainsi  que  cela  arrive 
effectivement  dans  certains  points  singuliers.  Nous  allons  donc  prouver  que  trois 
courbes  quelconques^  tracées  sur  une  surface  à  partir  dun  point  donné,  ont  toujours 
leurs  trois  tangentes  situées  dans  un  seul  et  même  plan. 

Soit  GUlg  [Jig-  3i)  la  forme  et  la  position  de  la  génératrice  (n**  70)  lorsqu'elle 
passe  par  le  point  donné  M  :  soit  DM  ^  une  courbe  tracée  sur  la  surface,  et  sur  la- 
quelle devra  glisser  constamment  la  génératrice,  lorsque,  dans  son  mouvement,  elle 
décrira  ce  lieu  géométrique  :  soit  enfin  MX  une  troisième  courbe  quelconque,  tracée 
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arbitrairement  sur  la  même  surface.  Si  nous  transportons  la  génératrice  dans  une 
autre  position  G'M'^,  elle  ne  manquera  pas  de  rencontrer  la  courbe  MX  en  un 
certain  point  P',  pourvu  que  le  point  M'  soit  pris  assez  voisin  de  M  sur  la  directrice 
DMrf.  Alors,  en  joignant  les  points  M,  M',  P'  par  des  droites  indéfinies,  ces  trois 
lignes  seront  des  sécantes  par  rapport  aux  courbes  MD,  MX,  G'g^,  et  elles  seront 
évidemment  toutes  trois  dans  un  même  plan.  Maintenant,  faisons  mouvoir  la  généra- 
trice G'^  sur  MD,  en  la  rapprochant  de  sa  situation  primitive  G  ^,  mais  en  observant 
toujours  la  loi  qui  règle  la  variation  de  forme  et  de  position  de  cette  courbe  dans  la 
surface  que  Ton  considère  :  puis,  imaginons  que  le  plan  des  trois  sécantes  tourne 
autour  du  point  M,  de  manière  qu'il  passe,  en  même  temps  que  la  génératrice,  par 
les  points  M''  et  P",  M*'  et  F",...,  où  elle  coupera  successivement  les  courbes  MD  et 
MX;  par  là  ce  plan  mobile  renfermera  constamment  les  trois  sécantes  variables.  Or, 
quand  la  génératrice  sera  revenue  à  la  position  GMg^,  le  point  M',  mobile  surMD, 
sera  confondu  avec  M  :  mais  au  même  instant  le  point  F  de  la  courbe  MX  aura  dû 
évidemment  se  réunir  avec  le  point  M;  et,  par  une  suite  nécessaire,  sur  la  courbe 
variable  G'g^  les  points  P'  et  M'  seront  aussi  confondus.  Donc  alors  les  trois  sécantes 
mobiles  seront  devenues  respectivement  tangentes  aux  courbes  MD,  MX,  MG;  et  si 
l'on  se  rappelle  que  ces  trois  sécantes  étaient,  pour  chaque  position  de  la  généra- 
trice, toujours  situées  dans  un  même  plan,  on  en  conclura  que,  quand  elles  sont 
devenues  les  tangentes  MT,  MT',  MT",  elles  se  trouvent  encore  dans- un  plan  unique, 
qui  n'est  autre  chose  que  la  limite  des  positions  qu'avait  prises  successivement  le 
plan  mobile  des  trois  sécantes  {*). 


(*)  Je  ferai  observer  que  ce  théorème  (démontré  ainsi  en  1817,  dans  mes  leçons  à  TËcole  Polytech- 
nique) me  parait  indispensable  à  établir  pour  pouvoir,  dans  la  suite,  emprunter  à  la  méthode  infinitési- 
male les  considérations  abrégées  et  si  utiles  auxquelles  nous  aurons  nous-méme  recours  bientôt  (n^i58). 
£n  effet,  ce  n'est  qu'après  avoir  prouvé  rigoureusement  que  toutes  les  tangentes,  en  un  môme  point  d'une 
surface,  se  trouvent  dans  un  plan  unique,  qu'il  est  permis  de  regarder  la  surface  comme  composée  dV7<?- 
ments  superficiels  qui  soient  plans,  parce  qu'alors  ils  sont  formés  par  les  éléments  linéaires  communs  aux 
courbes  de  la  surface  et  à  lours  tangentes.  Quant  à  la  démonstration  précédente,  on  a  objecté  qu'ici  la 
droite  MT'  est  bien,  par  rapport  à  la  courbe  G'^,  une  sécante  dont  les  points  de  section  vont  se  réunir; 
mais  que,  dans  l'intervalle,  la  ligne  G'^  ne  restera  pas  constante  de  forme,  et  qu'ordinairement  cette  con- 
dition est  admise  quand  on  définit  la  tangente  comme  la  limite  d'une  sécante.  Â  cela,  il  suffit  de  répondre 
que  si,  dans  la  géométrie  plane,  on  admet  cette  permanence  de  forme,  ce  n'est  que  tacitement  et  parce 
qu'on  ne  s'y  occupe  guère  que  de  courbes  invariablement  données;  mais  si,  sans  sortir  d'un  plan,  on  tra- 
çait un  cercle  qui  coupât  une  droite,  puis  qu'on  fit  décroître  le  rayon  jusqu'à  ce  que  les  deux  points  de 
section  vinssent  à  se  réunir,  il  n'y  aurait  pas  de  doute  qu'alors  ce  cercle  variable  ne  fût  devenu  tangent 
à  la  droite.  Ainsi  la  permanence  de  forme  n'est  pas  du  tout  nécessaire,  et  vouloir  l'exiger,  ce  serait  res- 
treindre gratuitement  le  caractère  général  de  la  tangente  à  une  courbe.  Il  faut  donc  définir  celle-ci  comme 
la  limite  des  positions  que  prend  une  sécante  dont  deux  points  de  section  se  sont  rapprochés  indéfiniment, 
pourvu  que  ces  points  soient  situés  sur  la  même  branche  de  la  courbe  et  que  celte  dernière  n'ait  varié  do 
forme  et  de  position  que  d'après  une  loi  continue;  or  c'est  bien  là  ce  qui  arrive  ici  pour  la  courbe  G'^',  puis- 
que la  surface  est  elle-même  supposée  continue. 

Ajoutons  enfin  qu'il  faudra  de  même  regarder  comme  tangentes  l'une  à  l'autre  deux  courbes  quelconques 
qui,  après  avoir  été  sécantes,  se  sont  modifiées  de  position  ou  de  forme,  d'après  une  loi  contiDue,  jusqu'à 
faire  coïncider  ensemble  deux  de  leurs  points  de  section  ;  car  il  est  évident  que  ces  deux  courbes  auront 
acquis  une  tangente  commune,  qui  sera  la  limite  des  positions  de  la  droite  mobile  passant  par  les  deux 
points  communs  aux  courbes  sécantes. 
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D'ailleurs,  comme  la  courbe  MX  avait,  dans  ce  qui  précède,  une  position  arbi- 
traire sur  la  surface,  il  s'ensuit  que  le  plan  mené  par  les  tangentes  des  deux  lignes 
MG  etMD  renfermera  la  tangente  de  toute  autre  courbe  qui  passerait  en  M;  ainsi 
ce  plan  TMT'  se  trouvera  bien  tangent  à  la  surface,  d'après  la  définition  que  nous 
avons  donnée  au  commencement  de  cet  article. 

96.  Lorsqu'une  surface  présente  deux  ou  plusieurs  nappes  qui  se  coupent, 
comme  il  arriverait  dans  un  cône  dont  la  base  serait  une  courbe  à  nœud,  les  points 
de  l'intersection  de  ces  deux  nappes  semblent  d'abord  offrir  une  exception  à  la 
propriété  dont  jouit  le  plan  tangent  en  général;  mais  on  reconnaîtra  que  cette  cir- 
constance rentre  dans  les  cas  ordinaires,  si  l'on  observe  que  toutes  les  tangentes  en 
un  même  point  de  l'intersection  doivent  être  distribuées  sur  les  deux  nappes, 
comme  elles  le  seraient  sur  deux  surfaces  indépendantes  qui  viendraient  se  couper  en 
cet  endroit,  et  dont  chacune  aurait  son  plan  tangent  distinct  du  plan  tangent 
de  l'autre. 

97.  Cependant  il  se  rencontre  quelquefois  de  véritables  exceptions  à  la  propriété 
du  plan  tangent;  mais  cela  ne  peut  arriver  que  dans  àes points  singuliers  de  la  sur- 
face, pour  lesquels  la  génératrice  ou  la  directrice,  venant  à  se  réduire  à  un  point 
unique,  n'admettent  plus  de  tangente.  Par  exemple,  au  sommet  d'un  cône,  les 
diverses  arêtes  qui  s'y  coupent  sont  des  lignes  droites  situées  sur  la  surface,  et  qui 
sont  elles-mêmes  leurs  propres  tangentes;  cependant  ces  droites  se  trouvent  deux  à 
deux  dans  des  plans  évidemment  distincts.  Le  sommet  d'un  cône  est  donc  un  point 
singulier  de  cette  surface  pour  lequel  il  n'existe  pas  de  plan  tangent.  Mais  si  l'on 
remarque  que  la  génératrice  parallèle  à  la  base  du  cône  (n**  72)  se  resserre  de  plus 
en  plus  en  s'approchant  du  sommet,  et  finit,  en  y  arrivant,  par  se  réduire  à  un 
point  lequel  n'admet  plus,  à  proprement  parler,  de  tangente,  on  sentira  comment 
la  démonstration  générale  du  n**  95  cesse  d'être  applicable  à  ce  cas  particulier.  La 
même  cause  d'exception  se  rencontrerait  si  l'on  partait  de  la  définition  donnée 
n°  71  pour  les  surfaces  coniques,  parce  qu'alors  une  des  directrices  de  la  droite 
mobile  serait  le  point  unique,  nommé  sommet  du  cône,  et  qu'une  telle  directrice 
n'est  plus  susceptible  d'avoir  une  tangente. 

Une  circonstance  analogue  se  présente  dans  les  surfaces  de  révolution,  dont  la 
méridienne  coupe  l'axe  sous  un  angle  o6/£/5  ou  aigu,  ou  même  nul  :  au  point  d'une 
telle  surface  qui  est  situé  sur  l'axe  de  révolution,  il  n'y  a  plus  de  plan  tangent;  et  les 
tangentes  aux  diverses  positions  du  méridien  forment,  au  contraire,  un  cône  droit. 
C'est  ce  qu'on  reconnaîtra  en  faisant  tourner  un  cercle  autour  d'une  de  ses  cordes. 

98.  II  est  très-important  d'observer  que  la  définition  du  plan  tangent  donnée 
n*^  9o  n'exige  pas  du  tout  que  ce  plan  n'ait  qu'u/i  seul  point  de  commun  avec  la  sur- 
face. Cela  arrive,  il  est  vrai,  dans  les  surfaces  entièrement  convexes;  mais,  dans 
d'autres  cas,  le  plan  tangent  peut  rencontrer  la  surface  en  divers  points,  et  même 
la  couper  suivant  une  courbe  qui  passe  par  le  point  de  contact,  comme  nous  en 
verrons  dès  exemples  dans  le  tore  (n^  138)  et  dans  les  surfaces  gauches.  Cette  cir- 
constance n'empêchera  pas  que  ce  plan  ne  renferme  les  tangentes  à  toutes  les 
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courbes  tracées  sur  la  surface  par  le  point  en  question»  et  par  conséquent  il  tour- 
chera  réellement  la  surface  en  cet  endroit;  tandis  que  dans  les  autres  points  qu'il 
aura  de  communs  avec  elle,  il  sera  généralement  sécant. 

99.  Il  existe  néanmoins  certains  genres  de  surfaces  oii  le  plan  qui  est  tangent  dans 
un  point,  se  trouve  nécessairement  tangent  tout  le  long  d'une  droite.  Considérons, 
en  effet,  le  cylindre  ABC  [fig.  32 )  à  base  quelconque;  si,  par  la  génératrice  AB  et 
la  tangente  BT  à  la  base,  on  mène  un  plan,  je  dis  que  non-seulement  ce  plan  con- 
tiendra les  tangentes  aux  diverses  courbes  que  Ton  voudra  tracer  sur  la  surface  par 
le  point  B  (ce  qui  résulterait  déjà  du  théorème  démontré  n*^  95),  mais  qu'il  renfer- 
mera aussi  les  tangentes  à  toutes  les  autres  courbes  que  Ton  tracerait  sur  le 
cylindre,  par  les  divers  points  de  la  génératrice  AB;  et  pour  justifier  cette  asser- 
tion, il  suffira  de  faire  voir  que  le  plan  ABT  renferme  la  tangente  MV  à  la  courbe 
quelconque  MX.  Or,  si  par  AB  et  un  point  D  voisin  de  B,  je  mène  le  plan  ABR,  il 
coupera  évidemment  le  cylindre  suivant  une  droite  DE  parallèle  à  AB,  et  la  courbe 
MX  en  un  point  6  situé  sur  DE;  de  sorte  que  ce  plan  contiendra  les  deux  sécantes 
BDR  et  MGS.  Maintenant,  faisons-le  tourner  autour  de  AB  de  manière  que  le  point 
D  se  rapproche  de  B;  les  points  de  section  D  et  G  vont  changer  sur  les  courbes,  mais 
ils  se  trouveront  toujours  ensemble  sur  une  droite  mobile,  constamment  parallèle  à 
AB;  donc,  quand  Tun  de  ces  points  D  sera  confondu  avec  B,  au  même  instant  l'autre 
point  G  coïncidera  avec  M;  c'est-à-dire  que,  quand  le  plan  mobile  aura  pris  la 
position  ABT,  la  sécante  variable  MGS,  toujours  située  dans  ce  plan,  sera  devenue  la 
tangente  MV.  Ainsi  cette  dernière  droite  est  renfermée  dans  le  plan  ABT. 

Concluons  de  là  que,  lorsqu'un  plan  touche  un  cjlindre  en  un  point  quelconque^  il 
est  nécessairement  tangent  tout  le  long  de  la  génératrice  rectiligne  qui  passe  par  le  point 
de  contact. 

100.  Dans  les  surfaces  coniques,  le  plan  tangent  jouit  aussi  de  cette  propriété,  et 
elle  se  démontrera  d'une  manière  analogue,  en  observant  qu'alors  les  points  de 
section  D  et  G  sont  situés  constamment  sur  une  même  droite  variable,  mais  qui 
rencontre  toujours  AB  au  sommet  du  cône.  Enfin,  nous  verrons  plus  loin  que  cette 
même  propriété  subsiste  également  dans  une  classe  de  surfaces  nommées  déçehp- 
pables,  et  dont  les  cylindres  et  les  cônes  ne  sont  que  des  genres  particuliers. 

101.  Toutefois  ce  serait  une  erreur  de  croire  que  ce  contact  du  plan  tangent, 
tout  le  long  d'une  droite,  tient  à  ce  que  les  surfaces  dont  nous  venons  de  parler  ad- 
mettent des  génératrices  rectilignes;  car  nous  rencontrerons  bientôt  des  surfaces 
engendréesaussi  par  une  droite,  et  nommées  gauches,  dans  lesquelles  le  plan  tangent 
ne  satisfait  aux  conditions  du  véritable  contact  que  pour  un  seul  point,  quoiqu'il 
contienne  toute  une  droite  de  la  surface  {voyez  n*^  142  et  154). 

102.  Le  théorème  démontré  n®  99  offre  une  conséquence  importante  que  nous 
aurons  souvent  besoin  d'invoquer  par  la  suite  :  c'est  que,  quand  on  projette  sur  un 
plan  une  courbe  MX  et  sa  tangente  M V  (^g-  3  a  ) ,  /e^  projections  de  ces  deux  lignes  sont 
elles-mêmes  tangentes  tune  à  l'autre.  En  effet,  pour  projeter  la  courbe  MX,  il  faudra 
(n^  4)  imaginer  un  cylindre  MBCX  passant  par  cette  ligne  et  perpendiculaire  au 
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plan  donné,  qu'il  coupera  suivant  une  courbe  BC  qui  sera  la  projection  de  MX.  En- 
suite, pour  projeter  la  droite  MV,  il  faudra  mener  le  plan  VMB,  lequel  étant  évidem- 
ment tangent  au  cylindre  en  M,  devra  l'être  aussi  (n*^  99)  en  B;  et  par  conséquent 
il  renfermera  la  tangente  BT  de  la  base  BC.  Donc  cette  tangente  se  trouvera  l'inter- 
section du  plan  projetant  avec  le  plan  de  cette  base,  et  elle  sera  ainsi  la  projection  deMY • 
La  même. conséquence  subsisterait  encore,  si  l'on  projetait  la  courbe  et  sa  tan- 
gente par  des  droites  obliques  au  plan  donné,  mais  toujours  parallèles  entre  elles. 

103.  En  résumant  ce  qui  a  été  dit  sur  les  plans  tangents,  on  doit  en  conclure  que, 
pour  construire  le  plan  qui  toucbe  une  surface  quelconque  dans  un  point  donné,  il 
suffira  dorénavent  de  chercher  les  tangentes  à  deux  courbes  tracées  sur  la  surface  par 
le  point  dont  il  s'agit,  en  préférant  dans  chaque  exemple  celles  qui  offriront  plus  de 
facilité;  puis,  de  faire  passer  un  plan  par  ces  deux  tangentes,  ce  qu'on  exécutera 
comme  au  n^  22.  Nous  donnerons  bientôt  divers  exemples  de  ces  constructions. 

Lorsque,  par  le  point  donné,  il  passera  une  droite  située  tout  entière  surlasurfacc^ 
cette  droite  sera  elle-même  sa  propre  tangente;  dès  lors  elle  devra  se  trouver  con- 
tenue dans  le  plan  tangent,  et  pourra  être  employée  à  construire  ce  plan;  mais  il  ne 
faudra  pas  en  conclure  toujours  que  ce  plan  touche  la  surface  tout  le  long  de  cette 
droite  (n^  101). 

104.  Z>anoD72a/^  à  une  surface  est  la  droite  perpendiculaire  au  plan  tangent,  et 
menée  par  le  point  de  contact  de  ce  plan.  Cette  normale  se  construira  donc  aisément 
(n^  53),  quand  on  aura  déterminé  les  traces  du  plan  qui  touche  la  surface  au  point 
en  question. 

105.  Contour  apparent  d'un  corps  :  on  appelle  ainsi  la  ligne  qui,  sur  la  surface 
du  corps,  sépare  les  parties  visibles  pour  l'observateur  d'avec  celles  qu'il  ne  peut 
apercevoir.  Soit  donc  0  [fig.  33)  la  position  qu'occupe  l'œil  du  spectateur  :  imagi- 
nons tous  les  plans  qu'il  est  possible  de  mener  par  ce  point  tangentiellement  à  la 
surface  proposée  ;  ils  toucheront  celle-ci  suivant  des  points  A,  B,  C,...,  qui  forme- 
ront une  courbe  k  laquelle  aboutiront  tous  les  rayons  visuels  OA,  OB,  OC,...,  tan- 
gents à  la  surface;  ainsi  cette  ligne  ABCD  sera  la  limite  de  la  portion  que  peut  aper- 
cevoir l'observateur  placé  en  0.  Mais  ce  contour  apparent  changerait  de  forme  et 
de  position  si  le  point  de  vue  se  déplaçait  :  que  celui-ci  soit  transporté  en  0',  par 
exemple,  et  le  contour  apparent  deviendra  A'B'C'D'.  Il  faudrait  donc  assigner,  dans 
chaque  cas,  la  position  du  point  de  vue;  puis  déterminer  en  conséquence  le  contour 
apparent,  ce  qui  donnerait  lieu  à  des  opérations  graphiques  que  nous  apprendrons, 
il  est  vrai,  k  exécuter  dans  la  perspective,  mais  qui  compliqueraient  inutilement  ici 
nos  dessins.  Au  lieu  que  si  nous  conservons  l'hypothèse  déjà  admise  n^  16,  et 
d'après  laquelle  le  point  de  vue,  dans  toute  projection  horizontale,  est  censé  à  une  dis- 
tance infinie  sur  la  verticale  00'  passant  par  un  quelconque  des  points  de  l'objet,  alors 
les  plans  tangents  dont  les  points  de  contact  avec  la  surface  faisaient  connaître  la 
courbe  ABC,...,  deviendront  tous  verticaux^  et  leur  détermination  sera  plus  facile; 
ou  plutôt,  elle  s'effectuera  ordinairement  d'une  manière  très-simple,  comme  nous  le 
reconnaîtrons  dans  les  épures  suivantes. 

Géométrie  LeroY,  7 
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lOfJ.  II  résulte  de  là  que  le  contour  apparent  d'une  surface  projetée  sur  le  plan 
HORIZONTAL  s'obtient  en  cherchant  les  points  de  contact  de  tous  les  plans  tangents  qui 

50n/ VERTICAUX. 

Quant  à  la  projection  verticale  de  cette  même  surface,  elle  a  son  point  de  vue  par- 
ticulier, qui  est  censé  (n^  16)  à  une  distance  infinie  sur  une peipendicidaire  au  plan 
vertical;  d'où  il  suit  que  le  contour  apparent*  relatif  à  cette  projection,  ne  sera  pas 
le  même  que  pour  le  plan  horizontal,  mais  il  s'obtiendra  en  cherchant  les  points  de 
contact  de  la  surface  avec  tous  les  plans  tangents  qui  sont  perpendiculaires  au  plan 

VERTICAL. 

107.  Nous  pouvons  maintenant  compléter  les  règles  que  nous  avons  indiquées 
n^  15  et  16,  pour  la  ponctuation  des  lignes  principales.  Car  il  suit  de  ce  qui  pré- 
cède que  les  lignes  ou  portions  de  lignes  qui,  sur  une  surface  quelconque,  se  trou- 
veront oa-cfes^M^  A/ contour  a/po/Ten/ relatif  a  la  projection  hovizoniiûe ^  seront  seules 
visibles  sur  cette  projection;  et  quant  au  plan  vertical,  les  seules  parties  visibles  seront 
celles  qui  se  trouveront  en  aidant  du  contour  apparent  relatif  à  ce  dernier  plan.  Mais 
on  ne  devra  pas  oublier  qu'une  même  ligne  pourra  être  visible  dans  une  des  pro- 
jections et  invisible  dans  l'autre,  puisque  le  point  de  vue  est  différent  pour  les 
deux  cas  :  de  sorte  qu'il  faudra,  sur  chaque  plan,  employer  avec  discernement  les 
deux  modes  de  ponctuation  que  nous  avons  assignés  pour  les  lignes  principales,  en 
se  rappelant  toujours  que  les  distinctions  précédentes  ne  s'appliquent  pas  aux 
lignes  auxiliaires  (n**  15,  3^). 

108.  En  outre,  toutes  les  fois  que  dans  une  épure  il  entrera  un  plan  indéfini^ 
tangent  ou  sécant,  nous  ne  le  regarderons  pas  comme  existant  réellement^  mais  nous 
supposerons  qu'on  a  voulu  seulement  donner  ou  trouver  ses  traces.  Car,  autrement, 
ce  plan  cacherait  presque  toujours  une  grande  partie  ou  la  totalité  de  la  surface,  ce 
qui  aurait  le  grave  inconvénient  de  ne  plus  laisser  distinguer  sur  cette  surface, 
objet  principal  de  l'épure,  les  parties  supérieures  ou  antérieures  d'avec  les  parties 
opposées  :  de  sorte  que  la  forme  des  objets  serait  moins  nettement  accusée  par  le 
dessin  graphique.  Cette  restriction  devra  donc  toujours  être  sous-entendue  doréna- 
vant, sans  que  nous  ayons  besoin  de  la  rappeler  chaque  fois  ;  mais  elle  ne  s'applique 
pas  à  un  plan  limité^  tel  qu'une  face  de  polyèdre. 


CHAPITRE  III. 

DES   PLANS  TANGENTS   AUX   CYL1^DRES   ET    AUX   CONES. 

109.  Par  un  point  donné  sur  la  surface  d'un  cylindre  quelconque,  on  propose  de 
lui  mener  un  plan  tangent. 

Soit  AECG  {fig.  39)  la  directrice  du  cylindre,  que  nous  supposons  située  dans 
le  plan  horizontal,  et  quoique  cette  ligne  se  trouve  ici  un  cercle^  la  méthode  sera 
générale  et  applicable  à  toute  autre  courbe;  soit  aussi  {ab,  a'b')  la  droite  à  laquelle 
la  génératrice  rectiligne  doit  rester  constamment  parallèle,  en  glissant  sur  AECG« 
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Nous  commencerons  par  déterminer  le  contour  apparent  de  la  sur&ce  qui,  sur  le 
plan  horizontal,  sera  donné  (n^  106)  par  les  points  de  contact  de  tous  les  plans  tan- 
gents verticaux.  Or  chaque  plan  de  ce  genre  renfermera  une  arête  (*)  du  cylindre, 
et  aura  pour  trace  horizontale  la  projection  même  de  cette  droite,  c'est-à-dire  une 
parallèle  à  aft;  de  plus,  ce  plan  touchera  le  cylindre  tout  le  long  de  cette  généra- 
trice(n®99),  eî  p^r  conséquent  sa  tnice  devra  être  tangente  à  la  base  AECG.  Donc,  si 
Ton  mène  à  cette  courbe  les  tangentes  AB  et  CD  parallèles  à  ab,  ce  seront  les  traces 
de  deux  plans  tangents  verticaux  qui  toucheront  le  cylindre  suivant  les  génératrices 
projetées  horizontalement  sur  AB  et  CD  ;  et  conséquemment  les  projections  verti- 
cales de  ces  génératrices  seront  les  droites  A'B'  et  CD'  menées  parallèlement  a  a' 6'. 
Ainsi,  les  deux  lignes  (  AB,  A'B')  et  (CD,  CD')  formeront  le  contour  apparent  du 
cylindre  sur  le  plan  horizontal  ;  et  toute  arête  de  cette  surface  qui  sera  au-des^ 
sous  de  ces  droites,  c'est-à-dire  qui  aboutira  sur  le  demi-cercle  AGC,  sera  iwi- 
sible  en  projection  horizontale. 

Quant  au  contour  apparent  sur  le  plan  vertical,  il  sera  fourni  (n°  106)  par  les 
plans  tangents  qui  seront  perpendiculaires  à  ce  plan  de  projection;  leurs  traces 
horizontales  devront  donc  être  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre^  et  comme  ci- 
dessus  tangentes  à  la  base  AECG;  par  conséquent  ces  traces  seront  EE'  et  GG'.  En- 
suite, comme  ces  plans  toucheront  nécessairement  le  cylindre  suivant  les  généra- 
trices qui  aboutissent  aux  points  de  contact  E  et  G,  et  qui  sont  évidemment  projetées 
sur  (EF,  E'F')  et  (GH,  G' H'),  il  s'ensuit  que  ces  deux  génératrices  formeront  le 
contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  vertical;  de- sorte  que  toute  arête  qui  se 
trouvera  en  arrière  de  ces  droites,  ou  qui  aboutira  sur  le  demi-cercle  EAG,  sera 
invisible  en  projection  verticale. 

110.  Maintenant,  résolvons  le  problème  proposé,  en  supposant  que  M  soit  la  pro- 
jection horizontale  du  point  donné;  et  puisqu'il  doit  être  sur  la  surface,  il  ne  faudra 
Tpas  choisir  arbitrairement  la  seconde  projection  de  ce  point,  car  celle-ci  va  résulter 
de  la  première.  En  effet,  par  le  point  en  question  sur  le  cylindre,  il  passe  nécessaire- 
ment une  génératrice  qui  sera  projetée  horizontalement  suivant  ML  parallèles  ab\ 
or  ML  allant  rencontrer  la  base  du  cylindre  en  L,  ce  point  doit  être  la  trace  horizon- 
tale de  cette  génératrice,  dont  la  projection  verticale  sera  par  conséquent  L'K' 
parallèle  à  a' 6';  ainsi,  c'est  sur  cette  droite  L'K'  qu'il  faut  rapporter  le  point  M  par 
une  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  pour  obtenir  la  seconde  projection  M' 
du  point  assigné  sur  Le  cylindre. 


(*)  Quelquefois,  pour  simplifier  le  langage,  nous  appellerons  arêtes  d'un  cylindre  ou  d'un  cône,  les  di- 
verses positions  de  la  génératrice  rectiligne  ;  mais  il  ne  faut  jamais  donner  à  ces  droites  le  nom  A'élénients^ 
car  les  éléments  d'une  grandeur  doivent  toujours  être  homogènes  avec  elle  :  ainsi  les  éléments  d'une  sur- 
face sont  d'autres  petites  surfaces  dont  la  somme  compose  la  surface  en  question.  D'ailleurs,  nous  aurons 
besoin  plus  tard  (n°  159]  d'employer  en  mot  ^'élément  dans  sa  véritable  acception,  et  alors  il  résulterait  de 
ce  double  sens  une  confusion  d'idées  très-nuisible  dans  la  théorie  des  surfaces  gauches.  Nous  emploierons 
aussi  quelquefois  le  nom  de  base  pour  désigner  la  directrice  d'un  cylindre  ou  d'un  cône,  surtout  quand  cette 
courbe  se  trouvera  située  dans  le  plan  horizontal. 
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Cependant  il  existe  ici  une  autre  solution;  car  la  droite  ML  allant  couper  la 
base  en  deux  points  L  et  V,  on  peut  dire  que  V  est  la  trace  d'une  autre  arête  pro- 
jetée également  sur  MV,  mais  dont  la  projection  verticale  sera  V'K";  de  sorte  que 
si  Ton  rapporte  le  point  M  sur  cette  dernière  droite  en  M'',  il  y  aura  sur  le  cylindre 
un  second  point  (M,.M")  qui  sera,  comme  le  premier  (M,  M'),  projeté  horizontale- 
ment en  M. 

m.  Cela  posé,  construisons  le  plan  tangent  pour  le  point  (M,  M')  [fig.  Sq).  Ce 
plan  renfermera  la  génératrice  (ML,  M'L'),  et  par  conséquent  sa  trace  passera  par  le 
pied  L  de  cette  droite;  puis,  comme  il  doit  toucher  le  cylindre  tout  le  long  de  cette 
génératrice  (n**  99),  il  contiendra  nécessairement  la  tangente  de  la  base  au  point  L, 
c'est-à-dire  la  ligne  LQ,  qui  sera  précisément  la  trace  horizontale  du  plan  demandé. 
Pour  obtenir  l'autre  trace,  on  cherchera  le  point  K'  où  la  droite  (ML,  M'L')  con- 
tenue dans  ce  plan,  va  percer  le  plan  vertical,  et  QK'  sera  la  trace  verticale  du  plan 
tangent.  Mais  s'il  arrive,  comme  dans  notre  épure,  que  la  trace  PQ  aille  couper  la 
ligne  de  terre  à  une  distance  trop  considérable,  on  imaginera  par  le  point  (M,  M') 
une  droite  auxiliaire  qui  soit  parallèle  à  la  trace  horizontale  LQ,  et  dont  les  projec- 
tions seront  évidemment  MX  parallèle  à  QL,  et  M' X' parallèle  à  la  ligne  de  terre; 
puis,  en  construisant  le  point  X'  où  cette  auxiliaire  va  percer  le  plan  vertical,  ce 
point  devra  appartenir  encore  à  la  trace  verticale  du  plan  tangent,  laquelle  sera  X'K'. 
Dans  tous  les  cas,  ce  moyen  est  bon  à  employer  comme  vérification. 

Quant  au  plan  tangent  relatif  au  point  (M,  M"),  on  observera  que  la  génératrice 
de  contact  est  ici  projetée  sur  MV,  M"V';  donc,  en  menant  par  le  pied  V  de  cette 
droite  une  tangente  YS  à  la  base  du  cylindre,  ce  sera  la  trace  horizontale  de  ce 
nouveau  plan  tangent.  La  trace  verticale  SK"  se  déterminera,  comme  ci-dessus, 
en  cherchant  le  point  K''  où  la  génératrice  de  contact  va  percer  le  plan  vertical; 
ou  bien,  on  aura  recours  encore  à  l'horizontale  (MY,  M" Y'),  qui  fournira  un 
troisième  point  Y'  de  cette  trace. 

112.  Observons  d'ailleurs  que  les  deux  plans  tangents  PQR' et  PSR',  que  nous 
venons  de  construire,  renferment  deux  génératrices  du  cylindre  qui  sont  parallèles 
entre  elles;  donc  ces  plans  ne  pourront  se  couper  que  suivant  une  droite  parallèle 
à  ces  génératrices.  Par  conséquent,  si  l'on  construit  comme  au  n°  27  l'intersec- 
tion (PR,  FR')  de  ces  deux  plans,  cette  droite  devra  se  trouver  exactement  paral- 
lèle à  {ahy  a'h')y  ce  qui  fournira  une  nouvelle  vérification  des  opérations  graphiques 
antérieures. 

113.  D'après  les  motifs  exposés  n**  108,  nous  nous  sommes  proposé,  dans  l'épure 
actuelle,  de  construire  seulement  les  traces  des  plans  tangents,  sans  regarder  ceux-ci 
comme  réellement  existants;  mais,  puisque  ces  traces  subsistent,  il  Î2L\xAv2i ponctuer 
les  parties  de  ces  lignes  qui  se  trouvent  cachées  par  la  projection  du  cylindre  sur  le 
plan  horizontal  et  sur  le  plan  vertical.  Quant  aux  diverses  arêtes  du  cylindre,  nous 
aurions  pu  pointiller  celles  d'entre  elles  qui  nous  avaient  servi  de  lignes  auxi-- 
liaires  pour  arriver  aux  plans  tangents;  mais  nous  avons  préféré  de  regarder  toutes 
ces  droites  comme  autant  de  génératrices  réellement  existantes,  et  dont  l'ensemble 
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accuse  mieux  la  forme  de  la  surface;  dès  lors  elles  ont  dû  être -marquées  par  un 
trait  jofem  ou  ponctué,  selon  qu'elles  pétaient  visibles  ou  invisibles;  distinction  qui 
s'effectuera  d'après  les  règles  énoncées  aux  n***  107  et  109. 

114.  Si  Ton  veut  construire  la  courbe  suivant  laquelle  le  cylindre  va  pénétrer  le 
plan  vertical,  il  suffira  de  chercher  les  traces  de  diverses  génératrices  de  cette  surface, 
et  Ton  obtiendra  ainsi  la  ligne  FK'D'H'K"B'  qui,  dans  l'exemple  actuel,  sera  une 
ellipse;  elle  devra  toucher  aux  points  K',  K",  les  traces  des  deux  plans  tangents, 
puisque  ceux-ci  renferment  (n**  99)  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  situées 
sur  le  cylindre,  et  menées  par  les  divers  points  de  leur  arête  de  contact.  Pour 
obtenir  les  points  le  plus  haut  et  le  plus  bas  de  la  courbe  F'K'D'H'. . .,  il  suffira  de 
construire  les  deux  génératrices  qui  répondent  aux  points  de  la  base  T  et  /  dans 
lesquels  la  tangente  est  parallèle  à  la  Ugne  de  terre.  Car,  pour  chacune  de  ces  géné- 
ratrices, par  exemple  (TU,  T'U'),  le  plan  tangent  correspondant  coupera  le  plan 
vertical  suivant  une  droite  nécessairement  parallèle  à  cette  ligne  de  terre,  et  con- 
séquemment  horizontale  ;  d'ailleurs  cette  intersection  devant  toucher  évidemment 
la  courbe  F'K'D'H'. . .,  il  s'ensuit  que  le  point  U'  est  bien  celui  où  la  tangente  est 
horizontale.  Observons,  en  outre,  que  cette  conséquence  est  vraie  pour  un  cylindre 
quelconque,  quand  même  sa  base  serait  toute  autre  courbe  qu'un  cercle. 

115.  Cas  où  la  directrice  est  une  courbe  donnée  dans  l'espace,  et  définie  par  ses 
deux  projections  que  nous  désignerons  par  œ  et  a/,  sans  tracer  la  figure.  Pour 
résoudre  le  problème  directement,  on  pourrait,  comme  au  n°  1 10,  mener  par  le 
point  M,  et  parallèlement  à  ab,  une  droite  qui  rencontrerait  la  courbe  x  en  un 
point  L;  puis,  en  projetant  sur  a?'  ce  point  L  en  L',  on  tirerait  par  ce  dernier  une  pa- 
rallèle k  a' 6',  sur  laquelle  on  projetterait  le  point  M  en  M',  ce  qui  sichèverait  la  déter- 
mination du  point  de  contact.  Ensuite,  on  construirait  la  tangente  de  la  directrice 
pour  le  point  (L,  L'),  et  l'on  ferait  passer  le  plan  tangent  par  cette  tangente  et 
par  la  génératrice  (LM,  L'M').  Mais  il  est  ordinairement  plus  simple  de  mener  par 
divers  points  de  la  directrice  {x,  a/ )  des  parallèles  à  la  droite  (a6,  a'b');  et  en  cher  - 
chant  les  traces  horizontales  de  toutes  ces  génératrices,  on  obtient  des  points  assez 
rapprochés  pour  pouvoir  être  réunis  par  un  trait  continu,  ce  qui  fournit  la  base  AELG 
du  cylindre  sur  le  plan  horizontal,  et  nous  ramène  aux  données  de  layf^.  39. 

1 16.  Mener  un  plan  tangent  à  un  cylindre  par  un  point  donné  hors  de  cette  surface. 
Conservons  pour  le  cylindre  les  mêmes  données  que  précédemment,  et  soit 

(N,  N')  {/ig,  39)  le  point  assigné  dans  l'espace;  nous  mènerons  par  ce  point,  et 
parallèlement  aux  génératrices,  une  droite  (NP,  N'P')  qui  devra  évidemment  se 
trouver  contenue  tout  entière  dans  le  plan  tangent  cherché,  puisque  celui-ci,  quel 
qu'il  soit,  renfermera  une  arête  du  cylindre.  Donc,  en  construisant  la  trace  hori- 
zontale P  de  cette  droite,  on  obtiendra  un  point  de  la  trace  du  plan  demandé;  et 
celle-ci,  devant  toucher  la  base  du  cylindre  (n^  99),  sera  l'une  des  tangentes  PLQ 
et  PYS  que  l'on  peut  mener  à  cette  base  par  le  point  P.  Il  y  aura  donc  deux  plans 
qui  résoudront  le  problème,  et  leurs  traces  verticales  s'obtiendront  aisément,  puis- 
que chacun  de  ces  plans  renfermera  la  droite  (PN,  FN')  et  l'arête  qui  part  du  point 
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de  contact  L  ou  V  (*).  D'ailleurs  on  pourrait  aussi,  comme  au  n°  111,  imaginer  par 
le  point  donné  (N,  N')  une  horizontale  située  dans  l'un  ou  l'autre  des  plans  tangents, 
et  construire  la  trace  verticale  de  cette  droite. 

/  117.  Trouver  un  plan  qui  soit  tangent  à  un  cylindre^  et  parallèle  à  une  droite 

donnée. 

Soient  AECG  (Jig.  4o)  la  base  du  cylindre  sur  le  plan  horizontal,  et  (EF,  ET') 
une  des  génératrices  :  on  construira  le  contour  apparent  de  cette  surface  sur  les  deux 
plans  fixes  comme  au  n°.  109;  puis,  si  l'on  représente  par  (mn,  m'n')  la  droite  don- 
née, il  faudra,  par  un  point  de  cette  ligne,  mener  une  parallèle  {ma^  rrid)  aux  géné- 
ratrices du  cylindre,  et  faire  passer  un  plan  par  ces  deux  droites.  Ce  plan,  qui  aura 
pour  trace  horizontale  an,  devra  se  trouver  parallèle  au  plan  tangent  cherché, 
puisque  ce  dernier  renferme  une  arête  du  cylindre,  et  se  trouve  ainsi  parallèle  aux 
deux  droites  projetées  sur  ma  et  mn;  donc  la  trace  de  ce  plan  tangent  sera  l'une  des 
deux  tangentes  PQ  ou  TS  menées  k  la  base  parallèlement  à  an.  Par  conséquent,  il  y 
aura  encore  deux  solutions,  et  les  traces  verticales  QR',  SV  s'obtiendront  facilement 
au  moyen  des  arêtes  de  contact  qui  seront  (PR,  P'R')  pour  l'un  des  plans,  et  (TV, 
T'V)  pour  l'autre.  Ici  les  deux  plans  tangents  seront  évidemment  parallèles  entre 
eux,  et,  par  suite»  leurs  traces  verticales  devront  aussi  se  trouver  parallèles  l'une 
à  l'autre. 

118.  Observons,  en  terminant  ces  problèmes  sur  les  cylindres,  qu'on  ne  pourrait 
pas  exiger  qu^un  plan  fût  tangent  à  une  telle  surface  et  passât  en  même  temps  par 
une  droite  donnée.  Car,  par  cela  seul  qu'un  plan  touche  un  cylindre  en  un  point,  il 
est,  comme  on  l'a  vu  n^  99,  nécessairement  tangent  tout  le  long  de  la  génératrice 
qui  passe  par  ce  point;  de  sorte  que  cette  première  condition  en  renferme  implicite- 
ment deux,  d'après  lesquelles  le  plan  cherché  doit  jouir  du  contact  en  deux  points 
de  la  surface  :  puis,  si  l'on  y  joint  l'obligation  de  passer  encore  par  une  droite  ou  par 
deux  points  donnés  en  dehors,  cela  formera  quatre  conditions  distinctes,  tandis  que 
trois  suffisent  pour  déterminer  la  position  d'un  plan.  Cependant,  si  la  droite  donnée 
était  parallèle  aux  arêtes  du  cylindre,  cela  reviendrait  k  n'assigner  qu'un  seul  point 
extérieur,  et  le  problème  rentrerait  dans  celui  du  n**  116. 

119.  Par  un  point  donné  sur  une  surface  conique^  on  propose  de  bu  mener  un  plan 
tangent. 

Soient  ABCD  {fig.  ki)\^  courbe  directrice  que  nous  supposons  située  dans  le  plan 
horizontal,  et  (S,  S')  le  sommet  du  cône;  nous. commencerons  par  déterminer  le 
contour  apparent  de  cette  surface  sur  le  plan  horizontal,  en  cherchant  (n^  106) 
tous  les  plans  tangents  qui  peuvent  être  verticaux.  Or,  un  tel  plan  ayant  pour  trace 
horizontale  la  projection  même  de  la  génératrice  qu'il  renferme,  cette  trace  passera 

(*)  Il  arrive  ici  que  les  points  de  coatact  L  et  Y  sout  sur  une  même  parallèle  à  la  droite  aby  parce  que 
nous  avons  voulu  faire  servir  la  figure  du  problème  précédent;  mais  lorsqu'on  prendra  le  point  (N>  N') 
tout  à  fait  arbitrairement,  cette  circonstance  n*aura  pas  lieu  en  général,  et  du  reste  cela  ne  changera  rien 
aux  raisonnements  qui  nous  ont  servi  à  résoudre  le  problème  actuel. 
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par  le  point  S;  puis»  comme  elle  doit  toucher  la  base,  attendu  qu'ici  encore  le  con- 
tact du  plan  tangent  a  lieu  (n**  100)  tout  le  long  d'une  génératrice,  on  en  conclura 
que  les  tangentes  SA  et  SB,  menées  du  point  S,  sont  les  traces  des  plans  tangents 
verticaux,  et  que  ceux-ci  touchent  le  cône  suivant  les  deux  arêtes  (SA,  S'A')  et 
(SB,  S'B'),  lesquelles  forment  le  contour  apparent  de  la  surface  conique  relative- 
ment au  plan  horizontal.  De  sorte  que  toute  génératrice  qui  sera  au-dessous  de 
celles-lk,  c'est-à-dire  qui  aboutira  dans  la  portion  ADB  de  la  base,  se  trouvera  mw- 
sible  sur  le  plan  horizontal. 

Quant  au  contour  apparent  sur  le  plan  vertical,  il  sera  donné  par  les  plans  tan- 
gents au  cône  qui  se  trouveront  perpendiculaires  à  ce  plan  de  projection  (n"*  106)  ; 
ainsi  les  traces  horizontales  de  ces  plans,  devant  être  perpendiculaires  à  la  ligne  de 
terre  et  tangentes  (n^  100)  à  la  base  ABCD,  seront  les  droites  CC  et  DD'.  Quant  aux 
traces  verticales,  elles  passeront  nécessairement  par  la  projection  S'  du  sommet,  et 
seront  les  droites  C'S'etD'S'.  D'ailleurs,  puisque  ces  plans  toucheront  évidemment 
le  cône  suivant  les  génératrices  (CS,  CS')  et  (DS,  D'S'),  il  s'ensuit  que  ces  deux 
droites  formeront  le  contour  apparent  de  la  surface  projetée  sur  le  plan  vertical  ;  et, 
par  conséquent,  toute  arête  qui  se  trouvera  en  arrière  de  ces  droites,  ou  qui  aboutira 
dans  la  portion  CAD  de  la  base,  sera  invisible  en  projection  verticale. 

120.  Revenons  maintenant  au  problème  primitif,  et  supposons  que  M  soit  la 
projection  horizontale  du  point  donné.  L'autre  projection  ne  doit  pas  être  prise  arbi- 
trairement; car,  puisque  le  point  en  question  appartient  à  la  surface,  il  doit  se 
trouver  sur  une  certaine  génératrice  qui  ne  peut  être  projetée  horizontalement  que 
suivant  SM  :  cette  droite  aura  donc  pour  trace  horizontale  le  point  E  ou  le  point  G, 
et  dès  lors  sa  projection  verticale  sera  S'E'  ou  S' G'.  Donc,  si  l'on  y  rapporte  la  pro- 
jection M  par  une  perpendiculaire  k  la  ligne  de  terre,  on  obtiendra  pour  le  point 
assigné  les  deux  solutions  (M,  M')  et  (M,  M"). 

121.  [Fig.  4i.)  Cela  posé,  construisons  le  plan  tangent  pour  le  premier  de  ces 
deux  points.  Ce  plan  renfermera  la  génératrice  (SE,  S'E')  et  touchera  le  cône  tout 
le  long  de  cette  droite  (n**  100);  par  conséquent,  il  aura  pour  trace  horizontale  la 
tangente  PEQ  de  la  base.  Quant  k  sa  trace  verticale,  elle  devra  passer  par  le  point 
(F,  F')  où  l'arête  de  contact  va  percer  le  plan  vertical,  et  par  le  point  Q  où  la 
trace  PE  irait  couper  la  ligne  de  terre  :  mais  comme  ce  point  Q  se  trouve  ici  hors 
du  cadre,  on  y  suppléera  en  imaginant,  par  le  point  (M,  M')  et  dans  le  plan  tan- 
gent cherché,  une  horizontale  (MX,  M'X')  qui  va  percer  le  plan  vertical  en  X',  et 
fournit  ainsi  un  nouveau  point  de  la  trace  demandée  QX'F'. 

De  même,  pour  le  point  (M,  M*')  l'arête  de  contact  étant  (SG,  S'G'),  la  tan- 
gente GV  sera  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  actuel;  et  sa  trace  verticale  VF'' 
se  déterminera  en  cherchant  le  point  F"  où  l'arête  de  contact  (GS,  G' S')  va  percer 
le  plan  vertical  :  ou  bien,  comme  précédemment,  on  se  servira  d'une  horizontale 
(MY,  WY)  située  dans  le  plan  tangent  qui  nous  occupe. 

122.  Observons  ici  que  les  deux  plans  tangents  que  nous  venons  de  déterminer, 
renfermant  chacun  une  génératrice  du  cône,  passeront  tous  les  deux  par  le  «om- 
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met  (S,  S');  d'où  il  résulte  que  si  Ton  construit  (n®  27)  leur  intersection  qui  est 
projetée  suivant  PR  et  P'R',  il  devra  arriver  que  la  première  de  ces  lignes  passe 
par  S  et  Tautre  par  S',  ce  qui  fournira  une  vérification  des  constructions  antérieures. 
D'ailleurs  les  traces  verticales  devront  toucher  en  F'  et  P  la  courbe  suivant  laquelle 
le  cône  est  coupé  par  le  plan  vertical,  courbe  qui  se  construira  en  cherchant  les 
points  où  les  diverses  génératrices  vont  percer  ce  plan  de  projection. 

123.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  conique^  par  un  point  donné  au  dehors. 

[Fig.l^i.)  Soient  encore  ABC  la  base  du  cône  et  (S,  S')  le  sommet;  on  détermi- 
nera, comme  ci-dessus,  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  chacun  des  plans 
fixes,  et  nous  représenterons  par  (N,  N')  le  point  assigné  dans  l'espace.  Le  plan 
tangent  que  l'on  cherche,  devant  contenir  une  génératrice,  passera  par  le  sommet 
(S,  S"),  et,  par  suite,  il  renfermera  la  droite  (SN,  S'N');  donc,  en  cherchant  le  pied 
(P,  P')  de  cette  droite,  et  en  menant  à  la  base  les  tangentes  PEQ,  PCY,"  céderont  les 
traces  horizontales  des  deux  plans  tangents  qui  satisfont  à  la  question.  Quant  aux 
traces  verticales,  on  les  déterminera  par  le  moyen  de  la  droite  (SN,  S'N')  contenue 
dans  les  deux  plans,  ou  bien  par  le  secours  des  arêtes  de  contact  de  ces  plans,  les- 
quelles sont  évidemment  (SE,  S'E')  et  (SG,  S'G').  On  pourrait  encore  employer 
une  horizontale  auxiliaire  menée  dans  chaque  plan  par  le  point  (N,  N'),  comme 
nous  l'avons  déjà  fait  plusieurs  fois. 

124.  Trouver  un  plan  qui  soit  tangent  à  un  cône,  et  parallèle  à  une  droite  donnée. 
'i'^     {Fig.  /p.  )  Conservons  les  mêmes  données  que  précédemment,  et  soit  [mn,m'n')  la 

droite  a  laquelle  le  plan  tangent  doit  être  parallèle.  Comme  ce  plan  passera  néces- 
sairement par  le  sommet,  si  nous  menons  de  ce  point  et  parallèlement  a  (mn,  m'n') 
la  droite  (SP,  S'F),  cette  dernière  sera  évidemment  contenue  dans  le  plan  demandé  ; 
par  conséquent,  la  trace  (P,  F)  de  cette  droite  appartiendra  à  la  trace  horizontale 
du  plan  tangent,  laquelle  sera  Tune  des  deux  tangentes  PEQ,  PGV  menées  à  la  base. 
Il  y  aura  donc  encore  deux  solutions,  et  les  traces  verticales  de  ces  plans  se  déter- 
mineront comme  au  numéro  précédent. 

125.  Puisque  tout  plan  qui  est  tangent  à  une  surface  conique  dans  un  point, 
touche  nécessairement  cette  même  surface  tout  le  long  d'une  droite  (n**100),  la 
remarque  faite  au  n**  H8  s'applique  ici;  et  il  en  résulte  qu'on  ne  saurait  exiger 
qu'un  plan  soit  tangent  a  un  cône,  et  passe  en  même  temps  par  une  droite  ou  par 
deux  points  donnés;  k  moins  que  la  droite  qui  réunirait  ces  deux  points  ne  passât 
elle-même  par  le  sommet,  car  alors  cela  reviendrait  k  n'assigner  qu'un  seul  point 
extérieur,  comme  au  n**  125. 

En  terminant  ce  chapitre,  nous  ajouterons  quelques  problèmes  dont  nous  indi- 
querons seulement  les  moyens  de  solution,  en  invitant  le  lecteur  à  s'exercer  au  tracé 
de  ces  épures. 

126.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  qui  fasse  y  açec  le  plan  horizontal  ^ 
un  angle  déterminé  oc.  D'un  point  quelconque  de  la  droite  on  abaissera  sur  le  plan 
horizontal  une  perpendiculaire  et  une  oblique,  en  dirigeant  celle-ci  parallèlement 
au  plan  vertical,  et  de  manière  que  sa  projection  sur  ce  dernier  P^a^^  forme  l'angle  a 
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avec  la  ligne  de  terre.  Alors,  en  imaginant  que  cette  oblique  tourne  autour  de  la 
verticale,  elle  décrira  un  cône  droit  dont  la  trace  horizontale  sera  un  cercle  bien 
facile  à  déterminer,  et  dont  toutes  les  arêtes  se  trouveront  aussi  inclinées  sous  l'ho- 
rizon d'une  quantité  angulaire  a;  par  conséquent,  si  l'on  mène  k  ce  cône  un  plan 
tangent  passant  par  la  droite  donnée,  ce  qui  rentre  ici  dans  le  problème  du  n**  123, 
on  obtiendra  évidemment  un  plan  qui  satisfera  aux  conditions  assignées  par  la 
question. 

127.  Mènera  un  cylindre  donné,  un  plan  tangent  dont  l' inclinaison  sur  le  plan 
horizontal  soit  a.  On  construira,  comme  dans  le  problème  précédent,  un  cône  de 
révolution  dont  les  arêtes  fassent  l'angle  a  avec  le  plan  horizontal;  puis,  en  tirant 
par  le  sommet  une  droite  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  et  faisant  passer 
par  cette  droite  un  plan  tangent  au  cône  (n**  123),  il  restera  à  mener  au  cylindre 
un  plan  tangent  parallèle  à  celui-là,  problème  qui  se  résoudra,  comme  au  n**  117, 
en  menant  à  la  base  du  cylindre  une  tangente  parallèle  à  la  trace  horizontale  du 
plan  qui  touchait  le  cône.  On  sent  bien  que  le  problème  deviendra  impossible, 
lorsque  la  parallèle  menée  par  le  sommet  du  cône  auxiliaire  aboutira  dans  l'inté- 
rieur de  sa  base. 

Si  l'on  proposait  la  même  question  pour  un  cône  défini  par  une  base  quelconque, 
il  faudrait  modifier  la  solution  en  prenant  pour  sommet  du  cône  de  révolution  le 
point  même  qui  sert  de  sommet  k  la  surface  conique  assignée  par  le  problème; 
ensuite,  on  devrait  mener  une  tangente  commune  aux  bases  de  ces  deux  cônes,  et 
ce  serait  la  trace  horizontale  du  plan  demandé. 

128.  Par  un  point  donnée  mener  une  droite  qui  soit  tangente  à  une  surfax:e  conique 
et  parallèle  à  un  point  donné. 

Mener  à  un  cône  ou  à  un  cylindre  un  plan  tangent  qui  soit  perpendiculaire  à  un 
plan  donné. 

Étant  données  les  deux  projections  de  l'cuve  d'un  cylindre  de  révolution,  avec  la 
grandeur  de  son  rayon,  trouver  sa  trace  horizontale  et  son  contour  apparent. 


CHAPITRE  IV. 

DES  PLANS  TANGENTS  AUX  SURFACES  DE  RÉVOLUTION,  LORSQUE  LE  POINT  DE  CONTACT 

EST  DONNÉ. 

129.  {Fig.  43.)  Puisque  par  chaque  point  M  pris  sur  une  surface  de  révolution 
(n<>  75),  il  passe  toujours  un  méridien  AMD  et  un  parallèle  FMG,  si  l'on  construit 
les  tangentes  MT  et  MV  à  ces  courbes,  et  que  l'on  mène  un  plan  par  ces  deux 
droites,  ce  sera  (n**  103)  le  plan  tangent  de  la  surface  en  M.  Or  la  tangente  MV, 
située  dans  le  plan  du  cercle  FMG,  est  évidemment  perpendiculaire  à  la  fois  au 
rayon  MO  et  à  l'axe  AO;  donc  elle  Test  aussi  au  plan  méridien  AOM,  et  par  suite 
le  plan  tangent  qui  contiendra  MV  sera  lui-même  perpendiculaire  sur  ce  méridien. 
Cette  conséquence  étant  indépendante  de  la  nature  delà  courbe  AMD  et  de  la  position 

Géométrie  Lerqjr*  ^ 


58  IIVBK   II.  —  DBS   SUEFACEft   ET    DBS   PI^ANS   TANGENTS. 

du  point  M,  il  en  résulte  ce  théorème  remar(juable  :  Dans  toute  surface  de  révolution. 
le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  qui  passe  par  le  point  de  contact. 

150.  En  menant  au  point  M  une  normale  MN  à  la  surface,  cette  droite,  perpen- 
diculaire au  plan  tangent,  se  trouvera  nécessairement  renfermée  dans  le  plan  méri- 
dien AMD;  donc,  dans  toute  surface  de  révolution,  la  normale  va  rencontrer  l'axe. 

De  plus,  cette  rencontre  se  fait  au  même  point,  pour  toutes  les  normales  MN, 
PN,  FN,...,  qui  répondent  k  un  même  parallèle.  En  effet,  lorsque  le  plan  méridien 
AMD  tourne  autour  de  Taxe,  en  entraînant  avec  lui  les  droites  MN  et  MT,  la  pre- 
mière ne  cesse  pas  d'être  perpendiculaire  à  l'autre;  en  outre,  cette  droite  mobile 
MN,  toujours  renfermée  dans  le  plan  méridien,  se  trouve,  comme  celui-ci  (n°  129), 
perpendiculaire  successivement  k  chaque  tangente  MV  du  parallèle;  donc  MN  est 
bien  perpendiculaire  a  deux  tangentes,  et  par  conséquent  normale  à  la  surface, 
dans  toutes  les  positions  qu'elle  occupe  en  tournant  autour  de  l'axe  AD.  D'ailleurs, 
puisque  dans  ce  mouvement  le  point  N  de  la  normale  MN  reste  immobile,  il  en 
résulte  que  toutes  les  normales  menées  le  long  d'un  même  parallèle  forment  toujours 
un  cône  droit  dont  le  sommet  est  sur  Vaxe  :  mais  ce  sommet  change  en  passant 
d'un  parallèle  k  un  autre. 

Après  avoir  fait  remarquer  ces  propriétés  générales  et  communes  k  toutes  les 
surfaces  de  révolution,  nous  allons  nous  occuper  de  la  construction  du  plan  tangent. 

131 .  Par  un  point  donné  sur  une  surface  de  révolution  dont  le  méridien  est  connu^ 
mener  un  plan  qui  soit  tangent  à  cette  surface. 

{Fig.  440  Pour  simplifier  les  constructions,  choisissons  notre  plan  horizontal  de 
manière  qu'il  soit  perpendiculaire  k  l'axe  de  révolution  :  alors  cette  droite  se  trou- 
vant verticale,  elle  sera  projetée  horizontalement  en  un.point  0,  et  verticalement 
suivant  la  droite  O'Z'  perpendiculaire  k  la  ligne  de  terre.  Soit  d'ailleurs  A'B'D'  la 
projection  du  méridien /?rmc«]pa/,  c'est-k-dire  de  celui  qui  est  parallèle  au  plan 
vertical,  et  qui  se  trouve  projeté  horizontalement  sur  OB  parallèle  k  la  ligne  de 
terre  :  ici  ce  méridien  est  une  ellipse  dont  un  des  diamètres  principaux  coïncide 
avec  l'axe  de  rotation,  et  par  suite  la  surface  sera  un  ellipsoïde  de  révolution  (n^  70j; 
mais  les  raisonnements  et  les  constructions  seraient  entièrement  semblables  pour 
toute  autre  courbe  méridienne.  Le  plus  grand  des  parallèles,  ou  bien  Véquateur  de 
la  surface,  est  évidemment  le  cercle  décrit  par  le  derni-axe  CB',  lequel  se  projette 
horizontalement  sur  un  cercle  BKE  égal  au  premier,  et  forme  le  contour  apparent 
de  la  surface  relativement  au  plan  horizontal  (n**  106);  en  effet,  tout  le  long  de 
l'équateur  (B'E',  BKE)  les  plans  tangents  ^tvoiài  verticaux,  puisque  chacun  renfer- 
mera la  tangente  du  méridien,  laquelle  est  une  verticale  comme  B'B.  Quant  au 
contour  apparent  de  la  surface  par  rapport  au  plan  vertical,  ce  sera  le  méridien 
pn/ici/?a/ (A'B'D'E',  BE);  car  ce  contour  doit  être  formé  (n°  106)  par  les  points 
de  contact  de  tous  les  plans  tangents  perpendiculaires  au  plan  vertical  :  or  les 
plans  tangents  le  long  de  cette  courbe  méridienne  sont  (n""  129)  tous  perpendicu- 
laires k  son  plan,  et  par  suite  au  plan  vertical  de  projection.  Nous  n'ajoulc^onspas 
ici  d'autres  positions  de  la  génératrice  pour  figurer  (n^  93)  la  forme  de  la  surface, 
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parce  qu'elle  est  suffisamment  indiquée  par  ce  qui  précède;  mais  nous  verrons 
cependant  plus  loin  (n"  157)  la  manière  de  construire  les  projections  d'autant  de 
courbes  méridîenn os  que  l'on  voudrait  en  tracer. 

152.  Cela  posé,  soit  M  la  projection  horizontale  du  point  donné  sur  la  surface; 
il  ne  faudra  pas  prendre  arbitrairement  la  seconde  projection  de  ce  point,  puisqu'il 
doit  être  situé  à  la  rencontre  de  la  verticale  M  avec  le  méridien  projeté  suivant  OK. 
Or,  si  l'on  fait  tourner  celui-ci  autour  de  l'axe  (0,0'Z'),  jusqu'à  ce  qu'il  coïncide  avec 
le  méridien  principal  OB,  il  se  trouvera  alors  projeté  verticalement  suivant  A'B'D', 
et  comme,  par  suite  de  ce  déplacement,  la  projection  M  aura  décrit  l'arc  MG,  on  en 
conclura  que  la  projection  verticale  du  point  cherché  se  trouve  actuellement  en  G' 
ou  en  G".  Maintenant  si  l'on  ramène  le  méridien  mobile  dans  la  position  OK,  le 
point  en  question,  qui  pendant  ce  mouvement  ne  changera  pas  de  hauteur,  restera 
projeté  verticalement  sur  l'horizontale  G'F'  ou  G"F";  d'où  il  suit  évidemment  que, 
dans  sa  position  primitive,  il  était  projeté  verticalement  en  W  ou  en  M";  ainsi,  il  y 
a  sur  la  surface  deux  points  (M,  M')  et  (M,  M")  qui  sont  l'un  et  l'autre  projetés 
horizontalement  en  M. 

155.  {Fig.  44-)  Considérons  le  premier  (M,  M')  de  ces  points,  et  pour  déter- 
miner le  plan  tangent  qui  s'y  rapporte,  nous  l'assujettirons  (n^  105)  à  passer  par 
deux  tangentes  de  la  surface,  savoir  :  la  tangente  au  méridien  et  la  tangente  au 
parallèle;  mais,  comme  la  projection  de  la  courbe  méridienne  relative  au  point 
(M,  M')  n'est  pas  donnée  immédiatement,  et  qu'ainsi  nous  ne  pouvons  pas  lui 
mener  directement  une  tangente,  nous  rabattrons  encore  le  plan  vertical  OMK  sur 
le  méridien  principal  OB.  Par  là  le  point  (M,  M')  sera  transporté  en  (G,  G'),  et  il 
sera  facile  alors  de  construire  la  tangente  G'H'  qui  viendra  percer  le  plan  horizon- 
tal au  point  H  sur  OB  :  puis,  si  l'on  ramène  le  méridien  mobile  dans  la  position 
OMK,  le  pied  H  de  cette  tangente  décrira  évidemment  un  arc  de  cercle  terminé  en  T, 
târidîs  que  le  point  de  contact  G'  reviendra  en  M';  donc,  en  projetant  le  point  T 
sur  la  ligne  de  terre,  on  obtiendra  M' T'  et  MT  pour  les  projections  de  la  tangente 
au  méridien  qui  passe  par  le  point  (M,  M').  Observons  d'ailleurs  que  cette  tan- 
gente prolongée  doit  rencontrer  l'axe  de  la  surface,  au  même  point  Z'  où  aboutis- 
sait la  droite  G' H'. 

Quant  au  parallèle  relatif  à  ce  point  (M,  M'),  il  est  évidemment  projeté  sur  le 
cercle  GMF  et  sur  G'F';  par  conséquent,  sa  tangente  est  l'horizontale  (MV,  M'V) 
perpendiculaire  au  plan  méridien  OMK.  Maintenant,  le  plan  qui  renfermera  les 
deux  tangentes  ainsi  déterminées,  aura  pour  trace  horizontale  une  droite  TU  pas- 
sant par  le  pied  T  de  la  première  tangente,  et  menée  parallèlement  à  MV  qui  est 
une  horizontale  contenue  dans  ce  pbn  tangent;  puis,  on  aura  la  trace  verticale  UV 
de  ce  même  plan,  en  construisant  le  point  V  où  la  droite  (MV,  M'V)  va  percer  le 
plan  vertical.  % 

Le  plan  tangent  relatif  au  point*( M,  M")  s'obtiendra  d'une  manière  analogue,  en 
rabattant  d'abord  le  point  M'  en  G"  sur  le  méridien  principal,  et  menant  à  celui-ci 
la  tangente  G"L'.  Ensuite  le  pied  (L,  L')  de  cette  droite  étant  ramené  dans  le  méri- 
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dien  OK,  viendra  en  R;  et  comme  la  tangente  au  parallèle  est  ici  (MV,  M"V"),  les 
traces  du  plan  tangent  seront  RS  parallèle  MV,  et  SV". 

134'.  Il  est  bon  de  remarquer  que,  d'après  la  direction  de  la  tangente  MV  au 
parallèle,  chaque  plan  tangent  à  une  surface  de  révolution  aura  toujours  sa  trace 
horizontale  perpendiculaire  à  celle  du  plan  méridien  qui  passe  par  le  point  de  contact, 
du  moins  tant  que  Taxe  de  la  surface  sera  vertical. 

135.  Observons  encore  que  les  deux  plans  tangents  en  (M,  M')  et  (M,  M"), 
ayant  leurs  traces  TU  et  RS  parallèles,  devront  se  couper  suivant  une  horizontale; 
et,  par  suite  de  la  symétrie  de  la  surface  actuelle,  cette  horizontale  sera  gituée  dans 
le  plan  deTéquateur  E'B'.  En  effet,  comme  les  tangentes  G' H'  et  G"L'  à  l'ellipse 
méridienne  se  rencontraient  nécessairement  en  un  point  a'  situé  sur  l'axe  de  cette 
ellipse,  ce  point  transporté  en  ê'  dans  le  méridien  OK  avec  les  deux  tangentes,  leur 
sera  toujours  commun,  et  restera  dans  le  plan  de  Téquateur  E'B'  :  donc  l'horizon- 
fale,  qui  est  l'intersection  des  deux  plans  tangents,  passera  par  le  point  î'\  et  c'est 
aussi  pour  cette  raison  que  les  traces  verticales  de  ces  plans  doivent  se  couper  en 
un  point  P'  situé  sur  la  droite  E'B'6'  prolongée. 

136.  {Fig.  [\[\.)  Pour  obtenir  la  normale  de  la  surface  de  révolution  au  point 
(M,  M'),  on  se  rappellera  (n**  150)  que  toutes  les  normales,  le  long  d'un  même 
parallèle,  vont  couper  l'axe  au  même  point,  et  que  d'ailleurs  chacune  est  renfermée 
dans  le  plan  méridien  qui  passe  par  le  point  de  contact.  Ainsi,  après  avoir  rabattu 
sur  le  méridien  principal  le  point  M'  en  G',  on  tirera  par  ce  dernier  une  droite  G'N' 
perpendiculaires  la  tangente  G' H';  puis,  en  joignant  le  pied  N'  de  cette  normale 
avec  le  point  donné  M',  on  obtiendra  la  normale  N'M'  relative  à  ce  dernier  point. 
C'est  là  du  moins  sa  projection  verticale;  et  quant  à  sa  projection  horizontale,  elle 
tombe  évidemment  sur  OM. 

Observons  ici  que  cette  normale  étant  perpendiculaire  au  point  tangent  TUV,  les 
traces  de  ce  dernier  devront  se  trouver  (n**  33)  respectivement  perpendiculaires  aux 
droites  OM  et  N' M' y' ;  ce  qui  offrira  une  vérification  des  constructions  déjà  effec- 
tuées pour  le  plan  tangent,  ou  même,  si  l'on  veut,  un  moyen  de  trouver  à  priori 
ses  traces,  puisque  alors  il  s'agirait  de  mener  par  un  point  connu  (M,  M')  un  plan 
perpendiculaire  à  la  droite  (MO,  M'N').  Voyez  n^  36. 

137.  On  a  vu  (n^  132)  qu'il  était  facile,  en  partant  de  la  projection  horizon- 
tale M  d'un  point  de  la  surface,  de  conclure  la  projection  verticale  M'  ou  M"  :  si  donc 
on  applique  le  même  procédé  à  divers  points  K,  M,  Q...,  pris  dans  le  plan  méri- 
dien OK,  on  pourra  ainsi  construire  la  projection  verticale  de  la  courbe  méridienne 
renfermée  dans  ce  plan,  et  cette  courbe  devra  être  tangente  aux  droites  T'M'  et 
R'M";  puis,  en  répétant  la  même  opération  pour  d'autres  plans  méridiens  que  OK, 
on  obtiendrait  autant  de  positions  que  l'on  voudrait  de  l'ellipse  mobile  A'B'D',  ce 
qui  servirait  à  compléter  la  représentation  graphique  de  la  surface. 

C'est  aussi  par  des  opérations  analogues,  qu'étant  données  les  projections  d'une 
g-enera^nce  quelconque  d'une  surface  de  révolution,  on  en  conclurait  facilement  le 
méridien  principal,  ou  toute  autre  section  méridienne.  On  pourra  se  proposer. 
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comme  exemple,  le  cas  où  cette  génératrice  est  une  droite  qui  ne  rencontre  pas  l'axe; 
et  alors  on  trouvera  que  la  méridienne  est  une  hyperbole,  ainsi  que  nous  le  ver- 
rons plus  loin  (n**  148). 

138.  [Fig.  45.)  Du  plan  tangent  au  TORE.  Si  Ton  fait  tourner  un  cercle 
(A'B'C'B'%  ABC)  autour  d'une  droite  (0"Z',  0)  qui  ne  passe  point  par  son  centre, 
mais  qui  est  située  dans  son  plan,  ce  méridien  circulaire  engendrera  une  espèce  de 
surface  annulaire^  nommée  un  tore^  dont  tous  les  points  seront  projetés  horizonta- 
lement entre  Véquateur  décrit  avec  le  rayon  OC  =  O'C,  et  le  cercle  de  gorge  décrit 
par  le  rayon  OA  =  0' A'  :  mais  il  faut  bien  remarquer  que  les  deux  demi-cercles 
B'C'B"  et  B'A'B''  engendreront  deux  nappes  très-différentes  de  forme,  quoique 
Tune  et  l'autre  viennent  se  réunir  le  long  des  circonférences  parcourues  par  les 
extrémités  B'  et  B"  du  diamètre  vertical.  La  nappe  extérieure  est  convexe,  c'est- 
à-dire  que  toutes  les  courbes  qui  y  seraient  tracées  par  un  même  point  (N,  N'),  se 
trouveraient  situées  d'un  même  côté  du  plan  tangent  en  ce  point.  En  effet,  pour  déter- 
minei'  ce  plan,  il  faut  construire  la  tangente  N'P'  du  méridien,  et  par  le  pied  P  de 
cette  droite,  mener  une  perpendiculaire  FF  à  la  trace  ON  du  méridien  (n**  154); 
or  on  voit  que  la  méridienne  B'N'B"  et  le  parallèle  NT  sont  tous  deux  à  gauche  du 
plan  tangent  N'P'P;  et  quoique  nous  ayons  choisi  le  point  (N,  N')  sur  le  méridien 
principal,  afin  de  rendre  plus  simple  la  construction  du  plan  tangent,  il  est  bien 
évident  que  les  mêmes  circonstances  arriveraient  pour  tout  autre  point  de  la  nappe 
extérieure,  puisqu'elle  est  de  révolution  et,  par  conséquent,  symétrique  tout  autour 
de  l'axe  (0''Z',0). 

Au  contraire,  si  nous  prenons  un  point  (M,  M')  sur  la  nappe  intérieure,  le  plan 
M'^T'T,  tangent  en  ce  point,  traversera  la  surface;  car  le  méridien  B'M'B"  sera  évi- 
demment à  droite  de  ce  plan,  tandis  que  le  parallèle  M'V  se  trouvera  à  gauche  : 
aussi  le  plan  MTT  coupera  le  tore  suivant  une  courbe  a  nœud,  qui  est  représentée 
en  projection  horizontale  par  (MHEGE"MAe^c"M),  et  que  nous  apprendrons  plus 
tard  à  construire  [voyez  n^  267).  Mais  cette  intersection  n'empêche  pas  le  plan 
M'T'T  de  renfermer  les  tangentes  du  méridien,  du  parallèle,  et  de  toutes  les  autres 
courbes  tracées  sur  la  surface  par  le  point  (M,  M');  de  sorte  que  ce  plan  esl  réelle- 
ment tangent  au  tore  en  cet  endroit,  et  sécant  dans  tous  les  autres  points  communs; 
circonstance  qui  tient  a  ce  que  la  nappe  intérieure  est  une  surface  non  convexe  ou 
à  courbures  opposées,  tout  k  fait  comparable  à  la  gorge  d'une  poulie. 

139.  Dans  l'épure  actuelle,  oii  nous  avons  voulu  représenter  les  principaux  paral- 
lèles de  la  surface,  une  partie  de  la  trace  verticale  M'T'  du  plan  tangent  k  la  nappe 
intérieure,  se  prouve,  il  est  vrai,  cachée  par  le  tore;  mais  nous  avons  dû  néanmoins 
la  laisser  en  trait  plein,  parce  qu'elle  reçoit  la  projection  verticale  de  la  courbe  d'in- 
tersection, dont  la  branche  antérieure  hre/g  est  visible  sur  le  plan  vertical. 

140.  HYPERBOLOIDE  DE  RÉVOLUTION  à  une  nappe.  Nous  avons  nommé  ainsi 
(n**  84)  la  surface  que  décrit  une  demi-hyperbole  en  tournant  autour  de  son  axe 
imaginaire;  mais  cette  surface,  qui  jouit  de  diverses  propriétés  très-remarquables, 
peut  encore  être  engendrée  par  une  droite  assujettie  à  tourner,  par  un  mouvement  de 
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révolution,  autow  (Tune  autre  droite  fixe  qui  n* est  pas  dans  un  même  plan  avec  la 
première. 

Pour  le  démontrer,  représentons  la  droite  fixe  par  OZ  {fig,  47),  et  la  droite  mobile 
par  ADM  :  soit  OD  leur  plus  courte  distance  qui  sera  horizontale,  si  Ton  regarde 
Taxe  OZ  comme  vertical.  Cette  ligne  OD  décrira  dans  le  mouvement  de  révolution 
autour  de  OZ,  un  cercle  horizontal  ËDF  qui  sera  évidemment  le  plus  petit  des 
parallèles,  ou  le  cercle  de  gorge  de  la  surface;  et  la  tangente  DP  à  ce  cercle  sera 
nécessairement  la  projection  horizontale  de  la  droite  mobile  ÂDM;  d'où  il  suit  que 
cette  droite  ira  percer  le  plan  méridien  quelconque  ZOX,  en  un  point  M  situé  sur  la 
verticale  élevée  par  le  point  P(*).  Or,  si  Ton  construisait  ainsi  tous  les  points 
M,  M',  F,...  dans  lesquels  le  plan  fixe  ZOX  est  successivement  rencontré  par  la  droite 
mobile  ADM  dans  ses  diverses  positions,  on  obtiendrait  la  méridienne  MM'F  de  la 
surface  engendrée  par  cette  droite;  et,  par  conséquent,  la  question  est  réduite  a 
prouver  que  cette  courbe  MM' F  est  une  hyperbole  qui  a  pour  demi-axe  réel  ta 
distance  OG  =  OD.  Pour  y  parvenir,  rapportons  le  point  quelconque  M  à  des  coor- 
données parallèles  aux  axes  OX,  OZ;  et  comme  la  distance  OD  reste  invariable  pen- 
dant le  mouvement  de  la  génératrice,  aussi  bien  que  l'angle  MDP  formé  par  celle-ci 
avec  l'horizon,  posons 

OP  =  rr,  PM  =  z,  OD  =  d,  tang  MDP  =  a; 
alors  les  triangles  rectangles  MPD  et  ODP  donneront 

4        lunD       MP  MP 

tang  MDP  =  ^sr  =    .—  =; 

^  DP       VOP'  — OD» 

ou  bien,  en  substituant  les  notations  précédentes, 

a  =  -. .t     d'où     à^x^  —  z^  =  à^â^; 

équation  qui  prouve  que  la  méridienne  est  bien  une  hyperbole  qui  a  pour  demi-axe 
réela7  =  <?;  donc  le  lieu  parcouru  par  la  droite  mobile  ADM  est  effectivement  un 
hyperboloïde  de  révolution  aune  nappe. 

141.  Cette  surface  admet  une  seconde  génératrice  rectiligne;  en  effet,  si  dans  le 
plan  vertical  MDP  tangent  au  cercle  de  gorge,  on  trace  une  droite  BND  qui  fasse, 
avec  la  verticale  DV,  un  angle  NDV  égal  à  VDM,  cette  ligne  BDN,  en  tournant  aussi 
autour  de  OZ,  engendrera  laméme  surface  que  ADM,  parce  que  deux  points  quelcon- 
ques M  et  N,  pris  à  la  même  hauteur  sur  ces  droites,  décriront  le  même  cercle  MNL, 
Pour  justifier  cette  dernière  assertion,  il  suffira  de  joindre  deux  à  deux  les  points  M, 
N,Z,V,  où  un  même  plan  horizontal  rencontre  les  diverses  lignes  dont  nous  venons  de 
parler;  et,  à  l'aide  des  triangles  rectangles  M VD,  NVD,  qui  sont  évidemment  égaux, 
on  démontrera  que  les  triangles  rectangles  ZVM,  ZVN  le  sont  pareillement;  d'où 


(*)  La  figure  est  censée  construite  en  perspective  sur  ce  plan  ZOX  comme  tableau;  et,  par  conséquent, 
toutes  les  lignes  principaleB  situées  derrière  ce  plan  ont  été  ponctuées. 
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l'on  conclura  que  ZM  =  ZN,  et  qu'ainsi  les  deux  points  M  et  N  se  trouvent  bien  à  la 
même  distance  de  Taxe  OZ.  Il  résulte  de  là  qu'il  existe  sur  l'hyperboloïde  deux 
systèmes  de  droites, 

dont  le  premier  se  compose  des  positions  successives  que  prend  la  génératrice  AD, 
et  le  deuxième  des  diverses  positions  occupées  par  BD.  D'ailleurs,  puisque  toutes  ces 
droites  sont  deux  a  deux  dans  des  plans  verticaux,  tels  que  MDN,  il  s'ensuit  que 
toutes  les  génératrices  des  deux  systèmes  se  projettent ^  sur  le  cercle  de  gorge ^  suivant  des 
tangentes  à  cette  circonférence, 

142.  Par  chaque  point  R  de  la  surface  il  passe  deux  de  ces  droites;  car  les  géné- 
ratrices AD  etBD  viendront  passer,  à  deux  époques  différentes  de  leur  révolution, 
par  ce  point  R;  et  elles  y  occuperont  deux  positions  nécessairement  distinctes  RA3, 
RBj,  puisque  la  première  sera  située  à  gauche,  et  la  seconde  à  droite  du  plan  méri- 
dien ZOR.  Il  suit  de  là  que  le  plan  tangent  en  R  sera  déterminé  (n°  103)  par  l'en- 
semble des  deux  droites  RA3  et  RBa,  puisque  ces  lignes  se  trouvent  sur  la  surface, 
et  qu'elles  sont  elles-mêmes  leurs  propres  tangentes.  Mais  il  importe  beaucoup 
d'obsener  que  le  plan  A3RB2,  quoique  renfermant  la  droite  RB^  tout  entière,  ne  sera 
pas  tangent  dans  un  autre  point  de  cette  ligne;  car  en  Da,  par  exemple,  le  plan  tan- 
gent sera  AjDaBa;  or  ce  dernier  ne  peut  coïncider  avec  AaRB,,  parce  que  les  deux 
génératrices  AjR  et  A^Da  appartiennent  au  même  système,  et  dès  lors  ne  sauraient 
être  contenues  dans  un  même  plan,  comme  nous  allons  le  démontrer. 

143.  [Fig.  47  •)  Deux  droites  AD  et  AaDj,  qui  appartiennent  au  même  système  de 
génératrices^  ne  se  trouvent  jamais  dans  un  même  plan.  En  effet,  ces  droites  étant  pro- 
jetées horizontalement  sur  les  tangentes  DT  etDjT  qui  se  coupent  en  T,  ne  pour- 
raient avoir  de  communs  que  les  points  qui  sont  situés  sur  la  verticale  TS;  or  cette 
verticale  ira  évidemment  rencontrer  AjD^  en  S  au-dessus  du  cercle  de  gorge,  et  AD 
au-dessous  en  S',  parce  que  les  parties  inférieures  de  ces  deux  génératrices  du  même 
système  sont  inclinées  l'une  et  l'autre  à  gauche  de  leurs  méridiens  respectifs  ZODj 
etZOD,  et  que  le  point  T  est  entre  ces  méridiens.  Donc,  i*^  les  droites  AD  et  AjDj 
ne  sauraient  se  rencontrer;  2**  elles  ne  sont  pas  non  plus  parallèles,  car  leurs  pro- 
jections horizontales  se  coupent  en  T;  ainsi,  il  reste  démontré  que  deux  généra- 
trices du  système  A  ne  se  trouvent  jamais  dans  un  même  plan. 

A  la  vérité,  les  projections  horizontales  de  deux  de  ces  droites  se  trouveront  paral- 
lèles, quand  on  comparera  celles  qui  passent  par  les  extrémités  d'un  même  dia- 
mètre du  cercle  de  gorge;  mais,  dans  l'espace,  l'une  de  ces  génératrices  sera  incli- 
née à  droite,  et  l'autre  à  gauche  du  plan  méridien  mené  par  ce  diamètre,  de  sorte 
qu'elles  seront  loin  d'être  parallèles  entre  elles;  et  d'ailleurs  il  est  bien  évident 
qu'alors  elles  ne  pourront  pas  non  plus  se  couper. 

On  démontrera  d'une  manière  toute  semblable  que  les  droites  B,  Bj,  B,,...  du 
second  système  ne  sont  jamais  deux  à  deux  dans  un  même  plan. 

144.  Chaque  droite  du  système  A  coupe  (sans  changer  de  position)  toutes  les  droites 
B,  Ba»  Ba,...  de  l'autre  système.  Gela  est  évident  pour  AD  et  DB  qui  sont  dans  le 
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même  plan  vertical;  mais  comparons  AD  avec  une  droite  quelconque  B2D2  de  l'autre 
système.  Ces  deux  lignes  sont  encore  projetées  sur  les  tangentes  au  cercle  de  gorge 
DT  et  DjT,  et  puisque  celles-ci  se  coupent  en  T,  la  verticale  TS'  ira  nécessairement 
.  rencontrer  les  droites  en  question  AD  et  BjDa;  mais  cette  rencontre  aura  lieu  pour 
chacune  d'elles  au-dessous  du  cercle  dégorge,  attendu  que  DA  est  inclinée  à  gauche 
du  méridien  ZOD,  et  D2B2  à  droite  du  méridien  ZOD2,  tandis  que  le  point  T  se 
trouve  entre  deux.  D'ailleurs,  d'après  la  forme  de  la  méridienne,  il  est  évident 
qu'une  droite  comme  TS',  qui  est  parallèle  à  l'axe  OZ,  ne  peut  percer  la  surface 
qu'en  deux  points,  dont  un  seul  S'  sera  sur  la  nappe  inférieure  au  cercle  de  gorge  ; 
par  conséquent,  ce  point  unique  devra  coïncider  avec  ceux  où  la  verticale  TS'  a  déjà 
rencontré  les  génératrices  DA  et  D^Ba  qui  sont  sur  cette  nappe;  donc  ces  généra- 
trices se  coupent  effectivement  au  point  S'. 

Il  faut  seulement  observer  que  quand  on  comparera  deux  droites  appartenant 
l'une  au  système  A,  l'autre  au  système  B>  et  passant  par  les  extrémités  d'un  même 
diamètre  du  cercle  de  gorge,  ces  droites  auront  les  projections  parallèles,  et  elles 
seront  elles-mêmes  dans  l'espace  parallèles  l'une  à  Vautre;  de  sorte  que  leur  ren- 
contre n'aura  plus  lieu  qu'à  une  distance  infinie,  mais  du  moins  ces  deux  généra- 
trices seront  encore  dans  un  même  plan. 

On  démontrera  d'une  manière  analogue  que  chaque  génératrice  du  système  B 
coupe,  sans  changer  de  position,  toutes  les  génératrices  du  système  A,  ou  du  moins 
se  trouve  dans  un  même  plan  avec  chacune  d'elles. 

145.  On  désigne  sous  le  nom  général  de  surface  gauche,  toute  surface  engen- 
drée par  une  droite  qui  se  meut  de  telle  sorte  que  ses  positions  consécutives  ne  se  trouvent 
pas  deux  à  deux  dans  un  même  plan.  Or,  en  considérant  l'hyperboloide  actuel,  soit 
comme  le  lieu  des  diverses  positions  A,  A2,  A,,...  que  prend  la  génératrice  AD  dans 
son  mouvement  de  révolution  autour  de  OZ,  soit  comme  le  lieu  des  diverses  droites 
B,  Ba,  Bj,...  de  l'autre  système,  on  voit  (n°  143)  qu'il  satisfera  à  la  définition  pré- 
cédente; par  conséquent  l'hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe  appartient  à 
cette  classe  générale  de  surfaces  que  l'on  nomme  gauches,  et  dont  nous  nous  occu- 
perons d^une  manière  spéciale  au  livre  VU. 

146.  {Fig.  47.)  Si  par  le  centre  0  de  l'hyperboloide,  on  mène,  parallèlement  aux 
génératrices  DA  et  DB,  deux  droites  0 a  et  06,  celles-ci  formeront  des  angles  égaux 
avec  la  verticale  OZ,  et  par  conséquent  elles  décriront,  en  tournant  autour  de  OZ, 
un  seul  et  même  cône  droit  dont  toutes  les  arêtes  seront  respectivement  parallèles 
aux  génératrices  A,  A2,  Aj,...  et  B,  Ba,  B3,...  de  l'hyperboloide.  Ce  sera  le  cône 
asymptotique  de  cette  dernière  surface;  car,  pour  le  déduire  de  celle-ci,  il  suffit 
évidemment  de  poser 

OD  =  <?  =  o,     dans    a^x^-^z*  =  a}  S^ 

qui  représentait  (n®  140)  le  méridien  de  l'hyperboloide  :  or,  par  cette  hypothèse, 
on  obtient  pour  le  méridien  du  cône  droit,  js  =  ±lolx\  c'est-à-dire  deux  droites 
qui  sont  bien  les  asymptotes  de  l'hyperbole  précédente. 
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147.  D'ailleurs,  lorsque  Ton  fait  varier  la  distance  â,  sans  changer  a  ou  Tincli- 
naison  de  la  génératrice  AD,  on  obtient  successivement  divers  hyperboloîdes  qui 
ont  pour  méridiens  des  courbes  semblables;  car  les  axes  de  l'hyperbole  sont  â  et  ac^, 
et  leur  rapport  est  a,  quantité  indépendante  de  la  distance  â.  Il  résulte  de  là  que 
tous  ces  hyperboloîdes  sont  des  surfaces  semblables  et  concentriques;  et  comme 
eette  similitude  doit  s'étendre  aussi  au  cône  asymptotique  pour  lequel  â  est  nulle, 
on  pourra  aflQrmer  que,  quand  un  même  plan  coupera  l'hyperboloide  et  le  cône 
asymptotique,  les  sections  faites  ainsi  dans  ces  deux  surfaces  seront  des  courbes 
semblables  et  concentriques  (*).  Cette  remarque  nous  sera  utile  plus  tard. 

148.  Après  avoir  fait  connaître  la  nature  et  les  principales  propriétés  de  l'hy- 
perboloide engendré  par  la  révolution  d'une  droite,  occupons-nous  maintenant  de 
la  représentation  exacte  de  cette  surface  au  moyen  de  deux  plans  de  projection. 
Nous  regarderons  toujours  l'axe  fixe  comme  vertical,  et  alors  ses  projections  seront 
0  et  rO'Z'  {fig.  46);  quant  à  la  droite  mobile,  prenons-la  dans  une  situation  quel- 
conque où  elle  sera  projetée  suivant  ADB  et  A'D'S;  puis  construisons  d'abord  la 
méridienne  de  la  surface,  en  cherchant  les  points  dans  lesquels  le  plan  vertical  OG 
est  rencontré  par  les  positions  successives  de  la  droite  (A6,  A'S).  Or,  déjà  dans  la 
situation  actuelle,  cette  droite  perce  le  plan  06  au  point  (M,  M"),  lequel  appar- 
tient à  la  courbe  demandée,  et  celle-ci  devra  toucher  en  ce  point  la  projection 
A'M'^S.  En  eiîet,  quoique  dans  l'espace  la  tangente  de  la  méridienne  et  la  droite 
(AB,  A'S)  soient  trës-distinctes  l'une  de  l'autre,  ces  droites  sont  néanmoins  situées 
toutes  deux  dans  le  plan  tangent  de  la  surface  au  point  (M,  M'');  et  comme  ce  plan 
est  nécessairement  perpendiculaire  (n^  129)  au  plan  méridien  06,  et  par  consé- 
quent au  plan  vertical  de  projection,  il  arrivera  ici  que  A'S  se  confondra  avec  la 
projection  verticale  de  la  tangente,  et  qu'ainsi  la  droite  A'S  touchera  elle-même  la 
projection  de  la  courbe  méridienne  en  M''. 

Ensuite,  un  point  quelconque  (n,  n')  de  AB  décrira,  pendant  le  mouvement  de 
révolution,  un  arc  de  cercle  projeté  sur  /iN  et  sur  l'horizontale  n'N'  :  donc  ce  point 
(/i,  n'),  quand  il  arrivera  dans  le  plan  vertical  06,  se  trouvera  projeté  en  (N,  N'); 
ainsi  ce  sera  là  un  nouveau  point  de  la  courbe  méridienne  6'N'M'6'\  et  tous  les 
autres  se  construiront  de  la  même  manière.  En  appliquant  ce  procédé  à  l'extrémité 
(D,  D')  de  l'horizontale  (OD,  O'D),  qui  est  perpendiculaire  à  la  fois  sur  l'axe  et 
sur  la  génératrice,  et  qui  mesure  leur  plus  courte  distance,  on  obtiendra  le  point 
(F,  F')  de  la  méridienne  le  plus  rapproché  de  l'axe,  et  c'est  ce  point  qui,  dans  la 
révolution  complète  de  la  droite  mobile,  décrira  le  plus  petit  des  parallèles  de  la 
surface,  ou  le  cercle  de  gorge  projeté  ici  sur  DFE  et  E'F'.  De  même,  le  pied  (A,  A') 
de  la  génératrice,  décrivant  un  cercle  AL6  qui  sera  la  trace  horizontale  de  la  sur- 
face, fournira  un  point  (6,  6')  de  la  méridienne  :  et  quoique  cette  courbe  doive 
évidemment  s'étendre  d'une  manière  illimitée,  puisque  la  droite  génératrice  a  elle- 
même  une  longueur  indéfinie,  néanmoins,  pour  donner  une  idée  plus  nette  de  la 


(*)  Voyez  y  analyse  appliquée  à  la  géométrie  des  trois  dimensions,  ch&p.  IX. 
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surface,  nous  admettrons  que  la  droite  mobile  est  terminée  aux  deux  points  (A,  A') 
et(B,  S),  également  distants  du  point  (D,  D')  qui  décrit  le  cercle  de  gorge;  de 
sorte  que  la  portion  de  surface  que  nous  considérerons  ici,  sera  terminée  a  deux 
cercles  égaux  projetés  horizontalement  sur  6AH,  et  verticalement  sur  G'H'  et  G"H". 
Au  reste,  nous  avons  démontré  (n®  140)  que  le  méridien  G'PG"  était  une  branche 
d'hyperbole  qui  avait  pour  axe  réel  le -diamètre  E'F'  du  cercle  de  gorge;  et  l'on 
devra  observer  qu'ici,  comme  dans  toute  surface  de  rés^olution,  le  méridien  principal 
G'F'G"  forme  précisément  le  contour  apparent  de  la  surface  par  rapport  au  plan 
vertical,  puisque  tous  les  plans  tangents  le  long  de  ce  méridien  lui  sont  perpendicu- 
laires (n°  129).  Par  une  raison  semblable,  le  contour  apparent  de  l'hyperboloïde 
relativement  au  plan  horizontal,  est  le  cercle  de  gorge  DFË  le  long  duquel  tous  les 
plans  tangents  sont  évidemment  verticaux. 

149.  {Fig.  46.)  Pour  compléter  la  représentation  graphique  de  cet  hyperboloïde, 
d'après  le  mode  de  génération  par  une  ligne  droite,  il  faut  construire  un  certain 
nombre  de  positions  de  cette  génératrice  rectiligne.  Or,  puisqu'elle  doit  rester  à 
une  distance  constante  de  l'axe  (0,  O'Z'),  sa  projection  horizontale  sera  toujours 
tangente  au  cercle  DFE;  menons  donc  à  volonté  la  tangente  A2D2B2,  puis  proje- 
tons le  pied  Aj  sur  la  ligne  de  terre  en  A'2,  et  le  point  de  contact  Dg  sur  E'F'  en 
D'2;  alors  nous  obtiendrons  A'a  l>\^2  pour  la  projection  verticale  delà  droite  qui 
était  projetée  horizontalement  suivant  A2  B,  :  d'ailleurs,  l'extrémité  §2  qui  est  sur 
le  cercle  supérieur  G"H",  devra  évidemment  se  trouver  projetée  en  B2,  ce  qui 
offrira  une  vérification.  Les  autres  positions  de  la  génératrice  se  construiront  d'une 
manière  analogue,  et  leurs  projections  verticales  devront  encore  /owcA^r  l'hyperbole 
méridienne,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré  au  numéro  précédent  pour  la  première 
droite  ADB;  seulement,  il  faut  observer  que  quand  on  choisira  la  projection  hori- 
zontale parallèle  à  la  ligne  de  terre,  comme  KL,  la  projection  verticale  correspon- 
dante Q'ê  sera7'ayy7?ipto/e  de  l'hyperbole,  puisqu'en  effet  une  pareille  génératrice 
ne  rencontrera  plus  le  plan  méridien  OG  qu'aune  distance  infinie,  sans  cesser  d'être, 
en  projection  verticale,  tangente  à  l'hyperbole  méridienne. 

150.  Pour  obtenir  des  résultats  plus  symétriques,  on  a,  dans  l'épure  actuelle, 
divisé  le  cercle  GAH  en  quatorze  parties  égales,  et  tracé  d'abord  les  cordes  AB, 
A2B2,  A3  B, ,...,  de  manière  à  sous-tendre  un  même  nombre  d'arcs  partiels;  par  là 
ces  cordes,  nécessairement  égales,  se  sont  trouvées  tangentes  à  un  même  cercle 
EDF,  puis  on  en  a  déduit  les  projections  verticales,  comme  nous  l'avons  dit  au 
numéro  précédent.  D'ailleurs,  quoique  ces  cordes  aboutissent  deux  à  deux  aux 
mêmes  points  de  division  sur  le  cercle  GAH,  on  distinguera  aisément  les  parties 
situées  au-dessous  du  cercle  de  gorge  d'avec  les  parties  supérieures,  puisque  les 
premières  étant  invisibles  sur  le  plan  horizontal,  sont  ici  représentées  par  des  lignes 
ponctuées.  Quant  au  plan  vertical,  les  portions  de  génératrices  situées  au  delà  du 
plan  méridien  GOH  qui  renferme  le  contour  apparent  de  la  surface  (n^  148)  par 
rapport  à  ce  plan  de  projection,  sont  les  seules  qui  deviennent  invisibles  et  qui  aient 
dû  être  ponctuées. 
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151 .  On  sait  (  n®  141  )  que  Thyperboloîde  admet  un  autre  système  de  génératrices 
rectilignes,  projetées  également  sur  les  tangentes  au  cercle  de  gorge  AB,  AsB,».*.» 
mais  qui  ont  dans  l'espace  une  position  inverse  par  rapport  à  la  verticale.  Par 
exemple»  celle  de  ces  nouvelles  droites  qui  serait  projetée  suivant  BDA  (*),  aurait 
son  pied  en  (B,  B')  et  son  extrémité  supérieure  en  (A,  a),  tandis  qu'elle  couperait 
la  droite  ADB  du  premier  système  au  point  (D,  D');  ainsi  elle  aurait  pour  projec- 
tion verticale  B'D'a,  ligne  qui  a  déjà  reçu  la  projection  d'une  droite  LMC  du  premier 
système.  C'est  pour  éviter  cette  coïncidence  que  nous  n'avons  pas  voulu  repré- 
senter, sur  l'épure,  les  génératrices  des  deux  systèmes  kla  fois;  car  autrement,  les 
parties  pleines  des  unes  tombant  sur  les  parties  ponctuées  des  autres,  il  n'aurait 
plus  été  possible  de  distinguer  les  portions  visibles  ou  invisibles  dans  chacun  des 
systèmes.  Au  surplus,  il  sera  toujours  facile,  même  sur  l'épure  actuelle,  de  retrou- 
ver les  droites  du  système  B  quand  on  en  aura  besoin,  puisqu'il  suffira  de  prendre 
les  portions  pleines  pour  les  parties  ponctuées,  et  réciproquement,  comme  nous 
venons  de  l'indiquer  pour  la  droite  BDA.  On  pourra  aussi  multiplier  davantage  les 
génératrices,  afin  d'obtenir  plus  d'effet  dans  le  dessin  ;  mais  nous  avons  cru  devoir 
ici  sacrifier  quelque  chose  sous  ce  dernier  rapport,  afin  d'offrir  plus  de  netteté  dans 
la  position  des  points  et  des  lignes  remarquables  qu'il  fallait  signaler  à  l'attention 
du  lecteur. 

152.  [Fig.  46.)  Bu  plan  tangent  à  Vhyperboloîde.  Soit  R  la  projection  horizon-* 
taie  du  point  de  contact,  assignée  par  la  question  :  pour  obtenir  l'autre  projection, 
j'observe  que  par  le  point  considéré  sur  la  surface,  il  passe  une  génératrice  du 
système  A,  laquelle  est  projetée  horizontalement  suivant  une  tangente  PRA  au  cercle 
de  gorge,  et  verticalement  suivant  Fa;  si  donc  je  projette  R  en  R'  sur  cette  der- 
nière droite,  j'aurai  déterminé  complètement  le  point  de  contact  (R,  R').  Mais  il  y 
a  une  seconde  solution;  car,  puisque  je  veux  mener  de  R  une  autre  tangente  BRQ 
au  cercle  de  gorge,  laquelle  représentera  aussi  une  génératrice  du  système  A  pro- 
jetée verticalement  suivant  B'Q",  je  n'aurai  qu'à  projeter  R  en  R"  sur  cette  dernière 
ligne,  et  j'obtiendrai  un  second  point  (R,  R")  qui  sera  situé  sur  l'hyperboloide,  et 
qui  aura  pareillement  sa  projection  horizontale  en  R. 

153.  Cela  posé,  considérons  le  point  (R,  R'),  et  rappelons-nous  (n®142)  qu'il 
doit  passer  par  ce  point  unique  deux  génératrices  de  l'hyperboloîde  :  l'une  est  la 
droite  (PRA,  P'R'a)  déjà  employée  et  qui  appartient  au  système  A;  l'autre  appar- 
tient au  système  B  et  serait  projetée  sur  (QRB,  Q'R'ê).  Donc  te  plan  tangent  en 
(R,  R^)  devra  renfermer  ces  deux  droites,  et  par  suite  la  trace  horizontale  de  ce  plan 
sera  QPS.  Pour  déterminer  l'autre  trace  SV,  il  suffira  d'imaginer  dans  ce  plan  tan- 
gent et  par  le  point  (R,  R'),  une  horizontale  dont  les  projections  seront  RV  paral- 
lèle à  la  trace  QPS,  et  R'V  parallèle  à  la  ligne  de  terre;  puis,  on  construira  le 
point  (  V,  V)  où  cette  horizontale  va  percer  le  plan  vertical. 


(*)  Pour  indiquer  plus  clairement  la  situation  des  diverses  généralnces,  nous  aurons  toujours  soin  de 
citer,  en  premier  lieu,  la  lettre  qui  désignera  l'extrémité  inférieure  de  la  droite  dont  nous  parlerons. 
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Quant  au  plan  tangent  relatif  au  point  (R,  R''),  il  se  trouvera  déterminé  par  les 
deux  droites  de  systèmes  opposés,  qui  se  coupent  en  cet  endroit  : 

L'une  est  (BRQ,  B'R'Q'')  pour  le  système  A, 

L'autre  est  (ARP,  A'R"F)  pour  le  système  B. 

Ainsi  la  trace  horizontale  de  ce  plan  sera  la  ligne  AB,  et  la  trace  verticale  s'ob- 
tiendrait, comme  ci-dessus,  par  le  secours  d'une  horizontale  menée  dans  ce  même 
plan  à  partir  du  point  (R,  R''). 

154.  Revenons  au  plan  tangent  PSV  qui  touche  Thyperboloïde  au  point  (R,  R') 
[fig,  46),  et  remarquons  que  sa  trace  horizontale  PQ  se  trouve  bien  perpendiculaire 
au  plan  méridien  OR  qui  passerait  par  le  poiut  de  contact,  ainsi  que  cela  doit  arri- 
ver (n^  134)  dans  toute  surface  de  révolution  dont  Taxe  est  vertical  :  mais  ce  plan 
tangent  PSV  n'est  pas  tangent  à  Thyperboloïde  dans  tout  autre  point,  tel  que  (T,T') 
delà  droite  (PRA,  P'R'a)  qu'il  renferme,  puisque  sa  trace  horizontale  PQ  ne  sau- 
rait être  perpendiculaire  au  méridien  OT.  D'ailleurs,  par  ce  point  (T,  T')  de  la 
droite  (PRA,  P'fc'a)  qui  appartient  au  système  A,  il  passe  une  génératrice  (HTBa, 
H'TSa)  du  système  B,  laquelle  est  évidemment  située  hors  du  plan  dont  nous  par- 
lons, puisque  le  pied  de  cette  génératrice  est  en  H  hors  de  la  direction  de  PQ.  Par 
conséquent,  le  plan  PSV  ne  satisfait  pas,  pour  le  point  (T,  T') ,  à  la  définition  du 
véritable  contact,  qui  consiste  à  renfermer  les  tangentes  à  toutes  les  lignes  situées 
sur  la  surface;  tandis  qu'au  point  (R,  R')  ce  plan  contient  nonnseulement  les  deux 
génératrices  qui  s'y  coupent,  mais  aussi  la  tangente  du  parallèle  qui  est  précisé- 
ment (RV,  R'V),  la  tangente  du  méridien,  et  celle  de  toute  autre  courbe  tracée 
par  ce  point  sur  Thyperboloîde. 

Nous  avions  déjà  prouvé  cette  propriété  singulière  du  plan  tangent  à  l'hyperbo- 
loïde  gauche  dans  le  n^  142;  mais  nous  avons  cru  devoir  insister  sur  cette  cir- 
constance et  l'appuyer  ici  par  de  nouvelles  considérations,  parce  qu'il  importe  de  se 
former  une  idée  bien  nette  de  la  position  d'un  plan  qui  est  ainsi  tangent  dans  un 
point  (R,  R'),  et  sécant  dans  tous  les  autres  points  communs  avec  la  surface,  qu'il 
coupe  ici  suivant  les  deux  droites  (PRA,  P'R'a)  et  (QRB,  Q'R'ê). 

155.  Tous  les  problèmes  relatifs  aux  plans  tangents,  que  nous  avons  résolus  dans 
ce  livre,  portaient  sur  des  surfaces  cylindriques^  coniques^  ou  de  révolution.  Nous  n'en 
ajouterons  pas  maintenant  de  nouveaux  exemples,  pour  d'autres  genres  de  surfaces, 
parce  que  la  méthode  se  réduit  dans  tous  les  cas  a  employer  le  procédé  général 
indiqué  au  n^  105,  et  que  nous  rencontrerons  dans  la  suite  assez  d'occasions  de 
l'appliquer;  mais  il  resterait  à  traiter  la  question  du  plan  tangent,  lorsque  le  point 
de  contact  n'est  pas  assigné  sur  la  surface.  Nous  l'avons  fait  tout  de  suite  à  l'égard 
des  cylindres  et  des  cônes,  parce  qu'ici  la  solution  était  trop  simple  pour  la  différer; 
quant  aux  autres  surfaces,  il  n'en  est  pas  de  même,  et  l'on  a  besoin  quelquefois 
de  s'aider  des  méthodes  relatives  aux  intersections  de  surfaces;  c'est  pourquoi  nous 
renverrons  les  problèmes  de  ce  genre  à  un  des  livres  suivants. 
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DES  SURFACXS  DÉYELOPPABLES  ET  DES  ENVELOPPES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  SURFACES    DÉYELOPPABLES. 

156.  Une  surface  est  dite  développable  lorsque,  étant  supposée  flexible,  mais 
inextensible,  elle  peut  être  étendue  sur  un  plan,  sans  éprouver  aucun  changement  dans 
sa  superficie.  Or  on  sent  bien  que  toute  surface,  par  exemple  une  portion  quel- 
conque de  sphère,  ne  jouit  pas  de  cette  propriété;  c'est  pourquoi  il  devra  y  avoir, 
dans  le  mode  de  génération  d'une  surface  développable,  quelque  condition  parti- 
culière qui  lui  permette  de  subir  cette  transformation,  et  c'est  ce  que  nous  expli- 
querons bientôt  (n°  175).  Mais  avant  de  nous  élever  k  ces  généralités,  il  nous  parait 
utile  d'examiner  d'abord  deux  genres  particuliers  de  surfaces  qui  peuvent  ainsi  être 
développées  sur  un  plan  ;  ce  sont  les  cylindres  et  les  cônes.  D'ailleurs,  le  moment 
est  venu  d'introduire  ici  les  considérations  de  la  méthode  infinitésimale  qui,  bien 
entendue,  présentera  toute  la  rigueur  désirable,  et  offrira  dans  la  suite  le  double 
avantage  d'abréger  les  raisonnements,  et  de  se  prêter  avec  facilité  aux  opérations 
graphiques  de  la  Géométrie  descriptive. 

157.  La  tangente  d'une  courbe  étant  la  limite  des  positions  que  prend  une 
sécante,  lorsque  deux  de  ses  points  de  section  se  rapprochent  indéfiniment,  on  peut 
considérer  la  tangente  comme  une  droite  qui  passe  par  deux  points  infiniment  voi- 
sins sur  la  courbe,  ou  qui  a  un  élément  de  commun  avec  elle  ;  par  là  on  substitue, 
il  est  vrai,  a  la  courbe  proposée,  un  polygone  inscrit  dont  les  côtés  et  les  angles 

^extérieurs  sont  infiniment  petits,  et  dont  chaque  côté  prolongé  remplace  une  tan- 
gente; mais  toute  propriété  qui,  dans  un  tel  polygone,  sera  vraie  indépendamment 
de  la  grandeur  absolue  de  ses  côtés  et  des  angles  compris,  subsistera  également 
lorsqu'on  multipliera  de  plus  en  plus  ces  petites  cordes  en  les  rapprochant  de 
la  courbe;  par  conséquent,  cette  propriété  aura  lieu  pareillement  quand  on  pas- 
sera a  la  limite,  c'est-à-dire  quand  on  considérera  la  courbe  en  question  et  ses 
véritables  tangentes. 

158.  D'ailleurs,  nous  avons  démontré  rigoureusement  (n°  95)  que,  dans  toute 
surface,  les  diverses  courbes  tracées  par  un  même  point  avaient  leurs  tangentes  en 
ce  point  situées  dans  un  plan  unique  ;  donc  ce  plan,  que  nous  avons  nommé  tangent, 
pourra  être  considéré  comme  ayant  de  commun  avec  la  surface  un  élément  super- 
ficiel formé  par  l'ensemble  des  éléments  linéaires  communs  aux  courbes  et  à  leurs 
tangentes  ;  ce  sera  l'élément  de  contact,  qui  se  trouvera  en  général  infiniment 
petit  dans  tous  les  sens,  à  moins  que  la  surface  ne  soit  d'un  genre  tel,  que  le  plan 
tangent  se  trouve  le  même  pour  plusieurs  points  consécutifs. 
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159.  [Fig.  48.)  Dans  uo  cylindre,  par  exemple,  nous  savons  (n^99)  que  le 
plan  BAT  est  tangent  tout  le  long  d'une  même  génératrice  AMB  ;  donc  ici  ce  plan 
aura  de  commun  avec  la  surface  un  élément  superficiel  ABB'  A'  indéfini  en  longueur, 
mais  compris  entre  les  deux  génératrices  infiniment  voisines  qui  passent  par  les 
points  A  et  A'  communs  à  la  base  AG  et  à  sa  tangente  AT.  On  voit  que  nous  dis- 
tinguons ici,  comme  dans  la  note  du  n^  109,  Vêlement  de  la  surface  d'avec  la  gêné'- 
ratrice;  et  cela  est  essentiel  :  car,  dans  les  surfaces  gauches,  nous  reconnaîtrons 
que  cette  dernière  droite  sera  commune  aussi  à  la  surface  et  au  plan  tangent, 
tandis  que  l'élément  superficiel  indéfini  en  longueur  ne  se  trouvera  pas  tout  entier 
dans  ce  plan. 

De  même,  une  surface  conique  qui  est  touchée  par  son  plan  tangent  tout  le  long 
d'une  génératrice  (n^lOO),  aura  de  commun  avec  ce  plan  un  élément  superficiel 
indéfini  en  longueur,  mais  compris  entre  deux  génératrices  infiniment  voisines. 

160.  [Fig.  48.)  Une  surface  cylindrique  est  toujours  développable  ;  car 
imaginons  qu'elle  a  été  coupée  par  un  plan  perpendiculaire  à  ses  génératrices, 
suivant  une  courbe  CA  qui  se  nomme  la  section  droite  (*)  ou  section  orthogonale  du 
cylindre,  et  que  nous  regarderons  comme  sa  base,  ou  comme  la  directrice  de  la 
droite  mobile  qui  a  engendré  cette  surface;  puis  substituons,  pour  un  moment,  à 
cette  courbe  un  polygone  inscrit  CA  A' A"  [fig  49)1  ce  qui  transformera  le  cylindre 
en  un  prisme  droit.  Alors  nous  pourrons  faire  tourner  la  face  B"  A"  A'B'  autour  de 
l'arête  FA' comme  charnière,  jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  se  placer  dans  le  plan  de  la 
face  B'A'AB;  et  par  là  le  côté  A' A",  transporté  en  A' a",  se  trouvera  situé  sur  le 
prolongement  de  AA',  puisqu'ils  continueront  d'être  tous  les  deux  perpendiculaires 
à  l'arête  A'B'.  Ensuite,  on  pourra  faire  tourner  la  face  composée  BAa"é"  autour 
de  la  charnière  AB,  jusqu'à  ce  qu'elle  arrive  dans  le  plan  de  la  face  suivante;  et,  en 
continuant  ainsi,  on  amènera  toutes  les  faces  du  prisme  à  être  situées  dans  un 
plan  unique,  à  la  suite  les  unes  des  autres,  de  sorte  que  la  surface  prismatique 
se  trouvera  développée,  sans  avoir  changé  de  superficie.  En  outre,  observons  bien  1 
que  tous  les  côtés  du  polygone  CAA'A"  formeront,  après  le  développement,  une 
seule  et  même  ligne  droite  à  laquelle  toutes  les  arêtes  du  prisme  continueront  d'être 
perpendiculaires,  ainsi  que  nous  l'avons  prouvé  pour  les  deux  premiers  côtés  AA' 
et  A' A'';  et  que  la  longueur  de  cette  droite  sera  égale  à  la  somme  des  côtés  du 
polygone  primitif,  tandis  que  les  diverses  arêtes  AB,  A'B', . .  •  auront  conservé 
les  longueurs  qu'elles  avaient  auparavant. 

161.  [Fig.  48.)  Or  il  est  bien  évident  que  toutes  ces  conséquences  seront  égale- 
ment vraies,  quelle  que  soit  la  grandeur  des  angles  et  des  côtés  du  polygone  que 
l'on  a  substitué  à  la  courbe  CAA'  ;  par  conséquent  elles  auront  lieu  aussi  dans  un 


(*  ]  Nous  appellerons  souvent,  pour  abréger,  cyîindre  droit  y  celui  dans  lequel  on  prendra  pour  base  ou 
pour  directrice  la  section  droite,  sans  vouloir  exprimer  par  là  que  cette  section  est  un  cercle,  auquel  cas 
nous  dirions  que  c'est  un  cylindre  de  révolution.  Du  reste,  cette  dénomination  n'indiquera  rien  de  particu« 
lier  dans  la  nature  du  cylindre,  puisqu'on  sent  bien  que  toute  surface  cylindrique  peut  être  ramenée  à  ce 
cas  en  la  coupant,  comme  ici,  par  un  plan  perpendiculaire  à  ses  génératrices. 
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cylindre  qui  est  la  limite  des  prismes  inscrits,  ou,  si  Ton  veut  exprimer  différem- 
ment la  même  idée,  dans  un  cylindre  qui  n'est  autre  chose  qu'un  prisme  dont  la 
base  serait  un  polygone  infirùiésimaL  On  peut  donc  affirmer  :  i^  que  toute  surface 
cylindrique  est  développable  ;  2^  qu'après  cette  transformation,  la  section  orthogo- 
nale ou  perpendiculaire  aux  génératrices,  devient  une  droite  dont  la  longueur  égale 
le  périmètre  de  cette  section;  3*^  que  les  génératrices  restent  perpendiculaires  à  cette 
droite,  en  conservant  d'ailleurs  leurs  longueurs  primitives,  soit  au-dessus,  soit  au- 
dessous  de  cette  base. 

162.  {Fig.  46.)  S'il  existait  sur  le  cylindre  une  courbe  quelconque  GMM',  elle 
se  trouverait  remplacée,  sur  le  prisme,  par  un  polygone  GMM' M",  dont  les  côtés 
oe  changeraient  pas  de  longueur,  lorsqu'ils  seraient  entraînés  avec  les  faces  du 
prisme,  dans  leurs  mouvements  de  rotation  autour  des  arêtes  successives  ;  mais  ce 
polygone  changerait  de  forme,  puisque  l'angle  intérieur  MM'M"  (*)  deviendrait 
MM' m".  Toutefois,  comme  dans  ce  développement  le  côté  M'M"  tournera  par  un 
mouvement  de  révolution  autour  de  la  charnière  B'M',  il  s'ensuit  que  l'angle 
B'M'M"  demeurera  constant  et  égal  a  B'M'm":  il  en  sera  de  même  de  l'angle  BMM' 
ou  TMA  qui  restera  invariable,  et  dont  un  côté  TMM'  deviendra,  a  la  limite,  la  tan- 
gente de  la  courbe  que  remplace  actuellement  le  polygone  GMM'.  Si  d'ailleurs  on 
observe  que  toutes  ces  propriétés  sont  indépendantes  de  la  petitesse  plus  ou  moins 
grande  des  faces  du  prisme,  et  qu'ainsi  elles  doivent  encore  être  vraies  pour  la 
limite  de  ce  prisme,  ou  pour  le  cylindre  de  hjîg.  4^»  on  en  déduira  les  consé- 
quences suivantes  : 

1®  {Fig.  48.)  Quand  on  développe  un  cylindre  sur  lequel  est  tracée  une  courbe 
quelconque  GM,  cette  ligne  se  change  en  une  autre  courbe  que  nous  appellerons 
la  transformée  de  la  première,  et  dont  les  arcs  ont  la  même  longueur  absolue  que  ceux 
de  la  courbe  primitive. 

a**  Les  portions  de  génératrices  MA,  M'A', ... ,  comprises  entre  cette  courbe  et 
la  section  orthogonale  CAA',  restent  de  même  grandeur,  et  tou]0\XTS  perpendiculaires 
à  la  droite  suivant  laquelle  se  transforme  la  base  CAA'. 

3**  Chaque  tangente  MT  à  la  courbe  primitive  forme,  avec  la  génératrice  MA,  un 
angle  qui  demeure  invariable;  et  d'ailleurs  cette  droite  MT  se  retrouve,  après  le  déve- 
loppement, tangente  à  la  transformée.  Cette  dernière  assertion  se  justifie  en  obser- 
vant que,  sur  le  développement  du  prisme,  la  ligne  MT  ne  cesse  pas  d'être  le  prolon- 
gement d'un  côté  du  polygone  transformé.  Nous  verrons  bientôt,  dans  plusieurs 
épures,  la  manière  dont  on  fait  usage  de  ces  diverses  propriétés  pour  exécuter  gra- 
phiquement le  développement  d'un  cylindre,  et  pour  y  construire  les  transformées 
des  courbes  primitivement  tracées  sur  ce  corps. 

163.  Nous  avons  dit  qu'une  courbe  quelconque  GMM'  tracée  sur  un  cylindre,  se 


(*)  Le  supplément  de  cet  angle,  savoir  M'M'/,  lequel  serait  compris  entre  deux  tangentes  consécutives, 
se  nomme  angle  de  contingence,  et  peut  servir  à  apprécier  la  courbure  de  la  courbe  en  cet  endroit,  comme 
nous  l'expliquerons  bientôt  (n**  idS). 
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changeait,  après  le  développement  de  cette  surface,  en  une  autre  ligne  qui  généra- 
lement était  encore  courbe;  cependant  il  y  a  des  cas  particuliers  où  cette  trans- 
formée peut  être  rectiligne,  et  pour  trouver  plus  facilement  les  conditions  qui  s'y 
rapportent,  substituons  encore  au  cylindre  et  à  la  courbe  le  prisme  droit  et  le 
polygone  GMM'  de  la^ïg*.  49-  Alors,  pour  que  le  côté  M' M",  transporté  en  M' m", 
se  trouve  sur  le  prolongement  de  MM',  il  faut  et  il  suffit  évidemment  que  l'on  ait 

angleWMm'=  A'M'M  =  BMM'; 

et  puisque  nous  avons  vu  (n°  162)  que  le  premier  de  ces  angles  demeurait  égal  à 
l'angle  primitif  B' M' M",  la  condition  précédente  revient  à  celle-ci  : 

angleVWW'  =  BMW; 

comme  il  en  serait  de  même  des  autres  côtés  consécutifs  comparés  entre  eux,  on  en 
conclut  que  tous  les  côtés  du  polygone  GMM'M"  doivent  couper  les  arêtes  du 
prisme  sous  un  angle  constant.  Maintenant,  si  l'on  transporte  au  cylindre  ces 
relations  qui  devaient  toujours  avoir  lieu  sur  le  prisme,  quelque  petites  que  fus- 
sent ces  faces,  et  si  l'on  se  rappelle  (n®  157)  que  les  prolongements  des  côtés  du 
polygone  deviennent,  à  la  limite,  les  tangentes  de  la  courbe  continue  vers  laquelle 
converge  ce  polygone,  on  en  déduira  ce  théorème  :  Pour  qu'une  courbe  GM,  tracée 
sur  un  cylindre  9  devienne  rectiligne  après  le  développement  de  cette  surfa^ce,  il  faut  et 
il  suffit  que  toutes  les  tangentes  de  cette  courbe  fassent  un  angle  constant  avec  les 
génératrices  du  cylindre.  Les  courbes  qui  satisfont  à  cette  dernière  condition,  se 
nomment  des  hélices,  quelle  que  soit  la  base  du  cylindre  sur  lequel  elles  sont 
tracées  :  ainsi  les  hélices  sont  les  seules  courbes  qui  deviennent  rectilignes,  par  le 
développement  de  la  surface  cylindrique  qui  les  contient. 

164.  {Fig.  48.)  Elles  jouissent  d'ailleurs  de  cette  autre  propriété  bien  remar- 
quable :  Un  arc  quelconque  d^  hélice  GM  est  la  ligne  la  plus  courte  que  F  on  puisse  tracer 
sur  le  cjrUndre^  entre  ses  extrémités  G  et  M.  En  effet,  si  on  lui  compare  une  autre 
courbe  comprise  entre  les  points  G  et  M,  ce  dernier  arc  ne  deviendra  pas  rectiligne 
quand  on  aura  développé  le  cylindre;  donc  alors  il  sera  plus  long  que  l'arc  d'hélice 
qui  sera  devenu  une  droite  :  mais  nous  avons  vu  (n^  162)  que,  dans  ce  développe- 
ment, les  transformées  conservaient  la  même  longueur  que  les  courbes  primitives; 
donc  aussi,  avant  le  développement  du  cylindre,  l'arc  d'hélice  était  plus  court  que 
toute  autre  ligne  passant  par  les  points  G  et  M. 

165.  Il  importe  d'observer  ici  que  toutes  les  courbes  qui  deviennent  rectilignes 
après  que  le  cylindre  est  développé,  étaient  primitivement  gauches  ou  à  double 
courbure,  c'est-à-dire  que  trois  tangentes  infiniment  voisines,  ou  trois  éléments 
consécutifs,  n'étaient  pas  dans  un  même  plan.  En  effet,  revenons  au  polygone  de  la 
fig.  49»  et  considérons-y  trois  côtés  consécutifs,  KM,  MM',  M'M",  que  nous  suppo- 
serons dirigés  de  manière  à  former,  avec  les  arêtes  du  prisme,  des  angles  égaux  entre 
eux  et  désignés  par  a.  Si  ces  trois  côtés  pouvaient  être  dans  un  plan  unique,  il  en 
serait  certainement  de  même  pour  trois  droites  menées  par  un  point  quelconque  G, 


CHAPITBE   I.  --   SURFACES   1N&VELOPPABLBS.  73 

parallèlement  à  ses  côtés  :  or  ces  trois  parallèles^  formant  aussi  chacune  un  même 
angle  a  avec  l'arête  GD,  se  trouveront  situées  sur  la  surface  d'un  cône  droit  dont 
GD  sera  Taxe,  et  Ton  sent  bien  qu'une  telle  surface  ne  saurait  avoir  trois  de  ses 
génératrices  dans  un  même  plan,  puisque  alors  trois  points  de  la  circonférence  qui 
lui  sert  de  base  seraient  en  ligne  droite.  Donc  il  est  pareillement  impossible  que  les 
trois  côtés  consécutifs  KM,  MM',  M'M",  se  trouvent  dans  un  même  plan;  et  cette 
proposition  ayant  lieu  quelle  que  soit  la  petitesse  de  ces  côtés,  demeure  également 
vraie  pour  leurs  prolongements»  lorsque  le  polygone  dégénère  en  une  courbe  con- 
tinue; auquel  cas  ces  prolongements  sont  les  tangentes  mêmes  de  cette  courbe.  Ainsi 
les  hélices  sont  toujours  des  lignes  à  double  courbure. 

166.  Il  faut  seulement  excepter  de  cette  conclusion  générale  un  cas  unique,  qui 
est  celui  où  l'angle  a  se  trouve  droit;  car  alors  le  cône  qui  nous  a  servi  tout  à  l'heure 
à  établir  la  proposition  précédente  se  réduit  lui-même  à  un  plan.  D'ailleurs,  l'hélice 
particulière  qui  répond  à  l'hypothèse  actuelle  a  =  90^,  n'est  autre  chose  évidem- 
ment que  \^  section  droite  ÇA  A!  \  et  nous  savons,  en  effet  (n*^  161),  que  cette  section 
devient  rectiligne  après  le  développement  du  cylindre;  mais  du  moins  nous  pou- 
vons affirmer  que,  de  toutes  les  courbes  planes  tracées  sur  un  cylindre^  il  n'y  a  que 
la  SECTION  ORTHOGONALE  qui  devienne  rectiligne  après  le  dés^eloppement  de  cette 
surface. 

167.  {Fig.  49.)  A  l'occasion  des  hélices  qui,  comme  nous  l'avons  reconnu,  ne 
sont  pas  des  courbes  planes,  nous  ferons  observer  que,  dans  toute  courbe  gauche^ 
telle  que  GKM,  située  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  si  trois  éléments 
voisins  KM,  MM',  M'M"  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  du  moins  cette  condition 
sera  toujours  remplie  pour  deux  éléments  consécutifs  MM'  et  M'M";  et  le  plan  MM'M'" 
se  nomme  le  plan  osculaieur  Ae  la  courbe  au  point  M.  Pour  le  point  K,  au  contraire, 
le  plan  osculateur  serait  KMM',  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  les  divers  plans  oscu- 
laleurs  se  coupent  deux  à  deux  suivant  un  élément  intermédiaire,  et  ils  ne  coïnci- 
dent tous  ensemble  qu'autant  que  la  courbe  est  plane.  D'ailleurs,  par  les  considé- 
rations exposées  plus  haut,  cela  revient  évidemment  à  définir  le  plan  osculateur 
comme  celui  qui  passe  par  deux  tangentes  infiniment  voisines. 

168.  Observons  encore  qu'une  ligne  courbe  continue,  plane  ou  non,  n'a  jamais 
qu'une  tangente  unique  en  un  point  donné  ;  mais  elle  admet  évidemment  une  infinité 
de  normales,  c'est-a-dire  de  droites  perpendiculaires  à  la  tangente,  et  menées  par 
le  point  de  contact  de  celle-ci  :  or  toutes  ces  normales  forment  nécessairement  un 
plan  perpendiculaire  à  la  tangente,  et  que  l'on  appelle  le  plan  normal  Ae  la  courbe 
au  point  en  question.  C'est  précisément  le  contraire  de  ce  qui  arrive  pour  une  sur- 
face, laquelle  admet,  en  chacun  de  ses  points,  une  infinité  de  tangentes  formant  le 
plan  tangent,  et  une  normale  unique  perpendiculaire  à  ce  plan. 

169.  Une  surface  conique  est  toujours  développable.  Sans  passer  ici  par 
toutes  les  considérations  intermédiaires  que  nous  avons  cru  devoir  employer  pour 
le  cylindre,  regardons  immédiatement  la  base  du  cône,  qu'elle  qu'elle  soit,  comme 
un  polygone  infinitésimal Ç,k A! M'  [fig.  5o),  et  ce  cône  lui-même  comme  une  pyra- 
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mide  dont  chaque  face  SAA'sera  un  élément  superficiel  infiniment  étroit,  qui  se  trou- 
vera commun  (n**  159)  à  la  surface  et  à  son  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice 
SA.  Alors  on  pourra  faire  tourner  la  face  SA' A"  autour  de  Taréte  SA',  jusqu'à  ce 
qu'elle  vienne  se  placer  dans  le  plan  de  la  face  SA' A,  et  à  la  suite  de  celle-ci;  puis, 
faire  tourner  le  système  de  ces  deux  faces  autour  de  l'arête  SA,  et  les  amener  dans 
le  plan  de  la  face  précédente.  En  continuant  de  la  sorte,  on  obtiendra  un  secteur 
polygonal  (*)  composé  de  toutes  les  faces  de  la  pyramide,  mises  à  côté  les  unes  des 
autres  dans  un  même  plan,  et  dont  par  conséquent  la  superficie  égalera  l'aire  de 
cette  pyramide;  d'ailleurs,  il  est  évident  que  dans  cette  transformation,  les  côtés  et 
les  angles  des  faces  SA' A",  SAA',...  resteront  invariables,  ainsi  que  ceux  des  trian- 
gles quelconques  SM'M",  SMM',...,  tandis  que  les  angles  AA'A",  MM' M"  changeront 
de  grandeur;  et  comme  ces  diverses  circonstances  sont  également  vraies  quelle  que 
soit  la  petitesse  des  faces  de  la  pyramide,  elles  subsisteront  donc  pareillement  pour 
la  limite  de  ce  corps,  c'est-à-dire  pour  un  cône  sur  lequel  les  polygones  CAA' A"  et 
GMM'M"  deviendront  des  courbes  continues,  dont  les  tangentes  seront  les  prolon- 
gements des  éléments  AA'  et  MM'. 

170.  De  là  résultent  évidemment  les  conséquences  suivantes  :  i*^  Toute  surface 
conique  est  développahle,  et  dans  cette  transformation  les  génératrices,  ou  des  por- 
tions quelconques  de  ces  droites,  ne  changent  pas  de  longueur, 

a®  La  base  du  cône,  ou  toute  autre  courbe  tracée  sur  sa  surface,  devient  une  ligne 
dont  la  courbure  n'est  plus  la  même  que  celle  de  la  courbe  primitive,  et  qu'on 
nomme  la  transformée  de  la  première;  mais  les  arcs  de  cette  transformée  conservent 
la  même  longueur  absolue  que  ceux  de  la  courbe  primitive.  Si  cette  dernière  avait 
d'abord  tous  ses  points  à  une  distance  constante  du  sommet,  la  transformée  serait 
un  arc  de  cercle  décrit  avec  cette  distance  pour  rayon. 

3**  Chaque  tangente  de  la  courbe  primitive  forme  avec  la  génératrice  du  cône  un 
angle (\[ii  reste  invariable  dans  le  développement  de  cette  surface;  et  cette  première 
droite  redevient  tangente  à  la  transformée.  Nous  verrons  plus  loin  de  quelle  ma- 
nière on  emploie  ces  diverses  propriétés,  pour  exécuter  graphiquement  le  déve- 
loppement d'une  surface  conique. 

171.  Pour  qu'une  courbe  GMM',  tracée  sur  un  cône,  devienne  rec/î&'g^/ie  après  le 
développement  de  la  surface,  il  faut  évidemment  et  il  suffit  que  deux  éléments 
consécutifs  MM',  M'M",  soient  dirigés  de  manière  que 

ang-fe  SM'M"  =  SM'/; 

et  comme  les  prolongements  de  ces  éléments  sont  les  tangentes  de  la  courbe  primi- 
tive, cela  revient  à  dire  que  deux  tangentes  consécutives  de  cette  courbe  doivent 
former  des  angles  égaux  avec  la  génératrice  intermédiaire  :  mais  ces  angles  ne  sont 


{*)  Ou  plutôt,  lo  système  de  deux  secteurs  opposés  par  le  sommet,  si  Ton  développe  en  même  temps  la 
pyramide  supérieure  SBB'B'  qui  remplace  la  deuxième  nappe  du  cône. 
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plus  constants  pour  toutes  les  tangentes,   ainsi  qu'il  arrivait  dans  le  cas   du 
cylindre  (n^  163). 

172.  {Fig.  5o.  )  Toute  courbe  qui  vérifiera  la  condition  précédente,  jouira  aussi 
de  la  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  que  Ton  puisse  tracer  entre  deux  de 
ses  points,  sur  la  surface  conique;  et  cela  par  les  mêmes  raisons  qui  ont  été  données 
dans  le  n^  164:  mais  cette  courbe  ne  présentera  pas  la  forme  d'une  spirale  qui 
s'élèverait  de  plus  en  plus  vers  le  sommet  S  du  cône.  En  effet,  l'angle  SMM'  sera 
moindre  que  SM'M",  puisque  ce  dernier  égalera  SM'/;  ainsi  l'inclinaison  SMf  de 
chaque  tangente  sur  la  génératrice  correspondante  étant  d'abord  un  angle  aigu  qui 
va  toujours  en  augmentant,  la  distance  SM  deviendra  minimum  lorsque  cet  angle 
sera  droit,  et  alors  on  obtiendra  le  point  de  la  courbe  le  plus  rapproché  du  sommet  S; 
puis  au  delà,  cette  courbe  s'en  éloignera  de  plus  en  plus,  puisque  l'angle  SM  t  de- 
viendra obtus,  et  continuera  de  croître.  Ainsi,  sur  un  cône  de  révolution,  par 
exemple,  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  de  la  base  circulaire  n'est  pas  l'arc 
de  ce  cercle  compris  entre  ces  deux  points;  mais  c'est  une  espèce  de  couibe  hyperbo- 
lique dont  le  sommet  se  trouve  a  égale  distance  des  deux  points  en  question,  et  qui, 
après  le  développement  du  cône,  deviendrait  une  corde  du  cercle  dans  lequel  la  base 
primitive  serait  transformée.  Les  deux  rayons  parallèles  à  cette  corde  étaient,  sur  le 
cône  primitif,  les  génératrices  asymptotes  de  la  courbe  en  question. 

173.  Au  contraire,  une  courbe  qui,  sur  une  surface  conique  quelconque,  jouirait 
d'une  propriété  analogue  a  celle  de  l'hélice  (n®  163),  c'est-k-dire  dont  chaque 
tangente  ferait  un  angle  constant  aA?ec  la  génératrice  passant  par  le  point  de  contact, 
présenterait  la  forme  d'une  spirale  qui  s'approcherait  indéfiniment  du  sommet, 
lequel  serait  à  son  égard  un  point  asymptotique  :  puis,  dans  le  développement,  cette 
courbe  deviendrait  évidemment  nn^  spirale  logarithmique  y  car  on  sait  que  cette  der- 
nière a  la  propriété  de  couper  tous  ses  rayons  vecteurs  sous  un  angle  constant. 

Si  cet  angle  était  droit,  la  transformée  serait  un  cercle;  et  alors  tous  les  rayons 
vecteurs  étant  égaux,  la  courbe  primitive  tracée  sur  le  cône  ne  pourrait  être  qu'une 
courbe  sphérique,  c'est-à-dire  qui  résulterait  de  l'intersection  du  cône  proposé  avec 
une  sphère  ayant  pour  centre  le  sommet.  {Voyez  n^ 519.) 

174.  {Fig.  5i.)  Surfaces  développables  quelcoisques.  Généralisons  mainte- 
nant les  considérations  que  nous  avons  employées  pour  les  cônes  et  les  cylindres,  et 
imaginons  qu'une  surface  soit  engendrée  par  une  droite  mobile  dont  les  positions 
comécuds^eSy  ou  infiniment  voisines,  se  trompent  deux  à  deux  dans  un  même  plan. 
Nous  indiquerons  bientôt  (n^  180)  divers  modes  de  satisfaire  à  cette  condition; 
mais,  pour  l'instant,  il  nous  suffira  d'admettre  qu'elle  a  été  remplie  d'une  manière 
quelconque,  et  que  AB,  A'B',  A"B", . . . ,  sont  des  positions  infiniment  voisines  de  la 
droite  mobile.  Alors,  d'après  la  définition  de  la  surface,  les  deux  génératrices  con- 
sécutives AB  et  A'B'  se  couperont  nécessairement  (*)  en  un  certain  point  M';  de 

(*]  Elles  pourraient  être  parallèles;  mais  en  considérant  alors  leur  point  de  sectioncomme  situé  à  l'infini, 
on  retrouvera  toujours  ce  cas  particulier  dans  l'espèce  générale» 
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même  la  génératrice  A'B'  sera  rencontrée  par  A^'B"  en  un  point  M",  et  celle-ci  le  sera 
par  la  suivante  en  un  point  M'",  etc.  ;  de  sorte  que  ces  intersections  successives  don- 
neront lieu  à  un  polygone  MM'M"M''.. .  ;  ou  plutôt,  puisqu'on  suppose  les  généra- 
trices infiniment  rapprochées,  cela  formera  une  courbe  continue  VMM' M"  U  à  laquelle 
toutes  ces  droites  seront  évidemment  tangentes,  et  qui  se  nomme  V arête  de  rebrousse- 
ment  de  la  surface,  par  une  raison  que  nous  expliquerons  bientôt  (n^  178). 

175.  {Fig.5\.)  Cela  posé,  je  dis  que  la  surface  engendrée  d'après  la  loi  précé- 
dante est  dëveloppahle.  En  effet,  puisque  les  deux  génératrices  consécutives  AMB 
et  A'M'B'  sont  dans  un  même  plan,  elles  comprennent  entre  elles  une  zone  angu- 
laire de  la  surface,  infiniment  étroite,  mais  indéfinie  en  longueur,  et  qui  est  néces- 
sairement/^/ane;  car,  pour  les  diverses  courbes  tracées  sur  la  surface,  les  éléments 
linéaires  AA',  PP, . . .  ayant  deux  points  communs  avec  les  droites  AM  et  A'M',  se 
trouvent  tous  dans  le  plan  de  ces  deux  génératrices.  De  même,  les  génératrices 
A'M'B'  et  A"M"B"  comprennent  un  autre  élément  superficie^  qui  ^^iplan  et  d'une 
longueur  indéfinie;  et  ainsi  des  autres.  Alors,  si  l'on  fait  tourner  le  premier  élément 
autour  de  la  droite  A'M'B'  comme  charnière,  jusqu'à  ce  qu'il  vienne  dans  le  plan  et 
à  la  suite  du  deuxième  élément;  puis,  que  Ton  rabatte  autour  de  A"B"  le  système  de 
ces  deux  éléments  sur  le  plan  du  troisième,  on  finira,  en  continuant  ainsi,  par 
dérouler  sur  un  plan  unique  toute  la  surface  proposée,  sans  discontinuité  et  sans 
altérer  sa  superficie.  D'ailleurs  il  est  bien  évident  :  1**  que  par  cette  transformation 
on  n*aura  nullement  changé  les  longueurs  des  portions  de  génératrices  MA,  M' A', ... , 
non  plus  que  celles  des  arcs  A  A',  A' A", ...  ;  3*^  que  les  angles  M  A  A'  ou  MAT, 
MA' A" ou  MA"P, ...  formés  par  les  génératrices  avec  les  tangentes  d'une  courbe 
quelconque  AD  tracée  sur  la  surface,  resteront  aussi  iwariables;  3^  qu'au  contraire 
les  angles  de  contingence  tels  que  TA'T',  ou  leurs  suppléments  comme  AA' A",  chan 
geront  de  grandeur,  et  qu'ainsi  la  courbe  AD  aura  pour  transformée  une  ligne  dont 
la  courbure  ne  sera  plus  la  même  que  primitivement,  quoiqu'elle  conserve  le  même 
périmètre.  Par  là,  il  demeure  donc  prouvé  que  toute  surface  qui  satisfera  à  la  con- 
dition du  n^  174,  sera  développable. 

176.  Réciproquement,  cette  condition  est  nécessaire;  car,  pour  qu'une  surface 
puisse  être  étendue  sur  un  plan  sans  déchirure  ni  duplicature,  il  faut  évidemment 
qu'elle  se  compose  d'éléments  superficiels  plans,  qui  soient  réunis  seulement  deux 
à  deux  par  des  bords  rectilignes  indéfinis,  afin  que  ces  droites  puissent  servir  de 
charnières  pour  faire  tourner  ces  éléments  superficiels,  et  les  amener  dans  un  plan 
unique  à  la  suite  les  uns  des  autres.  Tandis  que,  si  la  droite  intersection  de  deux 
éléments  contigus  était  limitée  par  la  rencontre  d'un  troisième  élément,  il  existe- 
rait en  cet  endroit  un  angle  trièdre  ou  polyèdre,  dont  les  faces  ne  pourraient  être 
étendues  sur  un  plan,  sans  laisser  entre  elles  des  interstices;  et  comme  cette  circon- 
stance se  répéterait  pour  chaque  point  où  se  réuniraient  plus  de  deux  éléments 
superficiels,  il  n'y  aurait  plus  de  continuité  dans  le  développement  de  la  surface, 
et  la  superficie  en  serait  altérée.  Mais  dès  lors  que  les  éléments  superficiels  se  cou- 
inent ainsi  deux  à  deux  suivant  les  droites  ind^nies,  on  voit  bien  que  la  surface 
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sera  le  lieu  de  génératrices  rectilignes  situées  deux  à  deux  dans  un  même  plan  ;  et 
conséquemment  la  condition  énoncée  au  n^  174  est  vraiment  nécessaire  pour  que 
la  surface  soit  développable. 

177.  Il  résulte  immédiatement  de  IS  que  le  plan  qui  touche  une  sujface  dés^elop- 
pable  dans  un  point  quelconque  P,  est  tangent  tout  le  long  de  la  génératrice  APMB 
qui  passe  par  ce  point.  En  effet,  puisque  (n**  175)  toutes  les  courbes  AD,  PX, 
BC,  - . .  ont  leurs  éléments  linéaires  AA',  PP',  BB', . . .  situés  dans  le  plan  des  deux 
droites  infiniment  voisines  AM'B,  A'M'B',  il  s*ensuit  que  ce  plan  renferme  toutes 
les  tangentes  en  A,  P,  B, . . . ,  et  par  conséquent  c'est  bien  un  seul  et  même  plan 
AM'A'  ou  BAT,  qui  touche  la  surface  développable  tout  le  long  de  la  génératrice 
AMB.  Ainsi,  dorénavant,  quand  on  voudra  construire  le  plan  tangent  relatif  à  un 
point  Q  donné  sur  une  telle  surface,  il  suffira  de  le  faire  passer  par  la  généra- 
trice  AQB  et  par  la  tangente  AT  à  une  courbe  tracée  sur  cette  surface  par  un  point 
quelconque  de  AB. 

Cette  proposition,  que  nous  avions  déjà  démontrée  (n®*  99, 100)  pour  les  cylin- 
dres et  pour  lès  cônes,  est  donc  commune  à  toutes  les  surfaces  développables;  et 
elle  mérite  d'autant  plus  d'attention,  qu'elle  ne  se  vérifiera  pas  dans  les  surfaces 
gauches,  quoique  celles-ci  admettent  pareillement  des  génératrices  rectilignes. 
D'ailleurs,  elle  va  nous  servir  bientôt  k  indiquer  un  nouveau  mode  de  génération 
des  surfaces  dévej^ppables,  en  les  regardant  comme  des  enveloppes  d'un  plan 
mobile  (nM83). 

Observons  aussi  que  le  plan  AM' A'  ou  BAT  qui  est  tangent  a  la  surface  dévelop- 
pable, coïncide  précisément  avec  le  plan  osculateur  de  l'arête  de  rebroussement  VMU, 
puisque  les  deux  génératrices  AM'  et  A'M'  sont  tangentes  à  cette  courbe. 

178.  {Fig.  5i.)  Nous  avons  dit  que  la  courbe  ViMU  formée  par  les  intersections 
successives  des  génératrices,  se  nommait  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  déve- 
loppable; et  pour  sentir  la  justesse  de  cette  dénomination,  il  n'y  a  qu'à  regarder 
chaque  génératrice  AB  comme  composée  de  deux  parties  MA  et  MB,  Tune  située  au- 
dessous  et  l'autre  au-dessus  du  point  de  contact  M;  puis  désigner  sous  le  nom  de 
nappe  inférieure  la  portion  de  surface  engendrée  par  les  parties  MA,  M'A',  M" A",..., 
tandis  que  les  parties  MB,  M'B',  M"B", . . .  formeront  la  nappe  supérieure  (*).  Alors, 
si  l'on  veut  passer  d'une  nappe  à  l'autre,  en  cheminant  sur  la  surface  d'une  manière 
continue  et  dans  une  direction  quelconque  (excepté  dans  la  direction  d'une  généra- 
trice), on  s'apercevra  aisément  que  ce  passage  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  suivant  une 
courbe  êNa,  qui  présentera  un  point  de  rebroussement  à  l'endroit  où  elle  rencon- 
trera la  ligne  VMU. 

Comme  cette  circonstance  est  très-importante  à  remarquer,  essayons  de  la  rendre 

(*)  Ces  parlies  de  généralrice  se  prolongeraient  indéfiniment;  mais,  pour  rendre  plus  sensible  la  forme 
opposée  des  deux  nappes,  nous  supposons  ici  que  ces  droites  se  terminent  à  deux  plans  horizontaux  qui 
coupent  la  surface  suivant  les  courbes  AD  et  BC,  dont  la  première  tourne  sa  convexité,  et  la  seconde  sa 
concavité  vers  Tobservateur. 
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plus  sensible,  en  projetant  toute  la  âgure  sur  un  point  vertical  quelconque;  soient 
donc^nw  [fig*  62)  la  base  du  cylindre  vertical  qui  passe  par  la  courbe  VNU,  et  ai, 
a! h' y . .  •  {fig*  5i  et  Sa)  les  projections  des  génératrices,  lesquelles  seront  nécessai- 
rement tangentes  à  {?nu.  Il  s'ensuit  déjà  qu'aucune  de  ces  droites  ne  pénétrera  dans 
le  cylindre  vertical  vnu^  et  qu'ainsi  les  deux  nappes  de  la  surface  développable  res- 
tent en  dehors  de  ce  cylindre,  sur  lequel  elles  viennent  s'appuyer  le  long  de  la 
courbe  VNU.  D'ailleurs,  si  l'on  regarde  ce  cylindre  comme  un  corps  solide,  et  la 
génératrice  projetée  sur  ah  comme  une  droite  inflexible  qui  roule,  sans  glisser^  sur 
ce  cylindre  en  demeurant  tangente  a  la  courbe  VNU,  il  est  évident  que  cette  droite 
mobile  parcourra  la  surface  développable  en  question.  Or  dans  ce  mouvement  on 
aperçoit  bien  qu'un  point  quelconque  ê,  fixement  attaché  à  la  partie  supérieure  mh 
de  la  génératrice,  ira  d'abord  en  se  rapprochant  du  cylindre,  et  viendra  en  S'  quand 
la  génératrice  se  projettera  sur  a!h\  puis  en  n  lorsqu'elle  sera  projetée  sur  d'h". 
Mais,  au  delà  de  cette  position,  le  point  générateur  se  trouvera  au-dessous  du  point 
dedùntactde  la  génératrice,  quand  elle  continuera  dérouler  sur  le  cylindre  vertical  ; 
de  sorte  que  le  point  mobile  commencera  dès  lors  à  s'écarter  de  plus  en  plus  de  ce 
cylindre,  et  il  viendra  en  a*^  pour  la  position  a^b'",  en  a""  pour  a"" 6"",....  D'où  l'on 
doit  voir  clairement  que  la  courbe  ê&na"  décrite  par  le  point  6  se  composera  de  deux 
branches  qui  offriront  un  rebroussement  en  /i,  et  dont  la  première  êê'w  sera  située 
sur  la  nappe  supérieure  de  la  surface,  tandis  que  l'autre  n  a*' sera  sur  la  nappe  infé- 
rieure. Nous  étudierons  en  détail,  au  n^  456,  le  cas  particuliei^oû  la  courbe  VNU 
est  une  hélice. 

179.  En  résumant  tout  ce  qui  précède,  on  trouve  les  conséquences  suivantes  : 
i*^  Pour  qiCune  surface  soit  développabley  il  faut  et  il  suffit  quelle  soit  engendrée  par 
une  droite  qui  se  mew?e  de  manière  que  toujours  deux  positwns  consécutives  se  trouvent 
dans  un  même  plan.  C'est  là  une  propriété  caractéristique  pour  toutes  les  surfaces 
de  cette  classe,  laquelle  comprend  évidemment,  les  deux  genres  particuliers  des 
cylindres  eX  des  cônes;  puisque,  dans  le  premier,  les  génératrices  rectilignes  sont 
toujours  parallèles,  et  que  dans  le  second  elles  se  coupent  toutes  au  même  point. 

2^  Urœ  surface  développable  admet  toujours  une  arête  de  rebroussement  formée 
parles  intersections  successives  des  génératrices;  ces  droites  sont  tangentes  à  l'arête 
de  rebroussement,  qui  d'ailleurs  divise  la  surface  en  deux  nappes  distinctes.  Dans 
les  surfaces  coniques,  l'arête  de  rebroussement  se  réduit  à  un  point  unique  qui  est 
le  sommet;  et  dans  les  cylindres,  cette  arête  se  trouve  transportée  tout  entière  à 
une  distance  indéfinie. 

3®  Le  plan  tangent  d'une  surface  développable  est  commun  pour  tous  les  points 
d'une  même  génératrice  rectiligne,  et  il  coïncide  avec  le  plan  osculateur  de  l'arête 
de  rebroussement. 

4^  Dana  le  développement  de  la  surface,  les  portions  des  génératrices,  aussi  bien 
que  les  arcs  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface,  ne  changent  pas  de  Ion- 
gueur  absolue;  et  les  tangentes  à  cette  courbe  forment  avec  les  génératrices  des  angles 
qui  demeurent  constants.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi  des  angles  de  contingence,  com- 
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pris  entre  deux  de  ces  tangentes  consécutives;  et  par  conséquent  la  courbe  primitive 
a  pour  transformée  wn^  ligne  dont  la  courbe  n'est  plus  la  même  qu'auparavant  (*). 

180.  {Fig.  5i .)  Voyons  maintenant  de  quelle  manière  on  pourra  remplir  la  con- 
dition qui  a  servi  (n®  174)  à  la  définition  des  surfaces  développables.  Prenons  deux 
courbes  quelconques  AD  etBG  fixes  dans  l'espace;  puis,  assujettissons  une  droite 
mobile  à  glisser  sur  ces  directrices,  mais  de  manière  que  ses  positions  consécutives 
se  trouvent  deux  à  deux  dans  un  même  plan.  Après  avoir  choisi  sur  la  première 
courbe  un  point  quelconque  A\  il  ne  faudra  pas  le  joindre  avec  un  point  arbitraire 
de  la  deuxième,  parce  que  rien  n'assurerait  que  la  droite  ainsi  tracée  serait  dans 
un  même  plan  avec  la  position  très-voisine  qu'elle  prendrait  ensuite  ('*)  ;  mais  ima- 
ginons une  surface  conique  qui  ait  pour  sommet  le  point  A'  et  pour  base  la  courbe 
BC,  et  menons*lui  un  plan  tangent  qui  passe  (n^  125)  par  la  droite  A'T'  tangente 
au  point  A'  de  la  directrice  AD;  alors,  si  l'on  construit  la  droite  A'B'  suivant 
laquelle  ce  plan  touchera  le  cône  auxiliaire,  je  dis  que  A^B'  sera  la  position  que 
doit  prendre  la  génératrice  de  la  surface  développable  lorsqu'elle  passe  par  le  point 
A'  delà  directrice;  et  les  autres  positions  A"  B",  A'*'B*',...  s'obtiendront  d'une  ma- 
nière semblable.  Pour  justifier  cette  construction,  il  suffit  d'observer  que,  quand  la 
droite  mobile  passera  de  la  position  A'B'  à  une  position  infiniment  voisine  A''B'', 
elle  pourra  être  censée  glisser  sur  les  tangentes  A'A"T'  et  B'B"S'  qui  coïncident 
avec  les  vraies  directrices  dans  l'intervalle  des  éléments  A'  A"  et  B'  B"  :  or  ces  deux 
tangentes  sont  évidemment  situées  dans  un  plan  unique,  qui  est  le  plan  tangent  que 
nous  avons  mené  au  cône  auxiliaire;  donc  aussi  les  deux  génératrices  A'  B'  et  A^'B"" 
se  trouveront  dans  ce  même  plan. 

181.  {Fig*  5i .)  Il  suffirait  même  d'assigner  une  seule  directrice  pour  déterminer 
complètement  la  surface  développable,  si  l'on  assujettissait  la  droite  mobile  à  de- 
meurer constamment  tangente  à  cette  courbe.  Soit»  en  effet,  YNU  uoe  ligne  quel- 
conque, fixe  dans  l'espace,  mais  qu'il  faut  choisir  a  double  courbure,  si  l'on  ne  veut 
pas  retomber  sur  un  simple  plan.  Construisons  les  tangentes  AMB,  A'M'B', 
A"RrB",...  pour  des  points  M,  M',  M",  extrêmement  rapprochés  sur  la  courbe;  ce 
seront  là  autant  de  positions  de  la  droite  mobile»  et  je  dis  que  la  surface,  lieu  de 
toutes  ces  positions,  sera  développable.  Car  les  deux  génératrices  infiniment  voi- 
sines AMB  et  A'M'B'  ont  de  commun  avec  la  courbe,  l'une  l'élément  MM',  l'autre 
l'élément  M' M";  donc  ces  générjitrices  se  coupent  au  point  M'^  et,  par  conséquent, 
elles  sont  bien  situées  dans  un  même  plan.  Un  raisonnement  semblable  s'appliquerait 
aux  autres  génératrices  consécutives  :  ainsi  il  est  certain  que  la  surface,  lieu  de 

(*)  On  doit  excepter  néanmoins  Tarête  de  rebroussement,  pour  laquelle  les  angles  cle  contingence  Tesient 
inçan'ablesy  puisqu'ici  ces  angles  sont  formés  par  les  génératrices  entre  elles,  et  que  ces  droites  servent 
précisément  de  charnières  pour  exécuter  le  développement.  Ainsi,  par  exemple,  l*angle  AM'A'  demeure 
constant,  aussi  bien  que  son  supplément  MM'M'. 

{**)  A  moins  qu'on  ne  voulût  laisser  immobile  le  point  de  la  droite  placé  en  A'  et  faire  glisser  seulement 
Tautrc  extrémité  sur  la  courbe  BC;  mais  par  là  on  n'obtiendrait  qu'une  surface  conique,  genre  trop  parti- 
culier de  surlace  développable  pour  que  nous  nous  y  arrêtions. 


8o  uvRB  m.  —  suRFACBs  développabbbs  et  enveloppes. 

toutes  ces  tangentes,  est  développable  ;  et  dans  le  cas  actuel,  la  courbe  direc- 
trice VNU  est  précisément  Tarête  de  rebroussement,  qui  a  toujours  ^out plans  oscu- 
lateurs  les  plans  tangents  (n**  177)  de  la  surface  développable. 

Voici  encore  quelques  autres  manières  d'engendrer  une  surface  développable. 

182.  {Fig.  53.)  Si,  sur  une  surface  donnée  que  nous  désignerons  simplement 
par  S,  on  trace  une  courbe  fixe  et  quelconque  CND...;  puis,  que  par  des  points  très- 
voisins  N,  N',  N",...,  pris  sur  cette  ligne,  on  mène  à  la  surface  des  plans  tangents 
P,  F,  P,...,  qui  sont  ici  figurés  seulement  par  les  droites  NP,  N'F,...,  ces  plans  se 
couperont  consécutivement  suivant  les  droites  AM,  A'M',  A"M",...,  qui  se  trouve- 
ront  deux  à  deux  dans  un  même  plan.  En  effet,  les  deux  premières  résultant  des 
intersections  du  plan  P'  avec  le  précédent  P  et  avec  le  suivant  F',  sont  évidemment 
situées  l'une  et  l'autre  dans  le  plan  P';  de  même  les  droites  A' M'  et  A" M"  sont 
toutes  deux  dans  le  plan  F',  et  ainsi  de  suite.  D'où  il  résulte  que  ces  diverses  inter- 
sections déterminent  une  série  de  faces  planes  et  angulaires  AMA',  A'M'A", 
A^ifA*',...,  qui  approcheront  de  former  une  surface  continue^  et  évidemment 
développable,  d'autant  plus  exactement,  que  les  points  de  contact  N,  N',  N",... 
seront  plus  voisins  sur  la  courbe  CD.  Or,  pour  atteindre  à  cette  limite,  il  suffit 
d'imaginer  que  le  plan  P  roule  sur  la  surface  S  par  un  mouvement  continu,  en  lui 
demeurant  perpétuellement  tangent  le  long  de  la  courbe  donnée  CND;  alors  on  dit 
que  la  surface  développable  en  question  est  l'enveloppe  des  positions  que  prend  le 
plan  mobile^  parce  qu'en  effet  elle  est  touchée  par  ce  plan  dans  chacune  de  ses  posi- 
tions, puisque  celles-ci  ne  sont  autre  chose  que  les  prolongements  des  petits  élé- 
ments superficiels  AMA',  A' M' A",...  qui  composent  la  surface. 

183.  Ceci  n'est  point  particulier  à  la  surface  qui  nous  occupe,  et  l'on  peut  dire 
généralement  que  toute  surface  déçeloppable  est  l'enveloppe  des  positions  d'un  plan 
mobile  assujetti  à  se  mouvoir  suivant  une  loi  déterminée.  En  effet,  dans  le  cas  géné- 
ral, nous  avons  vu  (n**  177)  que  la  surface  était  touchée  tout  le  long  de  la  généra- 
trice A  A  [fig.  5i),  par  un  plan  unique  qui  renfermait  la  génératrice  infiniment  voi- 
sine A' B',  et  qui,  par  suite,  était  le  prolongement  de  l'élément  superficiel  AM'A'; 
de  même,  le  plan  tangent  consécutif  serait  le  prolongement  de  l'élément  A' M"  A", 
et  ces  deux  plans  se  couperaient  suivant  la  droite  A'M'B';  de  sorte  que  les  diverses 
génératrices  étant  les  intersections  des  plans  tangents  consécutifs,  on  peut  obtenir 
ces  droites  ou  bien  engendrer  la  surface  développable,  en  faisant  mouvoir  un  plan 
indéfini,  de  manière  qu'il  prenne  successivement  les  positions  AM'  A',  A' M"  A",.... 
Mais,  dans  chaque  surface  particulière,  le  mouvement  du  plan  mobile  devra  être 
réglé  par  une  loi  déterminée  y  c'est-à-dire  par  des  conditions  telles,  que  ce  plan  ne 
puisse  prendre  qu'une  position  unique,  pour  chaque  point  de  l'espace  par  lequel  il 
passera. 

184.  Ainsi,  par  exemple,  on  peut  assujettir  le  plan  mobile  a  rouler  sur  deux  sur- 
faces fixes^  en  demeurant  constamment  tangent  à  ces  deux  surfaces,  pourvu  toute- 
fois que  ni  l'une  ni  l'autre  ne  soient  développables;  car  on  doit  sentir  que  la  con- 
dition de  toucher  une  surface  de  ce  dernier  genre,  même  en  un  point  indéterminé, 
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équivaudrait  a  deux  conditions  distinctes»  parce  que  le  contact  s'étendrait  nécessai- 
rement tout  le  long  d'une  même  génératrice  (n'^  177).  Cette  restriction  est  ana- 
logue à  ce  que  nous  avons  dit  pour  les  cylindres  et  les  cônes  dans  les  n^'  118 
et  125. 

18d.  On  peut  aussi  exiger  que  le  plan  mobile  soit  constamment  osculateur 
(n°  167)  à  une  courbe  fixe,  telle  que  la  ligne  VNU  de  lay%.  5i  ;  c'est-à-dire  qu'il 
passe  toujours  par  deux  éléments  consécutifs  de  cette  ligne,  qui  alors  deviendra 
évidemment  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  développable,  formée  par  les 
intersections  successives  du  plan  mobile. 

186.  Enfin,  on  peut  faire  mouvoir  ce  plan  de  manière  qu'il  reste  perpétuelle- 
ment/io/7wa/(n^  168)  à  une  courbe  donnée  VNU;  car  on  reconnaîtra,  comme  au 
n^  182,  que  ses  diverses  positions  se  couperont  consécutivement,  suivant  des 
droites  qui  se  trouveront  deux  à  deux  dans  un  même  plan,  et  formeront  ainsi  une 
surface  développable.  Cette  surface  se  réduirait  évidemment  à  un  cylindre,  si  la 
courbe  donnée  VNU  était  plane,  puisque  alors  tous  les  plans  normaux  se  coupe- 
raient suivant  des  droites  perpendiculaires  au  plan  de  VNU,  et  par  conséquent 
parallèles  entre  elles. 

187.  {Fig.  5i.)  Examinons,  maintenant,  quelle  condition  doit  remplir  une 
courbe  PFX  tracée  sur  une  surface  développable  quelconque,  pour  qu'elle  soit  la 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  de  ses  points  P  et  X.  11  faut  et  il  suffit  qu'elle  de- 
\ienne  rectiligne  après  le  développement  de  la  surface;  car,  dans  cette  opération, 
nous  savons  (n**  179,  4**)  que  chaque  transformée  conserve  la  même  longueur  que 
la  courbe  primitive;  et  quand  la  surface  est  étendue  sur  un  plan,  il  est  bien  certain 
qu'une  droite  est  la  plus  courte  ligne  entre  deux  de  ses  points  :  donc,  eto. 

Or,  pour  que  la  courbe  FF'  X  admette  une  transformée  rectiligne,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  que  deux  éléments  consécutifs  fassent  toujours  des  angles  égaux  avec  la 
génératrice  intermédiaire,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  pour  chaque  point  de  la  courbe, 
la  relation 

En  effet>  comme  ces  deux  angles  resteront  invariables  de  grandeur  quand  on  fera 
tourner  le  premier  autour  du  côté  commun  MF',  il  est  évident  que  lorsqu'ils  seront 
amenés  dans  le  même  plan,  les  deux  éléments  FF'  et  F'  F'  se  trouveront  dans  le  pro- 
longement l'un  de  l'autre,  si  la  relation  précédente  est  vérifiée.  Telle  est  donc  la 
condition  que  doit  remplir  lacourbe  FX  pour  être  minimum  :  mais  il  en  résulte  une 
autre  propriété  qui  mérite  d'être  remarquée. 

188.  Za  courbe  minimum  FX  a  tous  ses  plans  osculateurs  normaux  à  la  suif  ace 
déçeloppahle  sur  laquelle  elle  est  tracée.  Four  le  démontrer,  j'observe  que,  d'après 
la  relation  admise  dans  le  numéro  précédent,  les  deux  tangentes  consécutives  FF'R 
et  F  F"R'  font  des  angles  égaux  avec  la  génératrice  A' M';  d'où  il  suit  que  ces  tan- 
gentes sont  deux  arêtes  d'un  cône  droit  qui  aurait  pour  axe  la  ligne  A'  M';  et  puis- 
qu'elles sont  infiniment  voisines,  on  doit  regarder  le  plan  RFR'  comme  tangent  au 

Géométrie  Leroy.  '  ^ 
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cône  dont  il  s'agit,  le  long  de  Tarête  RP'.  Mais,  dans  toute  surface  de  révolution, 
le  plan  tangent  (n^  129)  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  qui  passe  par  k 
point  de  contact;  donc  ici  le  plan  RP'R'  est  perpendiculaire  sur  le  plan  AM' A'  qui 
contient  l'axe  du  cône  et  l'arête  de  contact  FR.  Or  le  premier  de  ces  plans  n'est 
autre  chose  que  le  plan  osculateur  PP'P  de  la  courbe  proposée,  et  le  second  est 
précisément  le  plan  tangent  de  la  surface  développable;  par  conséquent,  il  est  vrai 
de  dire  que  chaque  plan  osculateur  de  la  courbe  minimum  est  normal  à  cette  der^ 
nière  surface. 

189.  [Fig*  53.  )  Cette  propriété  dont  jouit  la  courbe  minimum  est  d'autant  plus 
remarquable  qu'elle  se  trouve  également  vérifiée,  quelle  que  soit  la  surface  sur 
laquelle  est  tracée  une  pareille  courbe.  Soit,  en  effet,  CND  la  ligne  la  plus  courte 
entre  toutes  celles  qui,  sur  une  surface  quelconque  S,  réunissent  les  deux  points 
C  et  D  :  si  par  tous  les  points  N,  N',  N", ...  de  cette  courbe,  nous  menons  des  plans 
tangents  à  S,  ils  formeront,  comme  nous  l'avons  vu  (n**  182),  une  surface  dévelop- 
pable S'  circonscrite  à  S,  et  qui  aura  évidemment  les  mêmes  plans  tangents  que  cette 
dernière  tout  le  long  de  la  courbe  minimum.  11  suit  de  là  que,  dans  la  direction 
CND,  chaque  élément  superficiel  (infiniment  petit  en  tout  sens)  de  la  surface  S 
sera  commun  k  la  surface  S',  et  qu'ainsi  la  courbe  CND,  qui  est  supposée  minimum 
sur  la  première,  devra  aussi  se  trouver  minimum  sur  la  seconde  ;  mais,  par  cette  der- 
nière condition,  la  courbe  CND  aura  ses  plans  osculateurs  perpendiculaires  (n®  188) 
aux  plans  tangents  de  la  surface  développable  S'  ;  et  comme  ceux-ci  sont  les  mêmes 
que  les  plans  tangents  de  S,  on  est  en  droit  de  conclure  que,  sur  une  surface  quel-- 
conque^  la  courbe  minimum  a  tous  ses  plans  osculateurs  norm^lUX  à  cette  surface. 


CHAPITRE  II. 

DES   SURFACES   EÎSVELOPPES. 

190.  On  appelle  surface  enveloppe^  ou  simplement  enveloppe^  le  lieu  des  intersec- 
tions consécutives  d'une  autre  surface  mobile,  qui  varie  de  position  et  même  de 
forme,  d'après  une  loi  déterminée.  Ce  lieu  ayant,  comme  nous  allons  le  voir,  la  pro- 
priété de  toucher  le  long  d'une  courbe,  chacune  des  positions  de  la  surface  mobile 
est  appelée  avec  raison  l'enveloppe  de  toutes  ces  positions,  tandis  que  ces  dernières 
se  nomment  les  enveloppées.  D'ailleurs,  par  un  motif  que  nous  expliquerons  plus 
tard  (n**  203),  on  donne  le  nom  de  caractéristique  à  Tintersection  de  deux  envelop- 
pées consécutives,  et  c'est  le  long  de  cette  caractéristique  qu'a  lieu  le  contact  de  Ten- 
veloppe  et  de  l'enveloppée.  Ainsi,  lorsqu'un  plan  se  meut  suivant  une  certaine  loi 
(n°'  182-186),  il  admet  pour  enveloppe  une  surface  développable,  lieu  de  ses  inter- 
sections successives  qui  sont  ici  des  droites,  et  voilà  les  caractéristiques;  tandis 
que  les  enveloppées  sont  les  diverses  positions  du  plan  mobile,  dont  chacune  touche 
l'enveloppe  suivant  une  de  ces  caractéristiques.  Mais  pour  mieux  éclaircir  ces 
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notions  générales,  il  faut  considérer  des  exemples  moins  particuliers,  et  où  les  enve- 
loppées soient  des  surfaces  courbes. 

191 .  {Fig,  55.  )  Imaginons  une  sphère  mobile  dont  le  centre  0  parcourt  la  ver- 
ticale OZ,  et  dont  le  rayon  OA  varie  suivant  une  certaine  loi  ;  de  manière,  par 
exemple,  qu'il  coïncide  successivement  avec  les  diverses  ordonnées  OA,  O'A', 
0"A",...  d'une  courbe  AA'X tracée  dans  le  plan  vertical  de  la  figure.  Alors  deux 
sphères  infiniment  voisines,  0  et  0',  se  couperont  évidemment  suivant  un  cercle 
horizontal  projeté  sur  la  corde  BC;  de  même  la  sphère  0'  coupera  la  troisième  0' 
suivant  le  cercle  B'  C,  et  ainsi  des  autres.  Or  tous  ces  cercles  ayant  leurs  centres  sur 
OZ  et  leurs  plans  perpendiculaires  à  cette  droite,  appartiendront  (n*^  78)  à  une  sur- 
face de  révolution  qui  touchera,  en  l'enveloppant,  chacune  des  sphères  mobiles.  En 
effet,  les  deux  cercles  infiniment  voisins  BC  et  B'C  se  trouvant  à  la  fois  sur  la  surface 
de  révolution  et  sur  la  sphère  0',  ces  deux  surfaces  ont  de  communs  tous  les  élé- 
ments superficiels  situés  sur  la  zone  infiniment  étroite  BB'C'C  :  par  conséquent  elles 
ont  l'une  et  l'autre  les  mêmes  plans  tangents,  ou  bien  elles  se  touchent  tout  le  long 
de  cette  zone.  De  même,  la  surface  de  révolution  sera  tangente  à  la  sphère  0"  le  long 
de  la  zone  B'B"C''C';  ainsi  cette  surface  générale  est  bien  V enveloppe  de  toutes  les 
sphères  qui  sont  les  enveloppées^  et  le  contact  avec  chacune  d'elles  a  lieu  le  long 
d'un  des  cercles  BC,  B'C, . . . ,  qui  sont  les  caractéristiques  ou  les  intersections  de 
deux  enveloppées  consécutives. 

192.  Si  l'on  ne  considère,  pour  un  instant,  que  les  grands  cercles  des  sphères 
mobiles  qui  sont  situés  dans  le  plan  vertical  de  la  figure,  on  voit  que  leurs  circon- 
férences forment,  en  s'entre-coupant,  une  suite  d'arcs  BB',  B'B", . . .  dont  la  ligne 
enveloppe  donnera  évidemment  le  méridien  DBB'F  de  la  surface  de  révolution.  La 
forme  de  ce  méridien  dépendra  de  la  loi  suivant  laquelle  varieront  les  rayons  OA, 
0'  A', ...  ;  si,  par  exemple,  tous  ces  rayons  étaient  constants  de  grandeur,  les  carac- 
téristiques seraient  toutes  des  grands  cercles  égaux  entre  eux,  et  le  méridien  une 
droite  parallèle  à  OZ.  Ainsi,  lorsqu'une  sphère  constante  de  rayon  a  son  centre  en 
mouvement  sur  une  droite,  l'enveloppe  de  l'espace  qu'elle  parcourt  est  un  cylindre  de 
révolution. 

193.  Lorsqu'au  contraire  le  méridien  DBF  d'une  surface  de  révolution  est  assi- 
gné d'avance,  il  faut  évidemment  rendre  chacune  des  enveloppées  sphériques,  tan- 
gente a  ce  méridien,  en  prenant  les  normales  BO,  B'O', . . .  pour  les  rayons  de  ces 
différentes  sphères;  ainsi,  l'on  peut  dire  généralement  que  toute  surface  de  révolu- 
tion est  l'enveloppe  de  l'espace  parcouru  par  une  sphère  mobile^  qui  a  pour  rayon 
variable  la  portion  de  chaque  normale  comprise  entre  le  méridien  et  l'axjce, 

194.  Les  surfaces  de  révolution  admettent  aussi  pour  enveloppée  une  autre  sur- 
face génératrice  dont  la  forme  très-simple  en  rend  l'emploi  fort  utile  dans  certains 
arts.  Imaginons  que  par  des  points  très-voisins  M,  M',  M", . . .  [fig*  55)  pris  sur  le 
méridien FDY,  on  lui  mène  des  tangentes  MT,  M'T',  WT'\  et  qu'on  les  fasse  tourner, 
en  même  temps  que  le  méridien,  autour  de  l'axe  YZ.  Par  là,  ces  tangentes  engen- 
dreront des  cônes  droits  qui  toucheront  la  surface  de  révolution  chacun  le  long  d'un 

II. 
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parallèle;  car  la  tangente  MT  ayant  avec  la  méridienne  Télément  MM'  commun, 
tous  les  éléments  superficiels  situés  sur  la  zone  infiniment  étroite  MM'N'N  seront 
communs  au  cône  TMN  et  à  la  surface  générale  ;  donc  ces  deux  surfaces  se  trou- 
veront tangentes  Tune  à  Tautre  tout  le  long  de  cette  zone.  D'ailleurs,  deux  cônes 
consécutifs,  TMN  etT'M'N',  se  couperont  évidemment  suivant  le  parallèle  M'N'  qui 
réunit  les  deux  zones  de  contact;  d'où  il  résulte  que  toute  surface  de  révolution  peut 
aussi  être  regardée  comme  V enveloppe  (*)  de  l'espace  parcouru  par  un  cône  droit 
variable  TMN,  qui  se  meut  de  manière  que  son  sommet  reste  surTaxe^  pendant  que  sa 
génératrice  rectiligne  demeure  tangente  à  la  méridienne. 

195.  C'est  par  ce  mode  de  génération  que  les  tourneurs  exécutent  des  surfaces 
de  révolution.  En  effet,  lorsqu'ils  présentent  au  solide  animé  d'une  vitesse  de  rota- 
tion le  tranchant  rectiligne  de  leur  ciseau,  ils  produisent  sur  ce  cylindre  un  tronc 
de  cône  qui  est  une  des  enveloppées  de  la  surface  générale  qu'ils  veulent  obtenir; 
puis,  en  variant  convenablement  l'inclinaison  de  ciseau,  ils  engendrent  une  série 
de  zones  coniques  qu'ils  savent  fondre  ensuite  les  unes  dans  les  autres,  en  interca- 
lant de  nouvelles  enveloppées,  jusqu'à  ce  qu'ils  arrivent  à  une  surface  qui  soit  sen- 
siblement continue. 

C'est  encore  par  le  secours  des  enveloppes  que  les  ferblantiers  exécutent  des 
surfaces  développables  ;  car  ils  se  servent  d'une  enclume  cylindrique  ou  conique, 
pour  plier  peu  à  peu  la  feuille  de  fer-blanc  le  long  d'une  série  de  droites  tracées 
dans  son  plan;  et  celui-ci  devient  alors  l'enveloppée  mobile  dont  les  petites  zones 
élémentaires  composent  la  surface  générale,  laquelle  se  trouve  ainsi  l'enveloppe  de 
toutes  les  positions  qu'a  prises  le  plan  mobile  de  la  feuille  de  métal. 

196.  Outre  les  enveloppées  spbériques  ou  coniques  qu'admettent  les  surfaces 
de  révolution,  ces  dernières  pourraient  être  encore  produites  par  le  mouvement  d'un 
cylindre.  En  effet,  si,  par  tous  les  points  de  la  méridienne,  on  mène  des  droites  per- 
pendiculaires à  son  plan,  et  que  l'on  fasse  tourner  ce  cylindre  autour  de  Taxe,  l'en- 
veloppe de  toutes  ces  positions  sera  nécessairement  la  même  surface  de  révolution 
que  produirait  la  rotation  de  la  méridienne;  car  chaque  arête  de  ce  cylindre  mobile 
a  évidemment,  pour  courbe  enveloppe  de  toutes  ses  positions  individuelles,  le  paral- 
lèle de  la  surface  qu'aurait  décrit  le  point  correspondant  de  la  méridienne. 

Avant  de  passer  à  une  espèce  très-générale  de  surfaces  enveloppes,  qui  mani- 
festera une  circonstance  bien  remarquable  produite  par  les  intersections  des  carac- 
téristiques>  étudions  d'abord  quelques  propriétés  des  lignes  ^nç^éî/b/pe^  relativement 
aux  courbes  planes. 

197.  DÉVELOPPÉES  des  courbes  planes.  [Fig.  56.)  Soit  ABX  une  courbe  quel- 
conque tracée  dans  un  plan;  concevons-la  divisée  en  éléments  égaux  BB'=B'B'' 
=  B"B*', ...,  et,  par  le  milieu  de  ces  éléments,  menons  les  normales  infiniment 


(*)  Il  ne  faut  pas  attacher  à  ce  mot  ^^ enveloppe  Tidée  d'une  surface  qui  en  renferme  d'autres  dans  son 
intérieur.  L'enveloppe  peut  être  en  dehors  ou  en  dedans  des  enveloppées,  et  Ton  veut  seulement  exprimer 
qu*elle  touche  chacune  de  celles-ci  tout  ie  long  d'une  courbe. 
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voisines  MC,  M'C,  IVrC", . . .  qui,  par  leurs  intersections  successives,  formeront  une 
courbe  CC'C". . .  à  laquelle  elles  seront  toutes  tangentes.  Cette  courbe  DCY,  em^e- 
hppe  de  toutes  les  normales  à  la  ligne  primitive  ABX,  se  nomme  la  développée  de 
celle-ci,  tandis  que  la  ligne  ABX  reçoit  le  nom  de  développante  par  rapport  k  la 
courbe  DCY;  ces  dénominations  vont  être  justifiées  par  les  relations  suivantes. 

Le  point  C  où  se  coupent  les  deux  normales  MC  et  M'C,  élevées  sur  les  milieux 
des  éléments  égaux  BB'etB'B",  se  trouve  évidemment  à  égale  distance  des  trois 
points  B,  B',  B";  par  conséquent  C  est  le  centre  d'un  cercle  qui  aurait,  avec  la  courbe 
AX,  deux  éléments  communs  BB'  et  B'B".  Or,  comme  on  ne  saurait  assujettir  une 
circonférence  à  passer  par  plus  de  trois  points,  c'est  donc  là  le  cercle  qui,  parmi 
tous  les  autres,  approche  davantage  de  se  confondre  avec  la  courbe  AX  dans  les  en- 
virons de  B  ;  aussi  on  l'appelle  le  cercle  osculateur  de  cette  ligne  pour  le  point  B. 
Quant  au  rayon  de  ce  cercle  osculateur,  ce  serait  à  la  rigueur  une  des  trois  lignes 
CB  =  CB'=  CB";  mais  on  peut  y  substituer  CM  =  CM',  parce  que  ces  diverses  droites 
sont  les  rayons  de  deux  cercles  circonscrit  et  inscrit  au  même  polygone  BB'B",  et 
l'on  sait  qu'à  la  limite,  ou  pour  les  éléments  infiniment  petits,  ces  deux  circonfé- 
rences coïncident  (*).  D'où  il  résulte  que  le  centre  C  et  le  rayon  MC  du  cercle  oscula- 
teur^ sont  déterminés /?ar  la  rencontre  de  deux  normales  infiniment  voisines. 

198.  Cette  droite  MC  s'appelle  aussi  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  ABX  pour 
le  point  M,  parce  que  sa  longueur,  plus  ou  moins  grande,  indiquera  une  courbure 
plus  ou  moins  faible.  En  effet,  si  nous  voulons  acquérir  une  idée  nette  de  la  cour- 
bure d'une  ligne  ABX,  regardons-la  comme  un  polygone  que  l'on  aurait  formé  en 
pliant  successivement  une  droite  BB'6"6'*'...  autour  des  points  B',  h",  6*',.. .;  de 
cette  manière,  il  est  évident  que  la  courbure  au  point  B'  sera  exprimée  par  l'écart 
que  l'on  aura  mis  entre  les  éléments  B'  b"  et  B'B",  c'est-à-dire  par  Vangle  de  contin- 
gence TB'T',  ou  plutôt  par  l'arc  ê  qui  mesurerait  cet  angle  dans  un  cercle  dont  le 
rayon  serait  l'unité.  Or  l'angle  TB'T'  égale  l'angle  MCM',  et  celui-ci  comprend  un  arc 
de  courbe  MB'M'.qui  se  confond  avec  le  cercle  osculateur  décrit  du  rayon  MC;  donc 
l'arc  €,  semblable  à  MB'M',  et  décrit  avec  un  rayon  égal  à  Tunité,  aura  pour  valeur 

_  MB  M'  _  BB^  _  A 

^"^      MC     ""  MC  ~  p* 

Mais  comme  la  courbe  ABX  est  divisée  en  éléments  tous  égaux  entre  eux,  la  quan* 
tité  ^sera  constante;  et  il  résulte  de  la  valeur  précédente  que  la  courbure,  indiquée 
par  £,  variera  d'un  point  à  un  autre  de  la  ligne  ABX,  en  raison  inverse  du  rayon 
MC  =  p.  {Voyez  n^  6^5.) 


(*)  Les  lignes  CM  et  CM'  sont  égales,  attendu  que  les  éléments  BB'  et  B'B'  étant  ici  de  même  longueur, 
les  triangles  rectangles  CMB'et  CM'B'  seront  égaux.  D'ailleurs  le  premier  de  ces  triangles  donne 


CM=/CB'*-MB''  =  CB'^-^'y; 


et,  en  développant,  on  voit  que  quand  MB'  sera  infiniment  petit,  la  différence  entre  CM  et  CB'  ne  sera 
qu'un  infinioient  petit  du  second  ordre^  quantité  qui  doit  être  négligée,  même  vis-à-vis  de  MB'. 
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199.  {Fig.  56.)  Maintenant,  si  Ton  plie  un  fil  flexible  MCCCY  le  long  delà 
développée,  et  qu^après  avoir  attaché  fixement  un  des  points  de  ce  fil,  par  exemple 
Y,  on  donne  à  la  partie  rectiligne  CM  une  longueur  telle,  que  l'extrémité  M  aboutisse 
sur  la  développante  ABX,  cette  extrémité  parcourra  exactement  la  ligne  ABX, 
quand  on  déroulera  successivement  le  fil  en  le  tenant  toujours  tendu.  En  effet, 
lorsque  le  contact  du  fil  avec  la  développée  sera  venu  de  C  en  C,  la  partie  rectiligne 
du  fil  MC  =  M'C  se  sera  accrue  de  CC,  et  elle  aura  alors  pour  longueur  totale 
M'C  +  ce  =  M'C';  mais,  puisque  cette  dernière  ligne  (n^  197)  est  égale  à  M"C',  il 
s'ensuit  que  l'extrémité  mobile  M  aboutira  précisément  en  M''.  Il  en  serait  de  même 
pour  toutes  les  positions  successives  du  fil,  qui  peut  ainsi  servir  à  décrire  la  dévelop- 
pante^ en  le  déroulant  de  dessus  la  développée;  d'ailleurs,  il  résulte  de  là  qu'w/i  arc 
quelconque  CC'C"  de  la  développée  est  égal  à  la  différence  des  deux  rayons  de  courbure 
MC  et  M"C''  qui  aboutissent  à  ses  extrémités. 

Observons,  en  outre,  qu'une  courbure  déterminée  ABX  n'admet  jamais  qu'une 
développée  unique;  tandis  qu'une  même  développée  DCY  correspond  à  une  infinité 
de  développantes,  puisqu'en  prenant  sur  le  fil  MCC'Y  divers  points  M,  m,...,  ils 
décriront  des  courbes  différentes  MM'M"X,  mm'm"x, qui  seront  autant  de  dé- 
veloppantes de  la  même  développée  DCY.  Toutes  ces  développantes  auront  évidem- 
ment leurs  normales  communes,  et  se  trouveront  partout  équidistantes  dans  la  di- 
rection de  ces  normales;  mais  elles  différeront  beaucoup  les  unes  des  autres,  quant 
à  leurs  propriétés  et  a  leurs  équations. 

200.  Pour  citer  quelques  exemples  simples  de  la  théorie  des  développées,  nous 
dirons  que  si  la  courbe  ABX  {fig.  56)  était  une  parabole  du  deuxième  degré,  sa 
développée  se  composerait  de  deux  branches  indéfinies,  telles  que  DCY  et  DY', 
placées  l'une  au-dessous,  l'autre  au-dessus  de  l'axe  AD,  et  qui  viendraient  s'y  réunir 
en  formant  un  rebroussement  au  point  D.  Ce  point  est  éloigné  du  sommet  A,  de  la 
quantité  AD  =  :i  AF  =  le  demi-paramètre,  et  cette  droite  AD  est  aussi  le  rayon  de 
courbure  de  la  parabole  pour  le  sommet  A. 

Dans  une  ellipse  ABDE  [fig.  76)  dont  les  demi-axes  sont  OA  =  a,  OB  =  6,  la 
développée  est  une  courbe  «ScJê  composée  de  quatre  branches  qui  présentent  autant 
de  points  de  rebroussement,  placés  à  des  distances 

* 

Aa  =  Dc^  =  -\     Bê  =  Es  =  ^. 

a  b 

Ce  sont  là  aussi  les  grandeurs  des  rayons  de  courbure  pour  les  sommets  A  et  B;  car 
les  deux  branches  aS  et  êd^  servent  à  décrire  la  demi-ellipse  ABD,  tandis  que  les 
deux  autres  as  et  ta  se  rapportent  a  la  portion  inférieure  AED. 

Dans  un  cercle,  la  développée  se  réduit  à  un  point  unique,  qui  est  le  centre,  et 
le  rayon  de  courbure  est  constamment  égal  au  rayon  même  du  cercle  donné. 

201.  Mais,  pour  obtenir  des  résultats  plus  intéressants  dans  les  applications  que 
nous  allons  faire  aux  surfaces  enveloppes,  nous  admettrons  ici  que  l'on  s'est  donné 
immédiatement  une  développée  circulaire  YDFE  [fig.  54),  et  qu'on  en  a  déduit  la 


r 
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développante  YO"0'OX,  en  déroulant  un  fil  plié  sur  le  cercle,  et  dont  l'extrémité 
mobile  aurait  d'abord  coïncidé  avec  le  point  Y.  Pour  tracer  graphiquement  cette 
courbe,  on  divisera  la  circonférence  en  parties  égales,  douze  pdiV  exemple;  puis,  en 
portant  sur  les  tangentes  FO,  F'O',  F'^O",...  des  longueurs  égales  à  j%,  ^,  rây*  de 
cette  circonférence,  on  obtiendra  (n^  199)  les  divers  points  0,  0',  0",...  qu'il  fau- 
dra réunir  par  un  trait  continu.  Ce  sera  d'autant  plus  facile,  qu'on  pourra  employer 
à  cet  effet  de  petits  arcs  de  cercle  décrits  avec  les  rayons  FO,  F'O',  F"0",...  ;  car  ces 
distances  sont  précisément  (i  97)  les  rayons  des  cercles  oscillateurs  de  la  courbe  XOY. 

Cette  développante  XOY  sera  une  spirale  indéfinie,  ayant  pour  origine  le  point  Y; 
et  même  on  doit  regarder  la  spirale  Yo"oa?  symétrique  de  la  précédente,  comme  étant 
une  seconde  branche  de  la  même  développante,  et  comme  ne  formant  avec  la  pre- 
mière qu'une  seule  courbe  dont  toutes  les  parties  sont  décrites /?arfe  mou{>ement 
continu  d'un  point  unique.  En  effet,  si  au  lieu  d'un  fil  plié  sur  la  développée,  on 
conçoit  une  droite  inflexible  et  indéfinie  àSÇab  qui,  demeurant  tangente  au  cercle 
CY,  roule,  sans  glisser^  sur  sa  circonférence,  il  est  clair  qu'un  point  0,  fixe  sur  cette 
droite,  viendra  successivement  se  placer  en  0',0"  et  Y;  puis,  si  la  rotation  delà  droite 
continue  dans  le  même  sens,  ce  point  0  se  trouvera  dès  lors  en  arrière  du  point  de 
contact,  et  décrira  sans  discontinuité  la  branche  \ox.  D'ailleurs  on  doit  apercevoir 
que  cette  manière  de  décrire  une  développante  quelconque  par  la  rotation  d'une 
droite  inflexible  sur  la  développée,  équivaut  à  la  génération  indiquée  n^  199  ;  mais  le 
mode  actuel  est  plus  général,  et  il  devient  même  nécessaire  quand  la  développée  offre 
des  points  de  rebroussement,  comme  dans  l'ellipse,  la  parabole,...,  puisque  autre- 
ment il  faudrait  changer  souvent  le  point  d'attache  du  fil,  pour  le  transporter  d'une 
branche  sur  l'autre. 

202.  SURFACES  CANAUX.  {Fig.  54.)  Cela  posé,  imaginons  qu'une  sphère 
d'un -rayon  constant ^  représenté  par  OA  =  OB,  se  meuve  de  manière  que  son  centre 
suive  la  courbe  horizontale  XOYoo?;  l'enveloppe  de  toutes  les  positions  de  cette 
sphère  mobile  sera  formée  (n^  190)  par  les  intersections  des  enveloppées  consécu- 
tives; ainsi,  examinons  ce  que  sont  ici  ces  intersections.  Pour  deux  positions  voi- 
sines 0  et  0'  du  centre  mobile,  les  deux  sphères  égales  se  couperaient  suivant  un 
petit  cercle,  dont  le  plan  serait  évidemment  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la 
droite  00'  qui  joint  les  centres;  par  conséquent  ce  petit  cercle  serait  projeté  sur  le 
plan  de  notre  épure  qui  est  horizontal,  suivant  une  droite  perpendiculaire  à  la  corde 
00',  et  passant  par  son  milieu.  Or,  à  mesure  que  le  centre  0'  se  rapproche  de  0,  la 
corde  00'  indéfiniment  prolongée  approche  de  plus  en  plus  de  la  tangente  à  la 
courbe  XOY,  et  elle  coïncide  avec  cette  tangente  à  la  limite  :  donc,  pour  deux  sphères 
infiniment  voisines,  la  courbe  d'intersection  est  un  grand  cercle  projeté  sur  la  normale 
AOB  de  la  directrice  XOY.  Il  suit  de  là  que  l'enveloppe  peut  être  regardée  comme 
engendrée  par  le  grand  cercle  vertical  AOB,  dont  le  centre  parcourrait  la  ligne  XOY, 
tandis  que  son  plan  resterait  normal  k  cette  ligne  ;  ainsi,  cette  enveloppe  présentera 
la  forme  d'un  canal  curviligne  qui  aura  pour  axe  la  courbe  directrice  XOY,  et  dont 
toutes  les  sections  normales  à  cet  axe  seront  des  cercles  d'un  rayon  constant. 
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203.  Ces  conséquences  continueront  évidemment  d'avoir  lieu  quelle  que  soit  la 
nature  de  la  ligne  XOY;  c'est-a-dire  que  si  l'on  adopte  successivement  diverses 
courbes  pour  directrices  du  centre  de  la  sphère  mobile»  on  obtiendra  des  enveloppes 
de  formes  très-variées,  mais  dont  chacune  aura  pour  section  normale  un  cercle  du 
rayon  OA.  Ainsi,  ce  cercle  devient  une  génératrice  déforme  inçariabley  commune  à 
toutes  les  surfaces  qui  enveloppent  V  espace  parcouru  par  une  sphère  d^un  rayon  constant, 
et  qui  imprime  a  toute  cette  famille  d'enveloppes,  un  caractère  distinctif  et  indépen- 
dant delà  nature  de  la  directrice  XOY;  c'est  pourquoi  Monge  a  donné  le  nom  de 
caractéristique  à  ce  grand  cercle  normal,  et  généralement  il  appelle  ainsi  l'intersec- 
tion de  deux  enveloppées  consécutives,  dans  chaque  famille  d'enveloppes  engendrées 
par  une  même  surface  mobile,  quelle  que  soit  la  loi  du  mouvement  de  cette  dernière 
surface. 

204.  Nous  avons  dit  (n^  190)  que  l'enveloppe  toucherait  chacune  des  envelop- 
pées particulières  précisément  le  long  de  la  caractéristique,  qui  est  ici  le  grand 
cercle  vertical  et  mobile  AOB.  En  effet,  trois  positions  infiniment  voisines  S,  S',  S" 
de  la  sphère  mobile,  se  couperont  suivant  deux  cercles  situés  l'un  et  l'autre  sur  la 
sphère  S',  et  ils  y  comprendront  une  zone  infiniment  étroite,  de  largeur  inégale, 
mais  qui  sera  commune  à  S'  et  à  l'enveloppe;  de  sorte  que  ces  deux  dernières  sur- 
faces ayant  les  mêmes  éléments  superficiels,  ou  les  mêmes  plans  tangents  tout  le 
long  de  cette  zone,  se  trouveront  bien  tangentes  l'une  à  l'autre  dans  cette  région 
commune,  qui  d'ailleurs  comprendra,  vers  son  milieu,  la  véritable  caractéristique 
ou  le  grand  cercle  normal  à  la  courbe  XOY.  Ainsi,  il  est  vrai  de  dire  que  le  contact 
a  lieu  le  long  de  cette  caractéristique. 

205.  Maintenant,  comparons  entre  elles  les  diverses  caractéristiques  projetées 
ici  sur  AOB,  A'O'B',...  {fig.  54),  et  pour  faire  mieux  ressortir  les  circonstances 
assez  délicates  de  leurs  intersections,  imitons  le  procédé  indiqué  vers  la  fin  du  n®  201 
pour  décrire  la  développante  :  c'est-à-dire,  imaginons  que  le  plan  vertical  AOBF  de 
la  caractéristique  soit  inflexible  et  indéfiniment  prolongé;  puis,  faisons-le  rouler, 
sans  glisser,  sur  le  cylindre  vertical  FDYE  auquel  il  demeurera  tangent.  Alors  le 
cercle  AOB,  entraîné  avec  le  plan  mobile,  parcourra  nécessairement  l'enveloppe  qui 
nous  occupe,  puisque  les  conditions  précédentes  reviennent  évidemment  à  dire  que 
le  centre  de  ce  cercle  se  mouvra  sur  la  développante  XOY,  tandis  que  son  plan  restera 
normal  à  cette  courbe.  D'ailleurs,  tous  les  points  de  cette  circonférence  mobile, 
projetés  en  B,  R,...,  A,  décriront  d'autres  spirales  BD,  RL,...,  AA'E,  qui  seront 
autant  de  développantes  du  cercle  FDY,  et  dont  la  première  et  la  dernière  formeront 
le  contour  apparent  de  l'enveloppe. 

206.  Cela  posé,  tant  que,  par  la  rotation  du  plan  vertical  AF  sur  le  cylindre  FDY, 
l'extrémité  B  du  diamètre  du  cercle  mobile  n'aura  pas  atteint  la  développée,  deux 
caractéristiques  consécutives  ne  se  couperont  pas;  car  on  sait(n^  197)  qu'une  nor- 
male quelconque  AT'  a  la  courbe  XOY,  ne  serait  rencontrée  par  la  normale  infini- 
ment voisine  qu'au  point  F'  situé  sur  la  développée,  et  ce  point  se  trouve  en  dehors 
du  diamètre  A'B'  qui  limite  la  projection  de  la  caractéristique.  Mais,  dès  que  le  point 
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B  aura  touché  le  qylindre  en  D,  les  caractéristiques  consécutives  commenceront  à  se 
couper  :  en  effet,  la  normale  GLg,  par  exemple,  rencontrera  la  normale  infiniment 
voisine  au  point  L  situé  sur  la  développée;  et  comme  ce  point  se  trouve  en  dedans 
du  diamètre  Gg  =  AB,  il  en  résulte  que  les  deux  caractéristiques  projetées  sur  6^ 
et  sur  la  normale  infiniment  voisine,  se  couperont  en  deux  points  projetés  en  L,  et 
situés  Tun  au-dessus,  l'autre  au-dessous  du  plan  horizontal  de  l'épure.  Toutefois, 
pour  justifier  complètement  cette  assertion,  il  faut  ajouter  que  ces  deux  caracté- 
ristiques sont  placées  (n®  Si04)  sur  une  même  position  de  la  sphère  mobile;  autre- 
ment, les  plans  de  ces  deux  cercles  pourraient  bien  se  couper  suivant  la  verticale  L, 
sans  que  leurs  circonférences  eussent  des  points  communs. 

Il  résulte  de  là  qu'à  partir  de  la  position  DI,  les  diverses  caractéristiques  circu- 
laires se  trouveront  partagées  par  leurs  intersections  consécutives,  chacune  en  deux 
segments  projetés 

sur    LG,  MH,  YP,  VQ,  UT,         (N) 

et  sur     L^,  MA,  Yp,  Yq^  U/.  (/i) 

Les  segments  de  la  première  série  formeront  une  nappe  que  nous  désignerons 
par  (N),  et  k  laquelle  appartiendront  les  caractéristiques  totales  ÂB,  A'B',. ..,  tandis 
que  les  segments  de  l'autre  série  donneront  lieu  à  une  seconde  nappe  (n),  qui  com- 
mencera par  être  renfermée  dans  l'intérieur  de  la  première,  mais  qui  bientôt  en 
sortira  pour  s'étendre  indéfiniment  jusqu*aux  caractéristiques  totales  a'b'^  ab^.... 
En  outre,  ces  deux  nappes  de  l'enveloppe  se  réuniront  l'une  à  l'autre  le  long  d'une 
ligne  à  double  courbure  projetée  sur  DLMYVUE,  et  qui  n'est  autre  chose  que  le  cercle 
vertical  AB,  dont  le  plan  serait  plié  et  enroulé  sur  le  cylindre  de  la  développée. 

207.  Observons  d'ailleurs  que  cette  ligne  à  double  courbure  DYE  {fig.  54)  est 
une  véritable  arête  de  rehroussement  pour  l'enveloppe  totale.  Car,  en  se  rappelant 
(n**  205)  qu'un  point  quelconque  Z  de  la  caractéristique  mobile,  décrit  les  deux 
branches  ZaS  M  et  Myd^jz  d'une  spirale  dont  le  rehroussement  est  en  M,  on  doit  aper- 
cevoir que,  quand  le  point  mobile  Z  est  en  a  ou  en  S,  il  se  trouve  encore  sur  la 
nappe  (N)  placée  au  delà  des  points  de  contact  D  ou  L;  mais  dès  que  ce  point  est 
arrivé  en  y  ou  en  c^,  il  appartient  à  la  nappe  [n)  placée  en  deçà  des  points  de  con- 
tact Y  ou  Y;  par  conséquent,  le  passage  de  ce  point  mobile  d'une  nappe  à  l'autre  a 
lien  préciwsément  en  M,  et  la  forme  de  la  spirale  en  cet  endroit  prouve  bien  que  ce 
passage  s'effectue  par  un  véritable  rehroussement.  Comme  on  en  dirait  autant  des 
autres  points  de  la  caractéristique  AB,  il  en  faut  conclure  que  la  courbe  projetée  sur 
DMYE  est  une  ligne  de  rehroussement  pour  les  deux  nappes  de  l'enveloppe. 

Une  circonstance  analogue  se  reproduirait  dans  toutes  les  enveloppes,  quelle  que 
fût  la  surface  mobile  qui  les  engendrerait;  c'est  pourquoi  Monge  a  donné  le  nom 
général  A' (Arête  de  lehroussement  d'une  enveloppe,  à  la  ligne  formée  par  les  intersec- 
tions consécutwes  des  diverses  caractéristiques:  et  nous  en  avions  déjà  rencontré  un 
exemple  remarquable  dans  les  surfaces  développables  où  lef^  caractéristiques  étaient 
des  droites  (n^'ldO). 

GéomHrie  J^roy,  XI 
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208.  Revenons  à  Tenveloppe  particulière  qui  nous  occupait,  et  observons  que 
les  segments  de  caractéristiques  L^,  MA,...  qui  appartiennent  à  la  nappe  (n)  doi- 
vent être />onc/£^5,  parce  qu'ils  sont  invisibles  comme  étant  renfermés  dans  l'inté- 
rieur de  la  nappe  (N).  En  effet,  on  a  évidemment 

Lg  =  LM<L€+6M; 

d'où,  en  retranchant  la  partie  commune  Le,  il  résulte  que 

€§  <  eM; 

par  conséquent  si  Ton  ramenait  sur  le  cercle  AOB  les  deux  points  projetés  en  e  et 
qui  appartiennent  l'un  au  segment  LG,  l'autre  au  segment  MA,  le  premier  vien- 
drait occuper  une  position  e'  plus  voisine  du  point  Z  et,  par  suite,  du  centre  0,  que 
ne  l'est  la  position  e"  où  viendrait  se  placer  le  deuxième  ;  donc  le  point  e'  est  plus 
élevé  que  fy  et,  par  conséquent,  le  segment  LG  passe  au-dessus  du  segment  MA. 
On  expliquera,  par  des  considérations  analogues,  les  divers  modes  de  ponctuation 
employés  dans  l'épure;  toutefois,  nous  ferons  encore  observer  que  les  points  R  et  p, 
Z  et  Ç,...,  du  cercle  mobile  ÂOB,  se  trouvant  respectivement  à  la  même  hauteur, 
décriront  des  spirales  qui  se  rencontreront  deux  à  deux;  de  sorte  que  les  deux 
nappes  (N)  et  (/i)  de  l'enveloppe  se  traverseront  mutuellement  suivant  une  ligne 
d'intersection  projetée  sur  la  droite  YW. 

Les  surfaces  que  nous  avons  examinées  dans  ce  chapitre,  et  surtout  la  dernière 
que  nous  venons  de  discuter  avec  détail,  parce  qu'elle  présentait  par  elle-même  des 
circonstances  intéressantes,  suffiront,  sans  doute,  pour  donner  au  lecteur  une  idée 
assez  complète  des  enveloppes  et  de  leurs  particularités;  c'est  pourquoi  nous  allons 
passer  au  problème  important  des  intersections  de  surfaces. 


LIVRE  IV. 

INTERSECTIONS  DE  SURFACES. 


»#••« 


CHAPITRE  PREMIER. 

PRINCIPES   GÉNÉRAUX. 

209.  Pour  donner  une  idée  générale  des  procédés  par  lesquels  on  parvient  à 
déterminer  l'intersection  de  deux  surfaces,  supposons  qu'il  s'agisse  d'abord  d'un 
cas  très-simple,  celui  où  une  surface  S  serait  coupée  par  unplan  horizontal  donné  P. 
Puisque  la  surface  est  censée  connue  et  définie,  on  connaîtra  la  forme  de  la  géné- 
ratrice (n**  70)  et  la  loi  d'après  laquelle  elle  varie;  par  conséquent,  on  pourra 
construire,  sur  les  deux  plans  de  projection,  diverses  positions  de  cette  génératrice, 
aussi  nombreuses  et  aussi  rapprochées  que  l'on  voudra.  Désignons  les  projections 
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de  ces  lignes  par  (G,  G'),  (Ga,  G'^),  (G,,  Gg),..,;  puis,  observons  que  le  plan 
sécant  P  qui  est  perpendiculaire  au  plan  vertical,  coupe  la  ligne  (G,  G')  en  un  point 
qui  doit  être  projeté  verticalement  à  la  rencontre  de  G'  avec  la  trace  du  plan  P;  par 
conséquent,  si  l'on  ramène  ce  point  sur  la  ligne  G  au  moyen  d'une  perpendiculaire 
à  la  ligne  de  terre,  on  obtiendra  la  projection  horizontale  m  d'un  point  de  l'inter- 
section de  S  avec  P.  En  répétant  la  même  opération  pour  chaque  génératrice,  on  se 
procurera  une  série  de  points /w,  ma,  mj,  m^,...;  et  s'ils  sont  assez  rapprochés  les 
uns  des  autres,  ils  pourront  être  aisément  réunis  par  un  trait  continu  (*)  qui  fera 
connaître,  sur  le  plan  horizontal,  la  courbe  suivant  laquelle  la  surface  S  est  coupée 
par  le  plan  P.  Quant  à  la  projection  verticale  de  cette  même  courbe,  il  est  évident 
qu'elle  se  réduit,  dans  le  cas  actuel,  a  la  trace  même  du  plan  sécant  P. 

210.  Considérons  maintenant  deux  surfaces  quelconques  S  et  S'  ;  et  pour  trou- 
ver leur  intersection,  coupons-les  par  une  série  de  plans  horizontaux  P,  Pa,  Ps»---* 
Chacun  de  ces  plans  auxiliaires,  P  par  exemple,  coupera  la  surface  S  suivant  une 
ligne  mm^m^...,  et  la  surface  S'  suivant  une  autre  ligne  m'm.^ni^,..';  ces  deux 
lignes  se  construiront  comme  nous  l'avons  dit  au  numéro  précédent,  et  si  elles  se 
coupent  elles-mêmes  sur  le  plan  horizontal  en  un  ou  plusieurs  points  M,  N, . . . ,  ce 
seront  là  les  projections  horizontales  de  divers  points,  qui  sont  évidemment  com- 
muns aux  deux  surfaces  S  et  S',  et  qui  dès  lors  appartiennent  à  leur  intersection. 
Quant  aux  projections  verticales,  on  les  déduira  des  premières,  en  ramenant  sur 
la  trace  du  plan  auxiliaire  P  les  points  M,  N.,...,  par  des  perpendiculaires  à  la 
ligne  de  terre.  Maintenant,  si  l'on  répète  des  opérations  semblables  pour  les  autres 
plans  Pas  Pa,...,  on  obtiendra  sur  chaque  plan  de  projection  une  suite  de  points 
M,  Ma ,  M3 , . . . ,  N,  Na ,  N3 , . . . ,  qu'il  faudra  réunir  par  un  trait  continu,  en  distin- 
guant toutefois  ceux  de  ces  points  qui  appartiennent  à  une  même  branche  de 


(*]  Il  faut  de  rhabitude,  sans  doute,  pour  réunir  ainsi  des  points  situés  à  certaines  distances  par  une 
ligne  qui  n'offre  ni  Jarrets^  ni  changements  brusques  de  courbure  ;  mais  on  ne  doit  rien  épargner  pour  se 
former  l'œil  et  la  main  par  de  nombreux  exercices,  et  pour  acquérir  ie  sentiment  de  la  continuité  dans  les 
courbes,  attendu  que  la  construction  des  intersections  de  surfaces  est  un  des  problèmes  les  plus  utiles, 
soit  comme  moyen  de  recherche,  soit  dans  les  applications  pratiques  de  la  géométrie  descriptive  à  la  per- 
spective, à  la  coupe  des  pierres,  à  la  charpente,  etc.  Toutefois,  nous  ferons  observer  ici  qu'il  n'est  pas  tou- 
jours avantageux  de  multiplier  extrêmement  les  constructions  auxiliaires  qui  déterminent  les  divers  points 
m,  m,,  ^2, . . . ,  parce  que  les  petites  erreurs  inséparables  de  toute  opération  manuelle,  portant  alors  sur 
des  points  très-voisins,  produisent  des  sinuosités  ou  d'autres  défauts  choquants  qui  n'eussent  pas  été  sen- 
sibles sur  de  plus  grandes  distances.  Il  faut  donc  répartir  ces  constructions  avec  mesure,  en  consultant  de 
bons  modèles,  et  les  multiplier  davantage  dans  les  parties  où  la  courbe  semble  offrir  quelque  forme  singu- 
lière qui  a  besoin  d'être  vérifiée.  On  doit  aussi  profiter  des  notions  que  l'on  peut  avoir  d'avance  sur  la  na- 
ture de  l'intersection  cherchée;  si,  par  exemple,  on  prévoit  que  la  projection  doit  être  une  courbe  du 
deuxième  ou  du  quatrième  degré,  il  ne  devra  y  exister  aucun  arc  qui  puisse  être  coupé  par  une  droite  quel- 
conque, en  plus  de  deux  ou  de  quatre  points;  et  si  le  contraire  arrivait,  il  faudrait  refaire  les  constructions 
relatives  à  ces  parties  pour  les  rectifier.  La  détermination  des  tangentes,  que  nous  apprendrons  à  effectuer, 
est  encore  un  moyen  de  corriger  la  forme  d'une  courbe;  parce  que  la  connaissance  d'une  pareille  droite 
fera  aisément  sentir  si  l'arc  qui  précède  ou  qui  suit  le  point  de  taugence  a  besoin  d'être  élevé  ou  abaissé 
pour  que  le  contact  soit  complet.  Au  surplus,  les  préceptes  généraux  sur  cette  matière  ne  sufi&sent  pas,  et 
il  faut  réclamer  encore,  sur  un  certain  nombre  d'exemples  bien  choisis,  les  conseils  d'un  praticien  habile. 

la. 
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courbe  d'avec  ceux  qui  font  partie  d*une  autre  branche.  Cette  distinction  est  quel- 
quefois assez  délicate;  mais  on  y  parviendra  en  suivant  avec  attention»  et  de  proche 
en  proche,  les  résultats  fournis  par  les  plans  auxiliaires  successifs.  D'ailleurs,  si 
Tune  des  surfaces  S  et  S'  avait  deux  nappes  distinctes,  comme  il  arrive  dans  un 
cône,  il  ne  faudrait  pas  réunir  des  points  qui  seraient  sur  des  nappes  opposées. 

21 1 .  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  générale,  et  suffisante  dans  tous 
les  cas  pour  obtenir  l'intersection  de  deux  surfaces  quelconques  S  et  S'  ;  mais  au 
surplus,  on  peut  donner  aux  plans  sécants  P,  Pa ,  P| , . . . ,  telle  direction  que  Ton 
voudra,  pourvu  que  Ton  sache  construire  commodément  les  courbes  auxiliaires 
mm^n..  et  m'm^....  Ainsi,  dans  chaque  problème,  il  sera  avantageux  de  choisir  les 
plans  sécauts  de  manière  que  les  sections  auxiliaires  soient,  s'il  est  possible,  des 
droites  ou  des  cercles,  parce  que  de  pareilles  lignes  se  tracent  facilement  au  moyen 
de  deux  données.  Par  exemple,  s'il  s'agit  de  cylindres,  on  prendra  les  plans  P,  Pj , . . . , 
parallèles  aux  génératrices  des  deux  surfaces  à  la  fois  ;  s'il  est  question  de  deux 
cônes,  on  fera  passer  tous  les  plans  sécants  par  la  droite  qui  réunit  les  deux  som- 
mets. Quelquefois  même  on  emploie,  pour  couper  les  surfaces  S  et  S',  non  plus  des 
plans,  mais  des  surfaces  courbes,  telles  que  des  sphères  concentriques,  qui  peuvent 
fournir  alors  des  cercles  pour  sections  auxiliaires  dans  les  deux  surfaces  proposées. 
{Voyez  n'' 555.) 

212.  Quand  on  a  construit  les  deux  projections  de  l'intersection  cherchée,  cette 
courbe  est  certainement  déterminée;  mais  si  elle  est  plane^  il  faut  en  outre,  pour 
manifester  plus  clairemetit  sa  forme,  en  exécuter  le  rabattement  sur  un  des  plans 
de  projection.  Lorsqu'une  des  deux  surfaces  proposées  est  développabk,  on  doit 
aussi  effectuer  le  développement  de  cette  surface,  et  y  construire  la  transformée 
(n^  175)  de  Tintersection  ;  car  cette  nouvelle  courbe  est  nécessaire  a  connaître  dans 
les  applications  à  la  stéréotomie.  Enfin,  comme  la  détermination  des  tangentes  à 
une  courbe  est  un  moyen  de  dessiner  avec  plus  de  précision  le  cours  de  cette  ligne, 
et  que  cette  connaissance  est  d'ailleurs  nécessaire  dans  divers  cas,  il  faudra  s'exer- 
cer à  cette  recherche,  tant  pour  l'intersection  primitive  que  pour  son  rabattement 
et  pour  sa  transformée;  mais  les  tangentes  à  ces  deux  dernières  courbes  se  dédui- 
sant toujours  facilement  de  la  tangente  à  la  première,  nous  nous  bornerons  k  don- 
ner pour  celle-ci  une  méthode  générale. 

213.  Désignons  les  surfaces  proposées  par  S  et  S',  et  soit  AMB  leur  intersection 
dont  il  huitrouçerla  tangente  [fig-  5'j.) 

Puisque  cette  courbe  est  située  en  même  temps  sur  les  deux  surfaces,  sa  tangente 
MX  pour  le  point  quelconque  M,  doit  se  trouver  à  la  fois  (n^  95)  dans  le  plan  qui 
touche  la  surface  S  en  M,  et  dans  celui  qui  touche  S'  au  même  point;  donc  la  tan- 
gente MI  sera  T  intersection  des  plans  tangents  aux  deux  surfaces.  Par  conséquent,  il 
suffira  de  construire  ces  deux  plans  par  les  méthodes  exposées  précédemment,  et  de 
chercher  la  droite  suivant  laquelle  ils  se  couperont  :  on  pourra  même  se  borner  à 
trouver  un  seul  point  de  cette  intersection,  puisque  le  point  de  contact  M  est  déjà 
*  assigné  par  la  question. 
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Lorsqu'une  des  surfaces  proposées,  par  exemple  S',  sera  un  plan,  ou  bien  quand 
on  saura  que  la  courbe  AMB  est  plane,  quoique  les  deux  surfaces  dont  elle  est  l'in- 
tersection soient  courbes,  la  règle  précédente  se  réduira  évidemment  à  chercher 
l'intersection  du  seul  plan  tangent  de  S  avec  le  plan  S',  ou  avec  le  plan  de  AMB. 

214.  Autre  méthode.  Si  Ton  construit  la  normale  MN  de  la  surface  S  pour  le 
point  M,  et  la  normale  MN'  de  la  surface  S'  pour  le  même  point,  il  est  évident  que 
la  plan  NMN'  conduit  par  ces  deux  droites,  se  trouvera  perpendiculaire  à  chacun 
des  plans  tangents,  et  par  suite  à  leur  intersection  qui  est  MT.  Ainsi,  la  tangente  à 
T  intersection  de  deux  surfaces  est  une  droite  perpendiculaire  au  plan  des  deux  normales 
à  ces  surfaces  ;  ce  plan  coïncide  d'ailleurs  avec  le  plan  normal  [xi"^  168)  de  la  courbe 
AMB.  11  suffira  donc  de  construire  ces  deux  normales  et  le  plan  qu'elles  déter- 
minent; et  puis,  de  lui  mener  une  perpendiculaire  par  le  point  donné  M.  Cette  mé- 
thode (*)  est  fort  précieuse,  i**  parce  qu'il  y  a  des  surfaces  où  la  normale  se  déter- 
mine d'une  manière  beaucoup  plus  simple  que  le  plan  tangent,  et  indépendamment 
de  celui-ci  (n**  136)  ;  2^  parce  qu'il  se  rencontre  quelquefois  des  points  singuliers, 
pour  lesquels  les  deux  plans  tangents  se  trouvent  perpendiculaires  à  un  même  plan 
de  projection;  alors  le  procédé  du  n**  213  ne  donne  plus  de  résultat  déterminé 
pour  la  tangente  de  la  courbe  projetée  sur  ce  plan,  tandis  que  la  méthode  des  deux 
normales  peut  encore  s'appliquer  par  suite  de  certaines  relations  qui,  a  la  limite, 
ne  deviennent  pas  indéterminées.  Nous  en  verrons  des  exemples  dans  plusieurs 
épures  de  Géométrie  (n°'  540  et  488)  et  dans  la  Coupe  des  pierres. 

215.  Lorsque  les  surfaces  en  question  sont  placées  de  telle  sorte  qu'elles  5e  tou-- 
chent  le  long  de  la  ligne  qui  leur  est  commune,  cette  intersection  particulière  prend 
le  nom  de  Ugne  de  contact^  et  l'une  des  surfaces  est  dite  circonscrite  à  l'autre.  On 
pourra  toujours  construire  cette  courbe  par  le  procédé  général  du  n^  210,  mais  ou 
ne  saura  plus  lui  mener  de  tangente;  car,  d'après  l'hypothèse  actuelle,  les  deux 
plans  tangents  dont  cette  droite  serait  l'intersection  se  trouveront  confondus  l'un 
avec  l'autre.  La  même  indétermination  résulterait  de  la  méthode  des  deux  normales; 
car  ces  droites  coïncideront  entre  elles  en  même  temps  que  les  plans  tangents,  et 
le  plan  normal  qu'elles  devaient  servir  à  fixer  restera  encore  indéterminé.  Ainsi, 
pour  les  lignes  de  contact  de  deux  surfaces,  la  géométrie  ne  fournit  point  de  mé- 
thode graphique  propre  à  trouver  leurs  tangentes  (**  )»  à  moins  toutefois  que  la  ligne 
de  contact  ne  soit  plane;  car,  dans  ce  cas,  la  combinaison  de  son  plan  avec  le  plan 
tangent  commun  aux  deux  surfaces,  donnerait  encore  la  tangente  cherchée. 

216.  Après  avoir  exposé  ces  notions  générales  sur  les  intersections  de  surfaces, 
nous  allons  les  éclaircir  en  résolvant  divers  problèmes  de  ce  genre,  dans  lesquels 


(*)  Elle  est  due  à  M.  /.  Binety  qui  en  a  fait  lui-môme  des  applications  intéressantes  à  diverses  épures 
de  Créométrie  et  de  Coupe  des  pierres. 

(**)  Cependant  nous  indiquerons,  an  n**  5S4»  une  méthode  propre  à  atteindre  ce  but,  mais  trop  compli- 
quée pour  être  vraiment  utile  dans  la  pratique,  et  remarquable  seulement  souç  le  point  do  vue  de  la  théorie 
qu*el1e  ser\ira  à  compléter. 
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nous  trouverons  d'ailleurs  l'occasion  d'expliquer  encore  quelques  particularités 
remarquables,  telles  que  la  recherche  des  branches  infinies  et  celle  des  asymptotes^ 
dont  nous  ne  pourrions  parler  maintenant  que  d'une  manière  vague  et  obscure. 


CHAPITRE  IL 

DES  SECTIONS     PLANES. 

PROBLÈME  I.  Trouver  i°  F  intersection  d'un  cylindre  droit  et  d'un  plan  donnés; 
Q?  le  rabattement  de  cette  intersection  et  sa  tangente;  3^  le  développement  du  cylindre^ 
et  la  transformée  de  l* intersection  avec  sa  tangente. 

217.  [Fig.  58.)  Nous  avons  déjà  dit  (n°  160)  que  par  cylindre  droit  nous  en- 
tendions un  cylindre  qui  avait  pour  base  ou  pour  directrice  une  courbe  plane  et 
perpendiculaire  aux  génératrices  rectilignes  de  cette  surface,  sans  exiger  que  cette 
base  fût  un  cercle;  ainsi,  tout  en  adoptant  ici  cette  dernière  forme  pour  exemple, 
nous  raisonnerons  d'une  manière  générale  et  applicable  à  toute  autre  courbe.  D'ail- 
leurs, comme  dans  chaque  problème  il  convient  de  choisir  les  plans  de  projection 
dans  des  directions  propres  à  simplifier  les  opérations  graphiques,  nous  adopterons 
le  plan  de  la  base  ÂBDC  pour  plan  horizontal,  et  nous  choisirons  le  plan  vertical 
perpendiculaire  au  plan  sécant,  lequel  aura  ainsi  pour  traces  PQ  et  QR'.  Quant  au 
cylindre,  il  sera  représenté  par  la  courbe  ABDC  qui  en  est  le  contour  apparent  sur 
le  plan  horizontal;  et  sur  le  plan  vertical,  le  contour  apparent  sera  formé  par  les 
deux  droites  6G'  et  VV  qui  sont  évidemment  les  traces  de  deux  plans  tangents 
perpendiculaires  à  ce  plan  de  projection  (n°  106).  Nous  supposerons  de  plus  que 
le  cylindre  est  terminé  aux  deux  plans  horizontaux  6V  et  6' V'.  . 

218.  Cela  posé,  le  plan  PQR'  coupera  le  cylindre  vertical  suivant  une  courbe 
qui,  d'après  la  situation  actuelle  des  plans  de  projection,  se  trouvera  évidemment 
projetée  suivant  ÂBDC  sur  le  plan  horizontal,  el  sur  le  plan  vertical  suivant  la  por- 
tion A'D'  de  la  trace  du  plan  sécant.  Ainsi,  dans  ce  cas  très-simple,  les  projections 
de  l'intersection  sont  connues  immédiatement,  et  il  n'y  a  pas  lieu  d'employer  la 
méthode  générale  exposée  au  n°210. 

219.  Rabattement.  Pour  connaître  la  véritable  forme  de  l'intersection,  rabattons 
le  plan  qui  la  contient  autour  de  PQ,  sur  le  plan  horizontal;  ou  plutôt,  afin  d'ob- 
tenir un  résultat  disposé  symétriquement,  faisons  tourner  le  plan  PQR'  autour  de 
la  droite  (BC,B'),  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  parallèle  au  plan  horizontal.  Par 
cette  révolution,  la  trace  verticale  Q'R'  deviendra  l'horizontale  q'W,  et  un  point 
quelconque  de  la  courbe,  par  exemple  (M,  M'),  décrira  un  arc  de  cercle />e/pe/i^ 
diculaireà  taxe  de  rotation;  donc  cet  arc  sera  projeté  verticalement  sur  un  arc 
égal  Wm'  décrit  du  centre  B',  et  horizontalement  sur  la  droite  indéfinie  MF  pa- 
rallèle à  la  ligne  de  terre.  Alors,  puisque  le  point  M' s'est  transporté  en  m',  si  Ton 
projette  ce  dernier  en- m  sur  MF,  on  aura  la  position  (m,  m')  que  prend,  après 
le  rabattement,  le  point  (M, M')  de  la  courbe  proposée.  En  opérant  de  même  pour 
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d'autres  points,  tels  que  A,  D,  E,  F,...  (*),  on  verra  qu'ils  se  rabattent  en  a,  rf,  c, 
y, . . .;  et  en  réunissant  ces  derniers  par  un  trait  continu,  la  ligne  amBdCna  repré- 
sentera l'intersection  cherchée  dans  ses  véritables  dimensions. 

220.  Cette» intersection  est  ici  une  ellipse,  puisqu'en  la  conoparant  avec  le  cer- 
cle ÂBDC,  on  voit  que  pour  les  mêmes  abscisses  comptées  sur  la  droite  BC,  les 
ordonnées  perpendiculaires  à  cette  ligne  ont  augmenté  toutes  dans  le  rapport  con- 
stant  de  OA  àB'A';  or  on  sait  qu'une  pareille  modification  change  un  cercle  en 
une  ellipse.  D'ailleurs,  comme  il  existait  deux  points  M  et  N  de  la  courbe  primitive, 
qui  avaient  l'un  et  l'autre  M'  pour  projection  verticale,  et  que  ces  deux  points  se 
sont  transportés  sur  une  corde  mn  évidemment  perpendiculaire  à  Oa,  et  dont  le 
milieu  est  sur  cette  droite,  il  s'ensuit  que  la  ligne  aO^/  divise  en  deux  parties  égales 
et  à  angles  droits  une  série  de  cordes  parallèles  dans  la  courbe  rabattue;  donc  aOd 
est  un  axe  de  Tellipse,  et  par  conséquent  BOC  est  le  second  axe^ 

221.  Cherchons  maintenant  la  tangente  de  l'intersection  pour  un  point  quel- 
conque (M,  M').  D'après  la  règle  générale  (n*'  215),  cette  droite  devant  être  située 
à  la  fois  dans  le  plan  PQR'  et  dans  le  plan  tangent  du  cylindre  qui  est  le  plan  verti- 
cal MT,  il  en  résulte  immédiatement  qu'elle  a  pour  projection  MT  et  M'Q.  Ensuite, 
si  l'on  veut  retrouver  cette  tangente  sur  le  rabattement  de  l'intersection,  on  obser- 
vera que  le  pied  (T,  Q)  de  cette  droite  décrit,  comme  nous  l'avons  expliqué  pour 
(M,  M'),  un  arc  de  cercle  perpendiculaire  à  la  charnière  (BC,  B');  de  sorte  que 
le  pied  de  la  tangente  se  transporte  en  / ,  et  puisque  le  point  de  contact  est  venu 
en  m,  la  tangente  rabattue  est  donc  tm.  Cette  droite  devra  /o^t^A^r  exactement  la 
courbe  omBd. 

On  peut  encore  observer  que  la  tangente  TMS  de  l'intersection  primitive  allait 
rencontrer  la  charnière  en  un  point  (S,  B') ,  qui  doit  demeurer  immobile  pendant  le 
mouvement  de  rotation;  ainsi,  il  faudra  que  la  droite  tm,  déjà  déterminée,  aille 
passer  par  le  point  S. 

222.  Développement.  Nous  avons  vu  (n^  161)  que,  quand  on  développe  un  cy- 
lindre, la  section  droite  qui  est  ici  la  base  ABDC  {Jîg.  58),  devient  rectiligne  sans 
changer  de  longueur  absolue ,  et  que  les  arêtes  lui  demeurent  perpendiculaires.  Si 
donc,  en  supposant  qu'on  ouvre  le  cylindre  le  long  de  l'arête  (D,  VV),  on  porte 
sur  une  droite  indéfinie,  des  longueurs  (*') 

D^E^  =  DE,     E' F"  =  EF,     F"B"  =  FB,     B'M''  =  BM,..., 

et  que  par  les  points  D'',  E'^F'\...  on  élève  des  perpendiculaires  égales  à  la  hau- 
teur VV'  du  cylindre,  on  obtiendra,  pour  le  développement  de  cette  surface,  le  rec- 


(*  )  Quoiqu'on  puisse  prendre  ici  ces  points  d'une  manière  arbitraire  sur  la  base  ABDC,  il  est  bon,  pour 
Topéralion  ultérieure  du  développement^  de  les  choisir  tous  de  manière  qu'ils  divisent  la  circonférence  en 
parties  égales. 

(**)  Observons  ici  que,  quand  la  courbe  ABDC  est  quelconque,  il  faut,  pour  rectifier  les  arcs  DE,  EF,..., 
les  mesurer  en  employant  une  ouverture  de  compas  qui  représente  une  très-petite  corde  sensiblement  con- 
fondue avec  Tare  partiel  qu'elle  sous-tend;  puis,  reporter  sur  la  droite  indéfinie  D'D"'  le  mémo  nombre  de 
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tangleD^V^VD*.  Maintenant,  rapportons-y  les  points  de  l'intersection;  et  à  cet 
effet,  rappelons-nous  (n**  162)  que  les  portions  de  génératrices  du  cylindre,  com- 
prises depuis  la  base  jusqu'à  cette  courbe,  doivent  conserver  après  le  développe- 
ment leurs  longueurs  primitives.  Par  conséquent,  si  nous  portons  suc  les  verticales 
du  développement,  des  distances 

D'&  =VD',     E"8  =  KE',     P9  =  IF',.... 

et  que  nous  réunissions  par  un  trait  continu  les  extrémités  de  ces  hauteurs,  nous 
obtiendrons,  pour  la  transformée  de  l'intersection,  la  courbe  âE^ëiia^'. 

223.  Dans  l'exemple  actuel,  où  la  base  du  cylindre  droit  est  un  cercle,  la  trans- 
formée sera  composée  d'abord  de  deux  parties  évidemment  symétriques  ac?  et  a^'; 
car  les  deux  arcs  égaux  AM  et  AN,  qui  répondent  à  deux  points  de  la  section  pro- 
jetés en  M',  fourniront  sur  le  développement,  des  abscisses  et  des  ordonnées  respec- 
tivement égales;  savoir  : 

A"M"  =  A'^N"    et    M>  =  N"v. 

En  outre,  chacune  de  ces  parties,  par  exemple  aâ^  se  trouvera  aussi  composée  de 
deux  portions  Sa  et  ëâ  égales,  mais  inversement  placées  par  rapport  à  l'horizontale 
0)6  :  cela  résulte  de  ce  qu'à  partir  de  S,  les  points  ç  et  jx,  6  et  X,  proviennent  des 
points  du  cylindre  F'  et  M',  E'  et  L',  qui  se  trouvent  à  des  hauteurs  respectivement 
égales  au-dessus  et  au-dessous  du  point  B'.  D'ailleurs,  la  transformée  totale  n'est 
qu'une  portion  d'une  courbe  indéfinie  (*)  qui,  d'après  la  relation  existante  entre  ses 
coordonnées,  admet  une  infinité  de  branches  successives  identiques  avec  &'a&.  On 
peut  même,  par  la  géométrie,  faire  naître  ces  diverses  branches,  en  imaginant  que 
le  plan  sur  lequel  on  effectue  le  développement  du  cylindre,  avait  été  roulé  sur  ce 
corps  un  nombre  de  fois  indéfini,  et  en  répétant  les  constructions  antérieures  sur  le 
prolongement  de  la  droite  D^'D". 

fois  cette  ouverture  de  compas.  Mais,  quand  il  s*agit  d'un  cercle,  comme  dans  l'exemple  actuel,  il  est  beau- 
coup plus  commode  et  surtout  plus  exact  de  prendre  immédiatement  la  droite  D^D**  égale  aux  ^  du  dia- 
mètre AD,  puis  de  diviser  cette  droite  en  autant  de  parties  égales  qu'en  contient  la  circonférence.  Cela 
suppose  d'ailleurs  que  les  points  de  division  de  la  base  du  cylindre  ont  été  choisis  eux-mômes  à  des  dis* 
tances  égales,  comme  nous  l'avons  recommandé  dans  la  note  du  n®  M9. 

{*)  Cette  courbe  est  Mnesîniisoïfle;  car,  si  l'on  appelle  x  l'abscisse  horizontale  et  ^l'ordonnée  verticale  du 
point  <p,  comptées  à  partir  du  point  6  comme  origine,  puis  que  l'on  désigne  par  x'  =  B'U',  y  =  F'U',  les 
coordonnées  du  point  analogue  F'  par  rapport  à  l'origine  B',  il  est  évident  que  l'on  aura  les  relations 

/=7-,    x'  =  sînBF  =  sinB"F'  =  sinx,    /  =  ax', 

en  désignant  para  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  R'B'rf.  Donc,  en  éliminant  les  variables  auxiliaires 
y,  jr\  il  viendra  pour  l'équation  de  la  transformée  rapportée  à  l'origine  6, 

^  =  ^r8in4:;    ou  bien    /  =  flBsin^j 

AD  comptant,  suivant  l'usage  analytique,  les  sinus  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  l'unité,  et  désignant  par 
R  le  rayon  du  cylindre  actuel. 
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224.  Construisons  maintenant  la  tangente  de  la  transformée  d'a^  pour  un  point 
quelconque  /x.  Nous  savons  (n^  162,  3^)  gue  cette  droite  est  la  position  que  prend, 
après  le  développement  du  cylindre,  la  tangente  (MT,  M'Q)  de  la  courbe  primitive, 
et  que  d'aille*urs  Tangle  de  cette  tangente  avec  Taréte  du  cylindre  demeure  invariable. 
Il  s'ensuit  que  le  triangle  rectangle  formé  par  cette  tangente,  la  verticale  (M,  M' H) 
et  la  sous-tangente  MT,  reste  aussi  invariable  de  forme,  et  ne  fait  que  tourner  autour 
de  cette  verticale  pour  s'appliquer  sur  le  plan  du  développement;  il  suffit  donc  de 
reproduire  ici  ce  triangle  dans  ses  véritables  dimensions.  Or,  comme  on  a  déjà  la 
hauteur  jxM"  =  M'H,  si  Ton  prend  M"T"  égale  à  la  sous-tangente  MT,  Thypoténuse 
T'^jx  sera  la  direction  de  la  tangente  cherchée. 

On  pourrait  aussi  employer  un  triangle  rectangle,  opposé  par  le  sommet  au  pré- 
cédent, et  quia  pour  côtés  la  verticale  (M,  M'A')  et  l'horizontale  (MS,  A'B').  Ce 
triangle  demeurant  encore  invariable  de  forme,  il  suffira  de  prendre  jxg.)  =  M'A'  et 
de  tirer  l'horizontale  wêS"  =  MS;  alors,  en  joignant  les  points  S"  et  |x,  on  obtiendra 
une  droite  qui  devra  se  trouver  le  prolongement  de  T"/x. 

225.  Il  est  important  de  remarquer  qu'aux  deux  points  (A,  A')  et  (D,  D')  de  l'in- 
tersection du  cylindre  avec  le  plan  PQR',  la  tangente  à  cette  courbe  se  trouvait  paral- 
lèle à  la  trace  PQ,  puisque  le  plan  tangent  du  cylindre  en  A  ou  en  D  est  lui-même 
parallèle  à  cette  trace.  Il  eu  résulte  qu'en  chacun  de  ces  points,  la  tangente  de  la 
section  formait  un  angle  droit  avec  l'arête  du  cylindre;  et  comme  cet  angle  doit 
demeurer  invariable  (n®162,  3^)  dans  le  développement  de  la  surface,  il  faudra 
qu'aux  points  a,  d^,  ^  la  transformée  coupe  encore  à  angles  droits  les  verticales 
A"a,  D"(?,  D"c^. 

226.  Observons  enfin  qu'au  point  S  de  la  tansformée  il  y  aura  une  inflexion;  c'est- 
k-dire  que  si  l'on  construisait,  comme  ci-dessus,  la  tangente  en  ce  point,  cette  ligne 
traverserait  la  courbe,  en  laissant  l'arc  Sa  au-dessus  d'elle,  et  l'arc  6(^  au-dessous. 
Néanmoins,  il  ne  faut  pasla  regarder  comme  une  sécante;  car,  bien  au  contraire,  ellea 
dans  ce  point  singulier  un  contact  plus  intime  avec  la  courbe  que  celui  d'une  tangente 
ordinaire.  En  effet,  d'après  la  symétrie  que  nous  avons  prouvé  exister  (n^  223) 
entre  les  deux  parties  êa  et  êc?,  si  nous  menions  par  le  point  S  une  droite  quelconque 
qui  rencontrât  l'arc  inférieur  en  p.,  cette  même  ligne  couperait  nécessairement  l'arc 
supérieur  dans  un  autre  point  (f  qui  serait  k  la  même  distance  que  |x  par  rapport  à 
6;  donc  en  faisant  tourner  cette  sécante  autour  du  point  ê,  les  deux  points  /x  et  (p  se 
rapprocheront  simultanément  de  celui-ci,  et  lorsque  /x  viendra  se  confondre  avec  6, 
au  même  instant  <p  coïncidera  pareillement  avec  S.  D'où  l'on  voit  que  la  position 
limite  de  cette  sécante  sera  déterminée»  non  par  la  réunion  de  deux  points  de  sec- 
tion, mais  par  celle  de  trois  points  de  ce  genre;  et  qu'ainsi  cette  tangente  particu- 
lière offrira  un  contact  du  second  ordre^  d'après  lequel  elle  aura  un  élément  commun 
avec  l'arc  6a,  et  aussi  un  élément  commun  avec  l'arc  êc^.  D'ailleurs,  ces  deux  arcs  se 
trouveront  évidemment  de  côtés  opposés  par  rapport  à  la  tangente,  à  cause  des  mou- 
vements contraires  que  prennent  simultanément  les  deux  portions  de  la  sécante. 

Géométrie  Lcto)\  i3 
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lorsqu'elle  tourne  autour  du  point  S;  donc  il  y  aura  là  une  véritable  inflexion  {*). 
Pour  éviter  la  confusion  ^es  lignes,  nous  avons  construit  cette  tangente  singulière 
pour  le  point  analogue  y,  en  prenant  la  sous-tangente  CQ" égale  k  Cd,  et  enjoi- 
gnant les  points  7  et  Q".  * 

227.  Le  déyeloppement  d'un  cylindre  est  une  opération  néce$saire  k  employer 
dans  certains  arts.  Si,  par  exemple,  on  voulait  former  en  tôle  ou  en  fer-blanc  un 
tuyau  cylindrique  qui  dût  se  terminer  à  deux  plans,  Tun  perpendiculaire,  l'autre 
incliné  sur  sa  longueur,  il  faudrait  tracer,  sur  une  feuille  de  métal  encore  plane^  la 
courbe  (^a(^,  puis  découper  cette  feuille  le  long  de  cette  courbe,  en  enlevant  la 
partie  supérieure;  alors  on  serait  certain  qu'en  courbant  le  reste  de  la  feuille  de  tôle 
au  moyen  d'une  enclume  cylindrique,  le  bord  supérieur  présenterait  la  forme  d'une 
courbe  plane,  ayant  l'inclinaison  voulue  par  la  question. 

De  même  si,  après  avoir  exécuté  en  bois  ou  en  pierre  un  cylindre  droit,  on  vou- 
lait le  terminer  par  un  plan  incliné,  il  faudrait  construire,  sur  un  carton  flexible, 
le  développement  de  ce  cylindre  avec  la  transformée  ^a^  de  la  section  dont  il  s'agit, 
puis  découper  ce  carton  le  long  de  cette  courbe,  et  le  rouler  ensuite  sur  le  cylindre. 
Dans  cet  état,  le  bord  du  carton  aurait  repris  la  forme  qui  convient  à  la  section  plane 
demandée,  et  Ton  pourrait  tracer  celle-ci  sur  le  solide,  en  suivant  avec  un  crayon 
le  bord  de  ce  carton  enroulé;  de  sorte  que  l'ouvrier,  connaissant  ainsi  le  contour 
de  la  partie  du  solide  qu'il  doit  enlever,  pourrait  acbever  l'ouvrage  avec  toute  la 
précision  désirable.  Nous  rencontrerons  des  applications  fréquentes  de  ce  procédé 
dans  la  Coupe  des  pierres  et  dans  la  Charpente. 

228.  Autre  solution  de  T  intersection  d'un  cylindre  droit  par  un  plan  {fig.  Sg). 
Il  peut  arriver  que  quelque  circonstance  de  la  question  empêche  de  choisir  le 

plan  vertical  de  projection  perpendiculaire  au  plan  sécant;  alors  ce  dernier  aurait 
pour  traces  des  droites  quelconques  PQ  et  QR',  et  le  cylindre  serait  toujours  repré- 
senté par  sa  base  ABDC,  et  par  les  deux  verticales  UU',  W,  qui  forment  son  con- 


(*)  Au  lieu  de  ces  considérations  qui  sont  particulières  au  cercle,  mais  qui  nous  ont  paru  très-propres  à 
faire  sentir  aux  élèves  le  caractère  distinctif  de  l'inflexion ,  on  peut  démontrer  généralement  que,  dans  tout 
cylindre  coupé  par  un  plan  oblique,  là  transformée  de  la  section  offrira  une  inflexion  au  point  situé  sur  la 
génératrice  pour  laquelle  le  plan  tangent  du  cylindre  se  trouvera  perpcndicuuùre  au  plan  sécant.  En 
effet  (>%'.  59  his),  soit  tr  le  plan  qui  coupe  le  cylindre  suivant  la  courbe  KLMNPQ;  soit  YMT  un  plan  tan- 
gent perpendiculaire  à  fr  :  il  coupera  ce  dernier  suivant  une  tangente  YMNT  qui  sera  évidemment  la  pro- 
jection orthogonale,  sur  le  plan  fr,  des  deux  génératrices  infiniment  voisines  YM  et  ZN.  Or  on  sait  (n®  42) 
que  Tangle  aigu  ZNT  est  le  minimum,  et  Tangle  obtus  ZNV  le  maximum  de  tous  les  angles  que  l'oblique 
SKN  forme  avec  les  diverses  droites  tracées  par  son  pied  sur  le  plan  tt;  donc,  on  aura  toujours 

angle  ZNT  <ZNP    et    angle  YMV>YML. 

Par  conséquent,  lorsqu'on  développera  le  cylindre  sur  le  plan  tangent  YMT  supposé  immobile,  l'élément  NP 
de  la  courbe  ira  prendre  une  position  NP'  située  au-dessous  de  la  tangente  MT,  tandis  que  l'élément  ML 
se  transportera  au-dessus,  comme  ML'.  Ainsi  la  courbe  transformée  K'L'MNFQ'  présentera  bien  une  in- 
flexion au  point  M,  ou  suivant  l'élément  MN. 

Celte  remarque  intéressante  a  été  faite  d'abord  par  M.  Th.  Olivier  \  mais  nous  l'avons  présentée  ici  sous 
une  forme  telle,  que  l'énoncé  s'appliquera  identiquement  aux  surfaces  coniques  et  à  toutes  les  surfaces  dé- 
veloppables,  comme  nous  le  verrons  au  n^  2SS5* 
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tour  apparent  sur  les  plans  fixes.  Dans  ce  cas,  suivons  la  méthode  générale  du 
n**  210,  et  coupons  le  cylindre  et  le  plan  donné  PQR'  par  diyers  plans  horizontaux^ 
tels  que  E'N'M';  ce  dernier  aura*  pour  section  dans  le  plan  donné  une  horizontale 
(K'M',  KM),  et  pour  section  dans  le  cylindre,  une  courbe  projetée  sur  la  base 
ÂBDC;  par  conséquent,  les  points  M  et  N  qui  sont  communs  à  ces  deux  sections 
auxiliaires  sur  le  plan  horizontal,  étant  projetés  sur  K'M',  fourniront  deux  points 
(M,  M')  et  (N,  N')  de  l'intersection  demandée.  Les  autres  s'obtiendront  d'une  ma- 
nière toute  semblable,  en  menant  à  volonté  des  parallèles  a  la  ligne  de  terre, 
comme  A'L',  ET',.... 

229.  Mais  il  vaut  mieux  interpréter  autrement  ces  constructions,  en  disant  que 
l'on  mène  à  volonté  des  plans  auxiliaires  qui  soient  verticaux  et  parallèles  à  la  trace 
PQ,  comme  MNK.  Alors  ce  plan  vertical  coupera  le  plan  PQR'  suivant  l'horizontale 
(KM,  K'M'),  et  le  cylindre  suivant  deux  génératrices  projetées  sur  XN'  et  YM';  donc 
la  rencontre  de  ces  dernières  avec  la  ligne  K'M'  fournira  deux  points  (M,  M')  et 
(N,  N')  de  l'intersection  demandée.  Cette  marche  offrira  l'avantage  de  pouvoir 
trouver  directement  certains  points  remarquables  qu'il  importe  de  construire,  préfé- 
rablement  à  d'autres  qui  en  seraient  même  très-voisins. 

i^  Si  l'on  applique  cette  méthode  à  la  recherche  des  points  situés  sur  les  arêtes 
(A,  UU'),  (D,  VV),  qui  forment  le  contour  apparent  du  cylindre  sur  le  plan  verti- 
cal, on  obtiendra  les  points  A'  et  D'  qui  séparent  la  partie  visible  de  l'intersection 
cherchée,  d'avec  la  partie  invisible;  et,  dans  ces  points-là,  la  projection  verticale 
A'B'D'C  devra  toucher  les  deux  droites  UU'  et  VV'.  En  effet,  la  tangente  de  la  courbe 
dans  l'espace  pour  le  point  (A,  A')  est  nécessairement  située  dans  le  plan  tangent 
du  cylindre  le  long  de  l'arête  (A,  UU');  mais  ce  plan  est  ici  perpendiculaire  au  plan 
vertical,  et  par  conséquent  la  tangente  en  question  se  trouve  projetée  sur  sa  trace 
UU',  laquelle  doit  ainsi  toucher  la  courbe  A'B'D'C;  car  d'ailleurs  nous  avons  dé- 
montré (n®  102)  qu'une  courbe  et  sa  tangente  devaient  se  retrouver  tangentes 
Tune  à  l'autre,  quand  on  les  projetait  sur  un  même  plan. 

2^  Le  point  le  plus  haut  et  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  c'est-à-dire  ceux  oà 
la  tangente  sera  horizontale,  s'obtiendront  en  cherchant  les  arêtes  B  et  C,  pour  les- 
quelles le  plan  tangent  du  cylindre  se  trouye pamlléle  à  la  trace  PQ.  En  effet,  si, 
après  avoir  conduit  dans  cette  direction  la  tangente  BI  de  la  base  ABDC,  et  avoir 
construit  comme  ci-dessus  le  point  (B,  B')  de  la  section,  on  veut  trouver  la  tan- 
gente relative  à  ce  point,  il  faudra  (n®  213)  chercher  l'intersection  du  plan  PQR' 
avec  le  plan  vertical  BU'  qui  touche  le  cylindre  en  (B,  B');  or  ces  deux  plans  ayant 
leurs  traces  parallèles,  ils  se  couperont  nécessairement  suivant  une  horizontale  l'B' 
qui  sera  la  tangente  au  point  B'.  Cette  droite  devient  ainsi  une  limite  de  la  courbe; 
et  l'autre  limite  sera  la  tangente  au  point  (C,  C),  qui  se  trouvera  pareillement 
horizontale. 

230.  La  tangente  en  un  point  quelconque  (M,  M')  sera  donnée  par  l'intersection 
du  plan  PQR'  avec  le  plan  tangent  du  cylindre  le  long  de  l'arête  verticale  M;  or  ce 
dernier  a  pour  trace  la  droite  MT  qui  rencontre  PQ  au  point  T;  de  sorte  que,  sans 
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chercher  la  seconde  trace  de  ce  plan  tangent,  on  est  certain  que  T  est  la  trace  hori- 
zontale de  la  tangente  demandée.  Dès  lors,  en  projetant  ce  point  sur  la  ligne  de 
terre,  et  le  joignant  avec  le  point  de  contact,  on  obtiendra  TM  et  T'M'  pour  les  pro- 
jections de  la  tangente. 

231.  Le  rabattement  de  la  courbe  pourrait  s'effectuer  en  faisant  tourner  le  plan 
PQR'  autour  de  sa  trace  PQ,  pour  l'abattre  sur  le  plan  horizontal;  et  comme,  dans 
ce  mouvement  de  révolution,  le  point  quelconque  (M,  M')  ne  sortirait  pas  du  plan 
vertical  PM  perpendiculaire  à  la  charnière  PQ,  il  suffirait  de  chercher  (n^  17)  la 
distance  du  point  P  au  point  (M,  M'),  puis  de  porter  cette  distance  sur  PM  pro- 
longée, pour  obtenir  la  position  du  point  (M,  M')  en  rabattement.  Les  autres  points 
se  détermineraient  d'une  manière  semblable. 

Mais  il  vaut  mieux  rabattre  le  plan  PQR'  sur  le  plan  vertical,  autour  de  sa  trace 
QR',  parce  que  chaque  horizontale  telle  que  (KM,  K'M')  conservera  sa  grandeur 
absolue  qui  est  KM,  et  deviendra  parallèle  à  la  position  que  prendra  la  trace  PQ 
après  ce  rabattement.  Pour  trouver  cette  position,  j'imagine  que  la  droite  (BC,  B'C) 
soit  prolongée  jusqu'aux  points  S  et  R'  où  elle  rencontre  les  deux  traces  du  plan 
PQR';  et  j'observe  que  cette  droite,  dont  la  vraie  grandeur  est  le  rabattement  R' S", 
fait  partie  d'un  triangle  rectangle  dont  les  deux  autres  côtés  sont  QS  et  QR'.  Si  donc, 
avec  ces  trois  côtés,  on  construit  le  triangle  QR'^,  la  base  Q^sp  sera  le  rabattement  de 
la  trace  QSP  :  alors,  en  tirant  des  parallèles  a  cette  ligne  Çisp  et  en  prenant  les 
distances 

r6  =  IB,    Z'a  =  ZA,     Z'/  =  ZL,     K'n  =  KN,     K'm  =  KM,..., 

on  obtiendra  une  série  de  points  qui,  réunis  par  un  trait  continu,  fourniront  la 
courbe 6foierfç/a6 pour  la  vraie  grancfeurde l'intersection  ducylindre  parle  plan  PQR'. 
Quant  au  rabattement  de  la  tangente  (MT,  M'T'),  il  suffira  évidemment  de  pren- 
dre la  distance  Q^  égale  à  QT,  et  de  joindre  le  point  t  avec  m  par  la  droite  tm,  laquelle 
devra  se  trouver  tangente  à  la  courbe  bmd. 

232.  Le  développement  àe  la  surface  s'effectuera,  comme  au  n*'222,  en  portant 
sur  une  droite  indéfinie  des  longueurs  égales  aux  arcs  de  la  base  ABDC,  rectifiés  au 
moyen  de  très-petites  cordes,  savoir  [fig.  59  A)  : 

B^^  =  BL,     L  "M  "  =  LM,     M' E"  =  ME,     E  "D^  =  ED, . . .  ; 

ensuite,  par  les  points  de  division,  on  élèvera  des  ordonnées  égales  aux  portions 
correspondantes  des  génératrices,  savoir  : 

B''e  =  GB',     L"X=HLS     M"fJL  =  YM',     D'c^  =  VD',..., 

et  la  courbe  6XfJL€(?7qpaê"  sera  la  transformée  àç^  la  section  du  cylindre. 

La  tangente  de  cette  transformée  au  point  jx  est  ce  que  devient  la  tangente  pri- 
mitive (MT,  M'T')*.  or  celle-ci  étant  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  qui  a 
pour  base  MT  et  pour  hauteur  YM',  et  dont  les  angles  demeurent  invariables  (n°  162), 
il  n'y  aura  qu'à  prendre  la  sous-tangente  WT  =  MT,  et  tirer  la  droite  T ^i.  Cette 
ligne  devra  toucher  la  transformée  en  jx,  point  qui  est  ici  assez  près  de  l'inflexion; 
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cap  cette  circonstance  arrive  en^,  attendu  que  le  point  (E,  E')  est  évidemment  celui 
où  le  plan  tangent  du  cylindre  serait  perpendiculaire  au  plan  sécant^  ce  qui  est  la 
condition  essentielle  pour  Tinflexion^  ainsi  que  nous  l'avons  démontré  dans  la 
note  du  n^'  226. 

PROBLEME  II.  Trouver  les  points  de  section  d'un  plan  quelconque  PQR'  avec  une 
courbe  dont  les  projections  sont  ABCDEF  et  A'B'C'D'E'F. 

233.  Ce  problème  rentre  tout  k  fait  dans  le  précédent;  car,  si  Ton  imagine  le 
cylindre  vertical  qui  projette  la  courbe  donnée  suivant  ABCDEF  [fig.  62),  et  que 
Ton  construise,  comme  au  n**228,  la  projection  verticale  A"B"C'D"E"  de  Tinter- 
section  de  ce  cylindre  avec  le  plan  PQR',  il  est  clair  que  les  points  cherchés  devront 
se  trouver  sur  cette  intersection;  et  comme  ils  sont  aussi  sur  la  courbe  donnée,  il 
n'y  aura  qu'à  examiner  si  ces  deux  courbes  se  rencontrent  quelque  part  sur  le  plan 
vertical.  Ici  elles  ont  trois  points  communs,  L',  M',  N',  que  Ton  projettera  sur  le 
plan  horizontal  en  L,  M,  N,  et  ce  sont  là  aussi  les  points  où  le  plan  PQR'  coupe  la 
courbe  proposée.  Il  est  vrai  qu'il  existe  un  quatrième  point  de  rencontre  entre  les  pro- 
jections verticales;  mais  on  reconnaît  aisément  que  ce  point  n'est  pas  commun  aux 
deux  courbes,  parce  qu'il  tombe»  pour  l'une  sur  l'arc  CD,  et  pour  l'autre  sur  l'arc  DE. 

Nous  avons  ponctué  les  arcs  de  la  courbe  qui  sont  au-dessous  du  plan,  parce  que 
nous  regardons  celui-ci  coiQme  existant  réellement,  afin  de  faire  mieux  ressortir  la 
situation  des  diverses  parties  de  la  ligne  à  double  courbure  :  mais  il  n'en  est  pas  de 
même  dans  l'épure  Sq,  où  le  plan  sécant  se  trouve  combiné  avec  une  surface,  et  où 
nous  avons  dû,  suivant  la  convention  générale  établie  au  n^  108,  regarder  ce  plan 
comme  enlevé,  après  avoir  coupé  le  cylindre. 

234.  Dans  le  problème  précédent  et  dans  des  questions  analogues,  on  donne 
quelquefois  à  la  courbe  auxiliaire  A"B"D". . .  le  nom  de  courbe  de  recherche  ou 
courbe  d'erreur^  parce  que  les  constructions  que  nous  avons  employées  peuvent  être 
présentées  sous  le  point  de  vue  suivant.  Si  le  point  inconnu,  où  la  courbe  propo- 
sée perce  le  plan  PQR',  était  projeté  en  B,  que  je  prends  au  hasard  sur  la  projection 
horizontale  ABCD. . . ,  il  faudrait  qu'en  menant  par  ce  point,  considéré  comme  ap- 
partenant au  plan,  une  parallèle  (BE,  K'B'')  à  la  trace  PQ,  cette  droite  allât  passer 
par  le  point  (B,  B')  de  la  courbe;  or  cette  parallèle  me  fournit  B^'  au  lieu  de  B' 
pour  projection  verticale  du  point  B;  par  conséquent,  l'hypothèse  d'où  je  suis 
parti  est  une  erreur.  En  répétant  un  essai  semblable  sur  le  point  C,  je  trouve  une 
autre  erreur  en  sens  opposé,  puisque  j'obtiens  une  projection  verticale  C"  située 
plus  haut  que  C:  d'où  je  conclus  que  le  véritable  point  cherché  est  entre  B  et  C, 
et  qu'en  réitérant  de  pareils  essais  pour  des  positions  intermédiaires,  je  finirais  par 
tomber  sur  le  point  de  section  (M,  M').  Mais,  au  lieu  de  chercher  à  obtenir  immé- 
diatement ce  point  précis  par  des  tâtonnements  multipliés,  il  est  plus  commode  de 
construire  un  certain  nombre  de  points  quelconques  de  la  courbe  d'erreur;  puis, 
de  les  réunir  par  un  trait  continu  dont  la  rencontre  avec  la  courbe  proposée  four- 
nira le  point  demandé  (M,  M'). 

PROBLEME  I.ll.  Etant  donné  un  cylindre  oblique  à  base  quelconque,  trow^er  1^  les 
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projections  de  la  section  droite  de  ce  cylindre;  i^^le  rabattement  de  cette  section; 
3*^  le  développement  de  la  surface  et  la  transformée  de  la  courbe  qui  servait  de  base  ; 
avec  les  tangentes  à  ces  diverses  courbes. 

235.  Soit  ABCD  [fig-  60)  la  directrice  du  cylindre  que  nous  supposons  plane, 
et  dont  nous  adoptons  le  plan  pour  plan  horizontal  de  projection  ;  soit  d'ailleurs 
(EE",  E'E*')  la  direction  des  génératrices.  Alors,  en  menant  à  la  base  les  tangentes 
BB''  et  DD"  parallèles  à  EE",  ce  seront  les  traces  de  deux  plans  tangents  verticaux, 
et,  par  conséquent,  ces  droites  formeront  le  contour  apparent  du  cylindre  sur  le 
plan  horizontal  (n^  106);  taïidis  que  les  tangentes  EE'  et  FF',  perpendiculaires  k 
la  ligne  de  terre,  fourniront,  pour  le  contour  apparent  sur  le  plan  vertical,  les 
génératrices  E'E*"  et  FF*',  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  traces  de  deux  plans 
tangents  perpendiculaires  au  plan  vertical.  Nous  supposons  d'ailleurs  que  le  cy- 
lindre est  terminé,  et  fermé  par  deux  plans  horizontaux  E'F'  et  E^F"',  ce  qui  rendra 
invisibles  sur  le  plan  horizontal  les  arêtes  GC,  FF", . . .,  et  manifestera  d'une  ma- 
nière plus  sensible  la  situation  de  ces  arêtes*  inférieures.  Pour  mieux  accuser  aussi 
la  forme  de  la  surface,  nous  regarderons  toutes  les  arêtes  que  nous  aurons  besoin 
d'employer,  non  comme  des  lignes  auxiliaires,  mais  comme  des  génératrices  qui, 
marquées  en  traits  pleins  ou  ponctués^  feront  discerner  les  parties  supérieures  ou 
antérieures  d'avec  les  parties  opposées  de  la  surface. 

236.  Cela  posé,  puisque  la  section  droite  ou  section  orthogonale  d'un  cylindre 
est  la  courbe  tracée  sur  cette  surface  par  un  plan  perpendiculaire  aux  génératrices, 
et  que  d'ailleurs  toutes  les  sections  parallèles  faites  dans  un  cylindre  sont  identi- 
ques, menons,  par  un  point  quelconque  Q  de  la  ligne  de  terre,  les  traces  PQ  et  QR' 
respectivement  perpendiculaires  aux  projections  des  génératrices,  et  cherchons 
l'intersection  de  la  surface  avec  le  plan  PQR'.  Pour  obtenir  cette  intersection,  nous 
couperons  les  deux  surfaces  par  divers  plans  auxiliaires  qui  soient  tous  verticaux 
et  parallèles  aux  arêtes  du  cylindre,  parce  qu'ainsi  nous  n'aurons  à  combiner  que 
des  sections  rectilignes;  d'ailleurs,  afin  de  simplifier  l'opération  ultérieure  du  déve- 
loppement, il  sera  bon  de  conduire  ces  plans  par  des  points  de  la  base,  qui  soient 
deux  à  deux  sur  des  cordes  GM,  EL, . . .  parallèles  à  la  trace  PQ.  Toutes  ces  dispo- 
sitions étant  admises,  nous  pouvons  opérer  de  deux  manières. 

237.  Première  méthode.  Soient  GKI  et  IT  les  traces  d'un  plan  sécant  vertical  : 
elles  rencontrent  celles  du  plan  PQR'  aux  points  K  et  F;  par  conséquent.  Tinter- 
section  de  ces  deux  plans  est  la  droite  (GI,  Î'K')  ;  mais,  comme  il  importe  de  déter- 
miner cette  ligne  avec  une  grande  exactitude,  attendu  que  pour  les  autres  plans 
auxiliaires  il  nous  suffira  évidemment  de  mener  des  parallèles  à  TK',  nous  allons 
construire  un  troisième  point  de  cette  droite.  Cherchons,  par  exemple,  celui  qui 
est  projeté  en  S;  et  pour  cela,  imaginons  par  ce  point  une  horizontale  parallèle  à  la 
trace  PQ.  Cette  parallèle,  qui  sera  nécessairement  contenue  dans  le  plan  PQR',  aura 
pour  projection  horizontale  SR,  et  elle  ira  percer  le  plan  vertical  en  R',  sur  la  trace 
donnée  Q'R';  donc  R'S',  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  sera  sa  projection  verticale; 
et  si  l'on  y  rapporte  le  point  S  en  S',  ce  dernier  devra  appartenir  à  la  droite  TK'S'. 
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D'ailleurs  le  mêtne  plan  auxiliaire  GKI  a  dû  couper  le  cylindre  suivant  deux 
arêtes  dont  les  pieds  sont  en  G  et  H,  et  qui,  par  suite,  sont  projetées  verticalement 
sur  G'G''  et  H' H"';  par  conséquent,  la  rencontre  de  ces  deux  droites  avec  la  section 
K'S'  fournira  deux  points  ^  et  h!  de  la  projection  verticale  de  la  courbe  demandée. 
Ensuite,  on  les  projettera  sur  GHK  en  g  et  A,  qui  seront  deux  points  de  la  projec- 
tion horizontale  de  la  même  courbe. 

Maintenant,  considérons  un  autre  plan  sécant  MNV.  Il  coupe  le  plan  PQR'  sui- 
vant une  droite  dont  la  trace  est  (V,  V);  et  sans  chercher  d'autres  points,  nous 
sommes  certains  que  cette  section  est  Yw!  parallèle  a  K'S';  puis,  comme  ce  plan 
MNV  coupe  aussi  le  cylindre  suivant  les  deux  arêtes  M' M"  et  N'N"  qui  rencontrent 
la  droite  V'm'  en  w!  et  n',  ce  sont  là  deux  nouveaux  points  de  la  courbe  cher- 
chée, qu'il  restera  ensuite  à  projeter  horizontalement  sur  MV  en  m  et  n.  Le  même 
procédé,  appliqué  à  d'autres  plans  sécants,  fournira  ainsi  les  deux  projections 
cunhncd  et  a!  m'b'n'd  d'  de  la  section  orthogonale  du  cylindre. 

238.  Deuxième,  méthode.  {Fig.  60.)  Soit  ACY  un  plan  vertical  parallèle  aux 
arêtes  du  cylindre  :  il  coupe  cette  surface  suivant  deux  génératrices  partant  des 
points  A  et  G,  et  le  plan  PQR' suivant  une  droite  qui  part  du  point  Y  et  se  trouve 
perpendiculaire  à  ces  génératrices.  Donc,  si  l'on  rabat  ce  plan  sécant  autour  de 
AY,  en  portant  la  hauteur  Y'Z'  de  Y  en  Z",  la  droite  AZ"  et  sa  parallèle  Ce"  seront 
les  positions  nouvelles  des  génératrices;  tandis  que  la  perpendiculaire  Xd'd\  abais- 
sée sur  ces  lignes,  fera  connaître  les  rabattements  a"  et  d'  de  deux  points  de  la 
courbe  cherchée.  Ensuite,  pour  un  autre  plan  sécant  MNV,  il  suffira  de  mener  M/w:" 
et  Nn"  parallèlement  à  AZ";  et  la  droite  V/w"  parallèle  à  Ya",  fournira  encore  les 
rabattements  m!'  et  /^"  de  deux  nouveaux  points  de  la  section  droite  du  cylindre. 
D'ailleurs,  il  deviendra  superflu  de  tracer  les  projections  de  cette  courbe,  attendu 
que  les  rabattements  ainsi  obtenus  suffiront,  comme  on  va  le  voir,  pour  construire 
la  vraie  grandeur  de  cette  courbe,  et  pour  effectuer  le  développement  du  cylindre, 
ce  qui  est  le  but  principal  du  problème  actuel  (*). 

Néanmoins,  si  l'on  veut  déduire  de  là  les  projections  de  la  section  droite,  il  n'y  a 
qu'à  rapporter  les  points  a",  c",  m",  /^", . . .  en  a,  c,  tw,  /i , . . .  par  des  perpendicu- 
laires à  la  charnière  AY;  puis,  projeter  ces  derniers  points  en  a',  cf^  m',  n',...  sur 
les  projections  verticales  des  génératrices  correspondantes. 

239.  Il  est  des  points  remarquables  qu'il  faut  construire  préférablement  à  d'au- 
tres qui  en  seraient  même  très-voisins,  et  Ton  fera  bien  de  commencer  par  là  Texé- 
cutiou  de  l'épure. 

i^^Si  l'on  applique  Tune  des  deux  méthodes  précédentes  aux  arêtes  BB"etDD'^ 
{^g.  60)  qui  forment  le  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal,  on  trouvera  les 


(*)  Cette  méthode  ingénieuse,  qui  est  due  à  M.  7%.  Olivier^  revient  à  choisir  le  plan  vertical  de  projec- 
tion parallèle  aux  arêtes  du  cylindre,  et  elle  offre  des  avantages  qui  deviendront  sensibles  dans  les  opéra- 
tions des  n"*'  241  et  243.  Cependant,  s'il  s'agissait  d'ébtenir  l'intersection  d*un  cylindre  oblique  par  un  plan 
quelconque  non  perpendiculaire  aux  génératrices,  il  vaudrait  mîeux  suivre  la  première  méthodd  ;  c'est  pour- 
quoi nous  l'avons  conservée  ici,  afin  de  montrer  comment  on  devrait  agir  dans  un  pareil  cas. 
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points  (6,  V)  et  {d,  rf'),  dans  lesquels  la  courbe  devra  toacAer les  arêtes  en  ques- 
tion, m^\s  seulement  en  projection  horizontale.  En  efTet,  quoique  dans  Tespace  la 
tangente  de  cette  courbe  et  l'arête  du  cylindre  soient  très-distinctes  l'une  de  l'autre, 
puisqu'ici  elles  sont  perpendiculaires,  néanmoins  ces  droites  se  trouvant  situées 
toutes  deux  dans  le  plan  tangent  qui  est  évidemment  vertical  pour  le  point  {byb')^ 
il  s'ensuit  qu'elles  doivent  coincider  en  projection  horizontale  ;  donc  la  tangente  se 
trouve  ici  projetée  sur  BB",  et  par  conséquent  (n**  102)  cette  ligne  doit  toucher  la 
projection  horizontale  de  la  courbe. 

Observons  d'ailleurs  que  les  points  6  et  rf  étant  situés  sur  le  contour  apparent  de 
la  surface  relativement  au  plan  horizontal,  ils  formeront  les  limites  qui  séparent 
la  branche  visible  bad  de  la  branche  invisible  bcdj  pour  l'observateur  qui  consi- 
dère cette  projection. 

2^  En  appliquant  aussi  le  procédé  général  à  la  recherche  des  points  situés  sur  les 
arêtes  E'E"'  et  F' F",  qui  forment  le  contour  apparent  sur  le  plan  vertical,  on 
obtiendra  les  points  [e.ef)  et  (/,/'),  dans  lesquels  fo />n>/ec/ibn  v^r/icofe de  la  courbe 
sera  touchée  par  ces  droites.  Ce  contact  résulte  encore  de  ce  que  la  tangente  de 
la  courbe  dans  l'espace  et  l'arête  du  cylindre  sont  toutes  deux  dans  un  plan  tangent 
qui  se  trouve  ici  perpendiculaire  au  plan  vertical;  et  par  conséquent  la  projection 
verticale  de  la  tangente  coïncide  avec  celle  de  l'arête  du  cylindre.  D'ailleurs,  les 
points  e'  et/'  seront  ici  les  limites  qui  séparent  la  branche  visible  ef  a'm'J'  de  la 
branche  invisible  efd'  h'f\  pour  l'observateur  qui  considère  la  projection  ver- 
ticale. 

3°  Pour  obtenir  le  point  le  plus  haut  et  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  c'est- 
à-dire  ceux  où  sa  tangente  est  horizontale^  il  faut  chercher  d'abord  sur  la  base 
ÂBGD,  quelle  que  soit  sa  forme,  les  points  A  et  G  où  /a  tangente  sera  parallèle  à  la 
trace  horizontale  PQ  du  plan  qui  coupe  le  cylindre  :  alors,  si  l'on  construit  par  le 
procédé  général  le  point  (a,  a')  de  l'intersection  qui  sera  situé  sur  l'arête  AA",  je 
dis  que  la  tangente  en  ce  point  se  trouvera  horizontale.  En  effet,  cette  tangente  doit 
être  (  n°  215  )  l'intersection  du  plan  PQR'  avec  le  plan  tangent  le  long  de  l'arête  AA"  : 
mais,  par  hypothèse,  la  trace  horizontale  AS  de  ce  dernier  plan  est  parallèle  à  PQ; 
donc  ces  deux  plans  ne  peuvent  se  couper  que  suivant  une  droite  parallèle  à  PQ, 
c'est-à-dire  horizontale.  Il  en  serait  de  même  pour  l'arête  CC",  qui  fournira  un 
point  (c,  &)  où  la  tangente  de  l'intersection  sera  encore  horizontale.  Ces  deux  points 
sont  très-utiles  à  déterminer,  pour  tracer  la  courbe  avec  facilité  et  exactitude,  sur 
les  plans  de  projection. 

240.  Maintenant,  construisons  la  tangente  de  l'intersection  pour  un  point  quel- 
conque {m,  m').  Ce  point  se  trouve  sur  l'arête  mM;  etle  plan  tangent  du  cylindre 
le  long  de  cette  génératrice  ayant  pour  trace  horizontale  la  tangente  MT  de  la  base, 
si  l'on  prolonge  cette  droite  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  PQ  en  T,  ce  sera  là  un  point  de 
l'intersection  du  plan  tangent  avec  le  plan  de  la  courbe,  intersection  qui  n'est  autre 
chose  que  la  tangente  cherchée  {n^  213).  Donc,  en  joignant  le  point  de  contact 
{nis  m')  qui  est  déjà  connu,  avec  le  point  T  qui  se  projette  verticalement  en  T'  sur 
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la  ligne  de  terre»  on  obtiendra  Tm  et  Trn^  pour  les  projections  de  la  tangente 
demandée. 

241.  Rabattement.  Pour  obtenir  Tintersection  dans  sa  véritable  forme,  rabattons 
le  plan  PQR'  sur  le  plan  horizontal,  en  faisant  tourner  le  premier  autour  de  sa 
trace  PQ;  puis,  cherchons  ce  que  devient  alors  le  point  quelconque  {m,  m')  de  la 
courbe.  Ce  point  ne  sortira  pas  du  plan  vertical  mY  perpendiculaire  à  la  char- 
nière; et  comme  sa  plus  courte  distance  à  cette  droite  est  évidemment  la  ligne 
(mV,  m'V),  il  n'y  a  qu'à  évaluer,  par  le  procédé  général  du  n^  17,  la  véritable 
longueur  de  cette  ligne,  puis  la  porter  de  V  en  /x,  et  ce  dernier  point  sera  le  rabatte- 
ment de  (m,  m').  Mais  observons  ici  que,  si  Ton  a  employé  la  méthode  du  n^  238, 
on  connaîtra  immédiatement  la  vraie  longueur  cherchée,  car  elle  est  évidemment 
Y  m"  ;  de  sorte  qu'en  décrivant  avec  cette  droite  pour  rayon  un  arc  de  cercle,  il  ira 
couper  la  ligne  YM  au  point  demandé  [i.  De  même,  les  arcs  de  cercle  décrits  avec 
les  rayons  Ya"  et  Yc"  fourniront  les  points  a  et  y;  et  par  des  opérations  sem- 
blables, on  obtiendra  la  courbe  oXjxSvç^yc^  pour  le  rabattement  de  la  section  droite 
du  cylindre. 

242.  La  tangente  (/wT,  m'T)  de  la  courbe  primitive  ayant  son  pied  T  situé  sur 
la  charnière  PQ,  ce  point  restera  immobile  pendant  le  mouvement  de  rotation  ;  et 
comme  le  point  de  contact  (m,  m')  s'est  transporté  en  |jl,  il  s'ensuit  que  Tjx  est  le 
rabattement  de  la  tangente,  ligne  qui  devra  toucher  exactement  la  courbe  aXp.§... 
au  point  fx. 

243.  Développement.  Nous  avons  démontré  (n°  166)  que,  parmi  toutes  les 
conrhes  planes  tracées  sur  un  cylindre  quelconque,  la  section  orthogonale  était  la 
seule  qui  devint  une  ligne  droite  après  le  développement  de  la  surface.  Par  consé- 
quent il  ne  suffisait  pas  ici  de  connaître  la  base  ABGD  du  cylindre,  pour  être  en 
état  de  le  développer;  mais  il  fallait  nécessairement  chercher  la  section  droite 
{abcd^  dlf  d d')^  et  même  construire  le  rabattement  tfSr^i  de  cette  courbe,  afin  de 
pouvoir  mesurer  chacun  des  arcs  aX,  X|x,...,  et  de  porter  leurs  longueurs  rectifiées^ 
à  la  suite  les  unes  des  autres,  sur  une  même  droite  (*).  Ainsi,  en  supposant  qu'on 
ouvre  le  cylindre  le  long  de  l'arête  AA"  [Jig.  6o  et  6j),  on  prendra  sur  une  droite 
indéfinie  Qcy\^%  distances 

a^Xa^oX»    Xj|/Xa  =  Xjx,     jX26a  =  |x6,     êj|V2=  6v,...; 

puis,  par  tous  les  points  de  division,  on  élèvera  des  perpendiculaires  indéfinies  sur 
la  droite  o^,  et  ce  seront  là  (n^  161)  les  positions  des  génératrices  après  le  déve- 
loppement. Ensuite,  pour  obtenir  la  courbe  suivant  laquelle  se  transforme,  par  cette 
opération,  la  base  inférieure  ABCD,  il  faudra  porter  sur  ces  perpendiculaires,  les 
longueurs  des  diverses  portions  de  génératrices  comprises  entre  cette  base  et  la 

(*]  Nous  avons  déjà  dit  que,  pour  rectifier  un  arc  tel  que  a>,  il  faut  employer  une  ouverture  de  compas 
qui  soit  contenue  un  certain  nombre  de  fois  sur  cet  arc,  mais  assez  petite  pour  que  la  corde  qu'elle  repré- 
sente se  confonde  sensiblement  avec  l'arc  partiel  que  sous-tendrait  cette  corde. 

GéoÊtéirie  Leroy.  l4 
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section  droite»  lesquelles  ont  pour  projections 

(Aa,A'a'),     (U,  L7'),     (Mm,  M'm'),..., 
et  qui  peuvent  être  évaluées  parle  procédé  général  du  n^  17.  Mais  ici.  encore  la 
méthode  du  n°238  oiîrira  un  avantage  sensible;  car  elle  fournira  immédiatement 
pour  ces  longueurs  les  droites  rabattues  suivant 

ka\    U%    Mm",..., 
que  Ton  transportera  sur  le  développement  en 

et  la  courbe  A2L2M2BaGaDaA8  qui  passera  par  les  extrémités  de  ces  droites,  sera 
la  transformée  de  la  base  ALMBCDA. 

La  transformée  de  la  base  supérieure  s'obtiendrait  généralement  en  portant,  sur 
les  perpendiculaires  à  a^y  et  au-dessus  de  cette  ligne,  des  distances  égales  aux 
portions  de  génératrices  qui  seraient  comprises  entre  la  section  droite  et  la  courbe 
A'X''M"B",...;  mais  ici  où  les  deux  bases  sont  parallèles,  les  longueurs  des  géné- 
ratrices totales  sont  constantes;  de  sorte  qu'il  sufQra  d'évaluer  la  grandeur  d'une 
seule  arête  (AA^  A'A'*),  laquelle  est  donnée  par  le  rabattement  AA^  [fig.  6o), 
puis  de  porter  cette  grandeur  constante  sur  les  diverses  perpendiculaires  a  œy^  à 
partir  des  points  A29  La,  Ma»....  On  obtiendra  ainsi,  pour  transformée  de  la  base 
supérieure,  une  courbe  A4  L4  M4  C4  A,  identique  avec  Aa  La  Ma  C,  A,. 

244.  Observons  ici  que  quand  la  base  ABCD  du  cylindre  sera  un  cercle,  comme 
dans  notre  épure,  ou  même  une  ellipse  dont  un  des  axes  BD  se  ivoxxser^perpendicur' 
laire  aux  génératrices ^  la  section  droite  sera  une  ellipse  dont  les  axes  seront  (6^,  b'd') 
et  (oc,  a!ç').  En  effet,  le  plan  qui  serait  mené  par  les  deux  arêtes  BB"  et  DD"  ayant 
alors,  par  hypothèse,  sa  trace  horizontale  BD  parallèle  à  PQ,  il  devra  couper  le 
plan  PQR'  suivant  une  corde  (  W,  b'd!)  parallèle  à  PQ;  par  conséquent  cette  corde 
sera  perpendiculaire  sur  les  tangentes  de  la  courbe  aux  points  (è,  h')  et  (c?,  rf'), 
puisque  ces  tangentes  sont  dans  les  plans  verticaux  BB"  et  DD".  Ainsi,  la  corde 
horizontale  (6rf,  Vd)  est  nécessairement  un  diamètre  principal^  ou  un  axe  de  l'ellipse 
dans  l'espace,  et  le  second  axe,  qui  est  perpendiculaire  au  premier,  est  (oc,  o'c'). 
Mais  il  faut  observer  que  ces  deux  droites,  en  se  projetant  sur  le  plan  vertical,  ne 
restent  pas  perpendiculaires,  et  deviennent  seulement  diamètres  conjugués  de 
a'h'c'd'y  tandis  qu'elles  continuent  d'être,  en  projection  horizontale,  les  axes  de  la 
courbe  abcd. 

D'après  cette  remarque,  et  si  l'on  a  eu  soin  de  prendre  les  points  G  et  M,  E  et 
L, . . .  deux  à  deux  sur  des  droites  parallèles  à  PQ,  la  section  orthogonale  rabattue  sui- 
vant aêyc^  se  trouvera  divisée  par  les  génératrices  en  arcs  égaux  et  symétriquement 
placés  quatre  à  quatre  ;  de  sorte  que,  pour  rectifier  cette  courbe,  il  suffira  de  mesu- 
rer seulement  les  trois  arcs  aX,  X/x  et  /x6,  puis  de  porter  ces  longueurs  sur  xy  quatre 
fois  de  suite,  mais  en  renversant  l'ordre  de  ces  arcs  à  chaque  série.  Les  longueurs 
des  portions  de  génératrices  offriront  aussi  des  relations  analogues,  qui  permettront 
de  n'employer  que  la  première  moitié  de  ces  droites. 

245.  {Fig.  60  et  61 .  )  Pour  obtenir  la  tangente  de  la  transformée,  qui  n'est  autre 
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chose  que  ce  que  devient  la  tangente  primitive  TM  de  la  base  du  cylindre,  après  le 
développement  de  cette  surface,  il  faut  se  rappeler  (n°  162)  que,  dans  cette  opéra- 
tion, le  triangle  projeté  sur  MmT  reste  irwariahle  de  forme.  Or  ce  triangle  est  rec- 
tangle au  point  (m,  m!)\  l'un  des  côtés  projeté  sur  Mm  est  déjà  rapporté  sur  le 
développement  en  /X2M2;  le  second  côtéT/w  a  pour  longueur  véritable  T/x  qui  est 
son  rabattement  :  donc,  si  Ton  prend  sur  xy  la  distance  JX2T3  =  |xT,  et  que  l'on 
mène  l'hypoténuse  TaMa ,  cette  droite  sera  la  tangente  de  la  transformée  au  point  Ma- 

Puisque,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire  pour  un  point  quelconque,  l'angle 
T^Ma/Xa  formé  par  une  tangente  et  par  l'arête  correspondante  demeure  le  même 
avant  et  après  le  développement,  il  s'ensuit  qu'aux  points  Aa,  Ca,  A3,  la  transformée 
devra  couper  les  génératrices  à  angles  droits;  car,  sur  le  cylindre  primitif,  la  tan- 
gente aux  points  A  et  C  de  la  base  était  évidemment  perpendiculaire  sur  la  généra- 
trice correspondante. 

V inflexion  aura  lieu,  dans  la  transformée,  aux  points  Ba  et  Da;  car  aux  points 
correspondants  B  et  D  sur  le  cylindre  primitif,  le  plan  tangent  se  trouvait  évidem- 
ment perpendiculaire  sur  le  plan  sécant  PQR',  ce  qui  est  la  condition  caractéris- 
tique, comme  nous  l'avons  vu  dans  la  note  du  n^  226. 

PROBLÈME  IV.  Étant  donnés  un  cône  droit  et  unplan^  trouver^  \^  les  projections 
de  leur  intersection  ;  2°  le  rabattement  de  cette  courbe  ;  3*^  le  développement  du  cône  et 
la  transformée  de  l' intersection ^  ainsi  que  les  tangentes  à  ces  diverses  courbes. 

246.  {Fig,  63.)  Un  cône  droit  étant  une  surface  de  révolution  engendrée  par 
une  droite  qui  rencontre  l'axe,  toute  section  perpendiculaire  à  cette  dernière  ligne 
sera  un  cercle  ACBD,  que  nous  regarderons  comme  la  directrice  ou  la  base  du  cône, 
et  dont  nous  adopterons  le  plan  pour  plan  horizontal  de  projection.  Le  sommet  étant 
projeté  en  (S,  S'),  le  contour  apparent  du  cône  sur  le  plan  vertical  sera  formé 
(n^  106)  par  les  deux  génératrices  S'A',  S'B',  qui  répondent  aux  plans  tangents 
AA'S,  BB'S',  perpendiculaires  au  plan  vertical  ;  et  si  d'ailleurs  on  admet,  pour  sim- 
plifier un  peu  les  opérations  graphiques,  que  celui-ci  a  été  choisi  perpendiculaire 
au  plan  sécant,  ce  dernier  aura  pour  traces  des  lignes  telles  que  PQ  et  QR'. 

247.  Cela  posé,  coupons  le  plan  PQR'  et  le  cône  par  des  plans  auxiliaires  qui 
passent  tous  par  le  sommet  (S,  S'),  et  qui  soient  en  outre  parallèles  à  la  trace  hori-- 
zontale  du  plan  PQR'.  D'après  le  choix  de  nos  données,  chacun  de  ces  plans  auxi- 
liaires aura  pour  traces  une  droite  S'F'  menée  par  le  point  S'  dans  une  <lirection 
arbitraire,  et  une  droite  FKF  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Comme  cette 
dernière  trace  rencontre  la  base  ACBD  du  cône  en  deux  points  F  et  K,  j'en  con- 
clus que  les  génératrices  SF  et  SE  sont  les  sections  de  la  surface  par  le  plan  auxi- 
liaire S'F'F;  mais  celui-ci  coupe  le  plan  PQR'  suivant  une  droite  évidemment  per- 
pendiculaire au  plan  vertical,  et  projetée  en  (M',  XNM)  ;  donc  la  rencontre  de  cette 
droite  avec  les  deux  génératrices  fournira,  sur  le  plan  horizontal,  deux  points  M 
et  N  de  la  courbe  demandée,  lesquels  seront  d'ailleurs  projetés  verticalement  ^n  M'. 

En  répétant  ces  constructions  pour  d'autres  plans  auxiliaires,  on  objtiendra  des 
points  de  l'intersection  aussi  multipliés  qu'on  le  voudra;  mais,  pour  Topératiop 
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ultérieure  du  développement,  il  sera  utile  de  faire  passer  les  traces  horizontales 
des  plans  auxiliaires  par  des  points  A,  E,  F,  C,...  qui  divisent  le  cercle  en  arcs 
égaux.  Parmi  ces  plans,  se  trouveront  les  plans  tangents  AA'S'  et  BB'S',  dont  cha- 
cun fournira  un  point  unique  (G-,  G')  ou  (H,  H')  ;  ce  seront  la  deux  sommets  de  l'in- 
tersection, car  on  voit  aisément  que  la  droite  (GH,  G'H')  divise  en  deux  parties 
égales  et  à  angles  droits  tolites  les  cordes  parallèles  à  MN;  de  sorte  que  cette  droite 
est  un  axe  de  la  section  conique.  Cette  courbe»  qui,  dans  l'exemple  actuel,  est  une 
ellipse,  a  pour  projections  GLMHN  et  G' H'. 

248.  [Fig.  63.)  La  méthode  précédente  ne  pourra  pas  servir  à  trouver  les  points 
de  l'intersection,  situés  sur  les  deux  arêtes  SC  et  SD  qui  se  projettent  verticalement 
suivant  l'axe  du  cône;  parce  qu'ici  les  sections  auxiliaires  faites  dans  cette  surface 
et  dans  le  plan  PQR'  se  confondraient  toutes  sur  le  plan  horizontal  avec  la  droite 
CSD.  Mais  si  nous  menons  par  le  point  F  un  plan  sécant  horizontal^  il  coupera  le 
cône  suivant  un  cercle  du  rayon  TV  =  SV,  et  le  plan  donné  suivant  une  droite 
(r,  CD);  par  conséquent,  la  rencontre  de  cette  ligne  avec  le  cercle  du  rayon  SV  sur 
le  plan  horizontal  fournira  les  deux  points  demandés  I  et  J. 

Ce  second  procédé  aurait  pu  aussi  être  employé  pour  trouver  les  autres  points  de 
l'intersection  du  cône  avec  le  plan  PQR':  et  d'ailleurs,  il  peut  servir  à  vérifier  la 
position  des  points  pour  lesquels,  dans  la  première  méthode,  la  rencontre  des  arêtes 
et  des  droites  se  fait  sous  un  angle  trop  aigu. 

249.  La  tangente  en  un  point  quelconque  (M,  W)  de  la  courbe  sera  donnée 
(n®  213)  par  l'intersection  du  plan  PQR'  avec  le  plan  tangent  au  cône  le  long  de 
l'arête  SMF.  Or  ce  dernier  a  pour  trace  horizontale  la  tangente  FT  de  la  base  ACBD; 
ainsi  le  point  T  où  se  coupent  les  droites  FT  et  PQ  est  un  point  de  la  tangente  cher- 
chée, et  même  ce  point  en  est  la  trace  horizontale;  donc,  enfin,  cette  tangente  est 
la  droite  (TM,  QM'). 

250.  Rabattement.  Faisons  tourner  le  plan  PQR'  autour  de  sa  trace  QR',  pour 
le  rabattre  sur  le  plan  vertical.  Dans  ce  mouvement,  la  droite  (MNX,  M'),  évidem- 
ment perpendiculaire  a  la  charnière,  demeurera  à  angle  droit  sur  cet  axe  de  rota- 
tion, et  prendra  la  position  Wm\  donc,  en  portant  sur  cette  dernière  ligne  les 
distances 

M'm  =  XM,    M'n  =  XN, 

on  obtiendra  les  points  m  et  n  pour  les  rabattements  de  (M,  M')  et  (N,  N').  Tous 
les  autres  points  se  trouveront  semblablement,  et  la  vraie  grandeur  de  la  section 
sera  gbnihn. 

Par  suite  des  mêmes  considérations,  on  verra  aisément  que  le  pied  T  de  la  tan- 
gente TM  se  transporte  à  une  distance  Q^  =  QT  sur  une  perpendiculaire  à  la  char- 
nière QR';  ainsi,  en  joignant  les  points^  et  m,  on  aura  la  droite  tm  qui  devra 
toucher  en  m  la  courbe  rabattue  gbnh, 

2d1.  Développement,  [Fig.  63.)  Nous  savons  (n®  170)  qu'une  surface  conique 
quelconque  est  développable,  et  que,  dans  cette  transformation»  les  génératrices  ou 
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des  portions  quelconques  de  ces  droites  ne  changent  pas  de  longueur.  Donc,  puis^ 
qu'ici,  où  le  cône  est  droit,  les  arêtes  comprises  depuis  le  sommet  jusqu'à  la  base 
sont  toutes  égales,  il  est  évident  que  les  extrémités  de  ces  droites  se  trouveront 
situées,  après  le  développement,  sur  une  circonférence  de  cercle  qui  aura  pour 
centre  le  sommet  du  cône,  et  un  rayon  égal  a  S'A'.  Ainsi,  choisissons  sur  le  plan 
où  Ton  veut  exécuter  le  développement,  un  point  arbitraire  S";  et  avec  un  rayon 
S"A"  =  S'A',  décrivons  un  cercle  sur  lequel  nous  prendrons  un  arc  A"  B"  A*  qui 
soit  égal  en  longueur  absolue  à  la  circonférence  ACBDA,  ce  qui  revient  à  dire  qu< 
cet  arc  A"B"A*'  doit  être  une  fraction  de  la  circonférence  totale,  exprimée  par  1 
rapport  de  SA  à  S'A';  puis,  tirons  le  rayon  S"  A'',  et  alors  le  secteur  S''A''B"A*' 
représentera  exactement  la  nappe  inférieure  du  cône,  développée  sur  le  plan  que 
nous  avons  choisi.  Quant  à  la  nappe  supérieure,  nous  en  faisons  abstraction  ici, 
parce  qu'elle  n'est  pas  rencontrée  par  le  plan  PQR';  mais,  dans  un  autre  exemple 
(n^  262) ,  nous  verrons  ce  qu'il  faut  faire  pour  cette  seconde  nappe. 

252.  Maintenant,  pour  obtenir  la  transformée  de  l'intersection  (GLMH,  G' H'), 
et  en  admettant  que  le  cône  a  été  ouvert  le  long  de  l'arête  (SA,  S'A'),  prenons  sur 
la  circonférence  A''B"A'^,  qui  est  elle-même  la  transformée  de  la  base  AGBD,  des 

arcs  (*) 

K'^ET  =  AE,    E^r  =  EF,    F"C"  =  FC, . . . , 

puis  tirons  les  rayons  S"E",  S^'F,...  sur  lesquels  il  faudra  porter  des  longueurs  res- 
pectivement égales  aux  portions  de  génératrices,  comprises  entre  le  sommet  et  les 
divers  points  de  la  courbe  (GMH,  G'H').  Or,  si  l'on  considère,  par  exemple,  le 
point  (M,  M')  situé  sur  la  génératrice  (SF,  S' F'),  et  que  l'on  fasse  tourner  cette 
droite  autour  de  l'axe,  jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  parallèle  au  plan  vertical,  il  est 
évident  qu'elle  ira  coïncider  avec  l'arête  (SA,  S'A'),  tandis  que  le  point  M'  restera 
sur  une  horizontale  et  se  transportera  en  jx'  :  donc  alors  S'fx'  sera  la  véritable 
longueur  de  la  droite  primitive  (SM,  S'M').  Ainsi,  après  avoir  mené  par  tous  les 
points  L',  M',...  des  horizontales,  il  faudra  porter  sur  les  rayons  du  développement 
des  distances 

S"G"=S'G',    S"L^  =  S'V,    S^M"=S'fx',     S"I"  =  S'V',..., 

et  la  courbe  G''L"M'FH*'N"G"'  sera  la  transformée  de  la  section  faite  dans  le  cône 
par  le  plan  donné  PQR'* 


(*)  Ici  il  ne  s'agit  pas  de  rectifier  précisément  les  arcsAE,  et BF,. . .,  mais  de  les  changer  en  arcs  d'un 
rayon  différent  et  de  mêmes  longueurs  absolues  que  les  arcs  primitifs.  Or,  si  l'on  emploie  des  ouvertures 
de  compas  propres  à  représenter  des  cordes  sensiblement  confondues  avec  les  arcs  partiels  qu'elles  sous- 
tendraient  sur  le  cercle  ACDB,  puis  que  l'on  reporte  ces  ouvertures  de  compas  sur  la  circonférence  A'B' A*, 
on  approchera  encore  plus  de  la  vérité  que  si  on  les  portait  sur  une  ligne  droite;  par  conséquent,  le  pro- 
cédé est  le  même  que  pour  rectifier  les  arcs  AE,  EF, ... .  Toutefois,  dans  le  cas  actuel,  on  opérera  avec 
plus  d'exactitude  et  de  faciUté  si,  comme  nous  l'avons  recommandé,  on  a  eu  soin  de  prendre  ^^s  points 
A,  B,  F,. . .  à  égales  distances  sur  la  base  circulaire,  parce  qu'alors  il  suffira  de  diviser  l'arc  total  A  B  A 
en  autant  de  parties  égales  qu'il  y  en  avait  sur  le  cercle  AGBD. 
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255.  Cette  transformée,  considérée  en  elle-même,  ne  se  terminerait  pas  brus- 
quement aux  points  G"  et  G'^;  mais  elle  se  prolongerait  en  offrant  une  infinité  de 
branches  égales  à  G"H''G'^,  lesquelles  finiraient  cependant  par  coïncider  exacte- 
ment, si  le  rapport  de  l'apothëme  S'A'  au  rayon  SA  de  la  base  était  un  nombre 
commensurable  :  c'est  ce  que  montre  clairement  Téquation  de  cette  courbe,  où  il 
entre  une  fonction  circulaire  et  périodique  (*).  Mais  pour  se  rendre  compte  synthé- 
tiquement  de  ces  circonstances,  il  n'y  a  qu'à  imaginer  que  le  cône  est  enveloppé 
par  une  surface  flexible,  qui  a  fait  un  nombre  indéfini  de  révolutions  :  alors,  toutes 
ces  nappes  superposées  ayant  été  coupées  simultanément  par  le  plan  PQR',  elles 
produiront,  en  se  déroulant  de  dessus  le  cône,  une  infinité  de  branches  identiques 
qui  se  construiront  graphiquement  en  continuant  de  porter  sur  la  circonférence 
A'^B^'A^,  et  au  delà  du  point  A*',  des  arcs  égaux  à  A"E\  E'^F",  FC%...  avec  des 
rayons  vecteurs  égaux  à  ceux  que  l'on  a  déjà  employés. 

254.  Quant  à  la  tangente  au  point  M''  de  la  transformée,  il  faut  se  rappeler 

(*)  Pour  obtenir  cette  équation  en  coordonnées  polaires,  représentons  par  R,  A,  /,  le  rayon  de-  la  base, 
la  hauteur  et  Tapothème  du  cône  (fig.  63)  ;  soient  d*ailleurs  k  =  l'Y  la  hauteur  du  point  (F,  S)  où  le  plan 
PQR'  coupe  Taxe,  et  &>  Tangle  de  ce  plan  avec  l'horizon  :  nommons  enfin  p  la  distance  du  sommet  à  un 
point  quelconque  (M,  M')  de  la  courbe,  et  a  Tangle  ASF,  c'est-à-dire  Tare  qui  mesure  cet  angle  dans  un 
cercle  dont  le  rayon  est  Tunité;  d'où  il  résulte  que  l'arc  ÂF  =  Ra.  Avec  ces  données,  il  serait  bien  facile 
de  former  les  équations  du  plan  et  de  la  droite  (SF,  ST'),  puis  de  trouver  la  distance  du  sommet  à  leur 
point  de  rencontre,  distance  que  Ton  égalerait  à  p;  mais  nous  pouvons  y  arriver  plus  promptement  de  la 
manière  suivante  : 

Dans  le  triangle  formé  par  Taxe  du  cône  avec  la  génératrice  (SF,  S'F'),  sur  laquelle  est  situé  le  point 
(M,  M']  dont  nous  appellerons  z  la  hauteur,  on  a  évidemment 

A:A— z::/:p; 

ensuite,  dans  le  triangle  S'P'T  qui  est  la  projection  verticale  du  précédent,  et  où  la  droite 

M'o  = -5L  =  izii, 

tango»     tangw' 
on  trouvera  aisément 

A:A— a::Rcosa:- ; 

tangtt' 
alors  si  Ton  élimine  z  entre  les  équations  fournies  par  ces  deux  proportions,  il  viendra 

■     p=     nà-A) 

^     A  — Rtaugw.cosa 

Ce  résultat  contient  deux  variables  p  et  a  dont  la  première  conserve  la  même  grandeur  sur  le  développe- 
ment du  cône;  mais  l'angle  a  est  alors  remplacé  par  l'angle  G"S''M''  =  d  qui  correspond,  dans  le  cercle  du 
rayon  /,  à  un  arc  Â"F'  dont  la  longueur  absolue  égale  celle  de  l'arc  AF  dans  le  cercle  du  rayon  R  ;  par 
conséquent  on  a  la  relation  Ra  =  /&,  au  moyen  de  laquelle  on  peut  éliminer  a  de  l'équation  précédente  qui 
devient  enfin 

p=: — ' — —To 

A  —  Rtangw.cos^ 

Cette  équation^  que  nous  laissons  à  discuter  par  le  lecteur,  représentera  toujours  la  transformée,  soit  que 
rintersection  primitive  se  trouve  une  ellipse^  une  parabole  ou  une  hyperbole,  en  faisant  attention  que  si  « 
varie  pendant  que  It  demeure  constant,  on  aura  pour  ces  trois  genres 

Rtangfli><A,    ou    =/«,    ou    >/i. 
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(n®  170)  que  cette  droite  doit  faire  ici  avec  S'^F"  le  même  angle  que  formait  primi- 
tivement la  tangente  (MT,  M'Q)  avec  cette  génératrice;  et  comme  cela  est  vrai 
également  de  la  tangente  FT  k  la  base,  il  s'ensuit  que  le  triangle  rectangle  projeté 
sur  MET  demeure  invariable  de  forme  quand  le  cône  se  développe.  Or,  Tun  des 
côtés  de  ce  triangle  est  déjà  rapporté  sur  le  développement  en  M"P;  donc,  si  on 
lui  élève  une  perpendiculaire  F'T''=FT,  et  que  Ton  tire  la  droite  TW,  cette  ligne 
devra  toucher  la  transformée  au  point  M'". 

n  résulte  aussi  du  principe  que  nous  venons  de  rappeler,  qu'aux  points  G",  H'',  G"', 
la  courbe  doit  couper  à  angle  droit  le  rayon  vecteur  correspondant;  car,  aux  points 
primitifs  (G,  G')  et  (H, H'),  la  tangente  de  Tintersection  se  trouvait  évidemment 
perpendiculaire  sur  la  génératrice  du  cône. 

255.  Du  point  d'inflexion.  Il  arrive  ordinairement,  comme  ici  dans  la^^.  63, 
que  la  transformée  G"M"H''G*',  après  avoir  tourné  sa  concavité  vers  le  sommet  S", 
tourne  ensuite  sa  convexité  vers  ce  point,  et  des  lors  il  doit  y  avoir  une  inflexion 
entre  G''  et  H"^.  Il  importe  de  pouvoir  assigner  l'endroit  précis  où  arrivera  cette  cir- 
constance, et  pour  cela  il  faut  se  rappeler  le  lemme  suivant,  qui  est  bien  facile  à 
démontrer  :  Lorsqu'une  droite  est  oblique  à  un  plan,  l'angle  qu'elle  forme  avec  sa 
projection  orthogonale  sur  ce  plan,  est  le  minimum  de  tous  ceux  qu'elle  fait  avec 
les  diverses  lignes  tracées  par  son  pied  dans  ce  même  plan  ;  et  le  maximum  de 
tous  ces  angles  est  celui  qu'elle  forme  avec  le  prolongement  de  sa  projection. 

Gela  posé  {fig.  6^  bis),  soient PQR  le  plan  sécant,  et  ABMDEF  la  section  qu'il 
trace  dans  un  cône  quelconque;  je  dis  que  la  transformée  de  cette  section  présentera 
une  inflexion  au  point  situé  sur  la  génératrice  pour  laquelle  le  plan  tangent  du  cône 
se  trouvera  perperuUculaire  au  plan  sécant.  En  effet,  si  nous  abaissons  la  perpendi- 
culaire ST  sur  le  plan  PQR,  et  que  nous  menions  la  droite  TMDP  tangente  à  la 
courbe  de  section,  le  plan  STM  sera  bien  tangent  au  cône,  et  perpendiculaire  au 
plan  sécant;  d'ailleurs,  les  deux  génératrices  infiniment  voisines  SM  et  SD  conte- 
nues dans  ce  plan  tangent,  auront  évidemment  la  tangente  TMP  pour  projection 
orthogonale  sur  le  plan  PQR.  Or,  d'après  le  lemme  cité  plus  haut,  on  aura 

angle  SMT  <  SMB    et    angle  SDP  >  SDE  ; 

donc,  lorsqu'on  développera  le  cône  sur  le  plan  tangent  SMT  supposé  immobile, 
rélément  MB  de  la  courbe  ira  prendre  une  position  MB'  située  au-dessous  de  la 
tangente  MT,  tandis  que  l'élément  DE  occupera  une  position  DE'  supérieure  k  DP. 
Par  conséquent,  la  transformée  A'  B'  MDE'  F'  offrira  bien  une  inflexion  au  point  M, 
ou  autour  de  la  tangente  TMDP. 

Surface  développable  quelconque.  Le  théorème  démontré  ci-dessus  pour  un  cône, 
et  pour  un  cylindre  dans  la  note  du  n^  226,  est  encore  vrai  pour  toute  surface  dé- 
veloppable  coupée  par  un  plan;  car  la  démonstration  précédente  n'exige  nullement 
que,  dans  l^iflg*  64  bis^  toutes  les  génératrices  aillent  se  couper  au  même  point  S; 
elle  suppose  seulement  que  deux  génératrices  infiniment  voisines,  comme  SM  et  SD, 
sont  situées  dans  un  même  plan  qui  est  le  plan  tangent  de  la  surface.  Or,  comme 
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cette  condition  est  toujours  remplie  dans  les  surfaces  développables»  il  s'ensuit  que 
le  théorème  précédent  est  encore  vrai  pour  toutes  les  surfaces  de  ce  genre. 

256.  Pour  appliquer  ce  théorème  à  la  fig.  63 ^  nous  abaisserons  du  sommet 
(S,  S')  une  perpendiculaire  (S'X",  SX)  sur  le  plan  sécant  PQR';  et  par  le  pied  X de 
cette  droite,  nous  mènerons  à  la  base  du  cône  la  tangente  Xp,  qui  fera  connaître 
la  génératrice  Sp  sur  laquelle  sera  situé  le  point  de  la  section  où  se  produira  une 
inflexion  dans  la  transformée.  Il  restera  donc  à  trouver,  sur  le  développement  du 
cône,  la  position  que  prendra  la  génératrice  projetée  actuellement  sur  Sp;  ce  qui 
s'effectuera  comme  au  n^  252. 

Observons,  toutefois»  que  si  le  pied  (X,  X'^)  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  le 
plan  sécant  se  trouvait  en  dedans  de  la  base  ACBD,  il  n'y  aurait  plus  d'inflexion 
dans  la  transformée  de  la  section  ;  ce  qui  peut  arriver  par  une  certaine  inclinaison 
du  plan  PQR'.  '^ 

257 .  Cas  où  la  section  conique  est  une  hyperbole  {fig.  64  )  •  Soient  toujours  ACBD 
la  base  du  cône  droit,  et  A'S'b',  B'S'a^  les  arêtes  qui  forment  le  contour  apparent 
de  cette  surface  sur  le  plan  vertical  :  nous  tiendrons  compte  ici  des  deux  nappes, 
en  les  supposant  terminées  à  deux  sections  horizontales  A'B',  a'I/f  qui  se  trouvent 
également  distantes  du  sommet,  et  qui,  par  conséquent,  donnent  lieu  k  deux  cercles 
projetés  l'un  et  l'autre  sur  ACBD.  Quant  au  plan  sécant,  disposons-le  de  manière  à 
couper  les  deux  nappes  du  cône  ;  et  en  admettant  toujours  que  le  plan  vertical  a  été 
choisi  perpendiculaire  au  plan  sécant,  les  traces  de  ce  dernier  seront  R'  Q  et  QP. 

La  construction  de  la  courbe  de  section  pourrait  s'effectuer  comme  au  n^  247, 
au  moyen  de  plans  auxiliaires  qui  seraient  menés  par  le  sommet,  perpendiculaire- 
ment au  plan  vertical  ;  mais,  à  cause  de  la  grande  obliquité  que  présenteraient  ici 
les  sections  rectilignes,  il  sera  plus  exact  d'employer  des*  plans  horizontaux.  Soit 
donc  jxY  un  de  ces  plans;  il  coupe  le  cône  suivant  un  cercle  projeté  sur  juiMy,  et  le 
plan  donné  PQR'  suivant  une  droite  (M%XNM);  par  conséquent,  les  points  M  etN 
communs  à  ces  deux  sections  sur  le  plan  horizontal,  appartiennent  à  la  courbe 
demandée  dont  une  des  branches  est  ainsi  (PMGNI,  QG').  L'autre  branche  (RLHKN, 

H'R')  se  construira  de  même;  et  Ton  fera  bien  d'employer  un.e  section  (^ X' =  jul'/» 
laquelle  fournira  deux  points  (L,  L')  et  (K,  L')  projetés  encore  sur  le  cercle  /xMy. 
Nous  ne  répéterons  pas  ici  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  problème  précédent,  sur  les 
sommets  et  la  construction  de  la  tangente  ;  mais  nous  allons  passer  à  une  recherche 
particulière  au  cas  actuel. 

258.  Lorsqu'une  courbe  admet  une  branche  infinie,  et  qu'on  éloigne  de  plus  en 
plus  le  point  de  contact  d'une  tangente,  cette  droite  varie  de  situation,  et  quelque- 
fois elle  se  transporte  tout  entière  à  l'infini  en  même  temps  que  le  point  de  contact, 
ainsi  que  cela  se  présente  dans  la  parabole*du  second  degré;  mais,  dans  d'autres  cas, 
il  arrive  que  cette  tangente  variable  reste  toujours  en  deçà  d'une  certaine  limite, 
qu'elle  n'atteindrait  qu'autant  que  le  point  de  contact  serait  k  une  distance  infinie. 
Alorsi  cette  limite  des  positions  de  la  tangente  se  nomme  une  asymptote;  et  Ton 
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énonce  cette  propriété  d'une  manière  abrégée,  en  disant  que  V asymptote  d'une  courbe 
est  la  tangente  pour  un  point  de  contact  infiniment  éloigné. 

259.  {Fig.  64.)  D'après  cela,  proposons-nous  de  construire  les  asymptotes  de  la 
section  faite  dans  le  cône,  par  le  plan  PQR'.  Le  point  de  contact  d'une  tangente  de 
cette  espèce,  devant  être  à  une  distance  infinie,  se  trouvera  nécessairement  situé  sur 
une  génératrice  parallèle  au  plan  sécant;  si  donc  on  mène  par  le  sommet,  et  paral- 
lèlement à  PQR',  un  plan  S' a'a  qui  coupe  le  cône  suivant  les  droites  Sa  et  S6,  ces 
deux  arêtes  seront  celles  qui  contiennent  les  points  de  contact  des  asymptotes.  Con- 
sidérons la  première,  et  rappelons-nous  que  le  plan  qui  touche  le  cône  tout  le  long 
de  la  génératrice  Sa,  quelque  prolongée  qu'elle  soit,  a  pour  trace  horizontale  la 
tangente  aÔ  de  la  base;  donc,  l'asymptote  qui  doit  être  (n°  213)  l'intersection  de  ce 
plan  tangent  avec  le  plan  PQR',  passera  par  le  point  d  où  se  rencontrent  leurs 
traces;  et  elle  sera  précisément  la  droite  6(ù  parallèle  à  Sa,  puisque  ces  deux  plans 
sont  l'un  et  l'autre  parallèles  à  cette  génératrice. 

On  construira  de  même  l'autre  asymptote  yw,  qui  sera  parallèle  a  l'arête  86;  et 
les  deux  asymptotes  devront  se  couper  en  un  point  co,  qui  soit  situé  précisément  au 
milieu  de  l'axe  réel  GH,  c'est-à-dire  au  centre  de  la  courbe. 

260.  Si  l'on  appliquait  la  méthode  précédente  au  cas  d'une  section  parabolique ^ 
ce  qui  exigerait  que  le  plan  PQR'  eût  sa  trace  verticale  parallèle  à  S' A',  on  trouverait 
que  les  deux  arêtes  Sa,  Se  se  confondraient  avec  SA;  de  sorte  que  cette  dernière 
droite  étant  la  seule  génératrice  du  cône  qui  fût  parallèle  au  plan  sécant  PQR',  la 
section  aurait  bien  encore  une  branche  infinie,  mais  elle  n'admettrait  plus  d'asymp- 
tote; car  le  plan  PQR'  et  le  plan  tangent  le  long  de  SA,  qui  devraient  donner  cette 
tangente  parleur  intersection,  se  trouveraient  évidemment  parallèles  entre  eux. 

261.  Rabattement.  Cette  opération  s'effectuera  comme  dans  le  n^  250,  en  por- 
tant sur  chaque  droite  Wm  perpendiculaire  à  la  trace  verticale  QR',  des  distances 
M'/n  =  XM,  etM'n  =  XN.  Quant  aux  asymptotes,  on  rapportera  d'une  manière 
semblable  leurs  pieds  6  et  9,  en  6'  et  9';  puis,  on  joindra  ces  derniers  avec  tù"  qui 
est  le  rabattement  du  centre  (o),  o)'). 

262.  Développement.  (F/^.  64  e/ 65.)  D'après  les  principes  rappelés  au  n®  251, 
il  faudra  décrire  d'un  point  arbitraire  S",  et  avec  un  rayon  égal  à  l'apothème  S'A', 
un  cercle  sur  lequel  on  prendra  un  arc  B"  A"B'"  qui  soit  à  la  circonférence  totale  dans 
le  rapport  de  SA  avec  S'A';  et  le  secteur  S"B"A"B"'  représentera  le  développement 
de  la  nappe  inférieure  du  cône,  en  supposant  qu'on  ait  ouvert  cette  surface  le  long 
de  l'arête  (BSA,  B'S'a').  Mais,  comme  la  nappe  supérieure  se  développe  en  même 
temps  que  la  première,  et  par  un  mouvement  contraire  autour  du  sommet  qui  peut 
étra  censé  immobile,  cette  seconde  nappe  aplanie  viendra  occuper  un  secteur 
S"a"fe"a'*  égal  au  précédent,  et  dont  les  rayons  extrêmes  seront  les  prolongements 
de  S"B"  et  de  S"B'*.  Pour  rendre  plus  sensible  la  distinction  de  ces  deux  secteurs, 
nous  avons  supposé  ici  que  la  nappe  supérieure  se  terminait  à  un  cercle  UzbiU^  d'un 
rayon  un  peu  moindre  que  S'B",  et  nous  avons/>o/ic/u^les  parties  du  secteur  infé- 
rieur qui  sont  recouvertes  parl'auti'e;  cependant,  pour  effectuer  les  constructions 
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dont  nous  allons  parler,  il  faudra  toujours  opérer  sur  le  cercle  primitif  WA^'B^b". 

Cela  posé,  sur  le  rayon  S"  A"  qui  divise  en  deux  parties  égales  le  premier  secteur, 
on  prendra  la  distance  S"G"  =  S'G',  et  le  point  G"  sera  la  position  du  sommet 
(G,  G').  Ensuite,  pour  un  point  quelconque  (M,  M')  de  la  courbe,  on  mènera  la 
génératrice  SMF  dont  la  position  S'T",  sur  le  développement,  s'obtiendra  en  pre- 
nant Tare  A'T"  =  AF;  et  comme  la  véritable  distance  du  sommet  au  point  (M,  M') 
est  égale  à  S'|ul'  (n°  232),  si  Ton  prend  une  longueur  S"M"  =  S>',  le  point  M"  sera 
la  position  actuelle  de  (M,  M').  Les  autres  points  se  détermineront  d'une  manière 
semblable,  et  la  transformée  de  la  branche  inférieure  de  la  section  conique  sera 
P"M"G''N"r. 

Quanta  l'autre  branche,  elle  se  trouvera  divisée  en  deux  parties  séparées,  puis- 
que le  sommet  (H,  H')  était  placé  sur  la  génératrice  B'S'a'  suivant  laquelle  on  a 
ouvert  le  cône,  et  que  cette  arête  s*est  transportée  en  S" a"  d'une  part,  et  de  l'autre 
en  S" a*.  On  portera  donc  sur  ces  dernières  droites  deux  distances  S"H"  et  S"H*' 
égales  k  S'H',  et  les  points  H",  H"'  seront  les  positions  actuelles  du  sommet  H'.  En- 
suite, pour  un  point  quelconque  (L,  L')  de  cette  branche,  on  tirera  la  génératrice 
SLC  dont  la  position  S"C",  sur  le  développement,  se  trouvera  en  prenant  l'arc 
a^C  =  AC;  et  sur  le  rayon  S" G",  il  restera  enfin  à  porter  une  longueur  S"L''  =  S'X' 
qui  est  la  véritable  distance  du  sommet  au  point  (L,  L').  Par  des  opérations  analo- 
gues, on  trouvera  que  la  section  faite  dans  la  nappe  supérieure  du  cône,  a  pour 
transformées  les  deux  branches  H"L"R"  et  H'*K"V",  lesquelles  doivent  couper  à 
angles  droits  les  rayons  extrêmes  S" a"  et  S" a'*. 

263.  {Fig.  64  et  65.)  Cherchons  maintenant  à  retrouver  les  asymptotes,  et  ob- 
servons bien  que  ces  droites  étant  situées,  non  sur  la  surface  même  du  cône,  mais 
dans  les  plans  tangents  le  long  des  génératrices  Sa  et  S6,  elles  conserveront  leurs 
positions  primitives  par  rapport  à  ces  arêtes  autour  desquelles  les  plans  tangents  ne 
font  que  tourner,  lorsqu'on  développe  la  surface.  Commençons  donc  par  détermi- 
ner ces  arêtes  sur  le  développement,  en  prenant  les  arcs  A" a"  =  Aa,  A"ê"  ==  AS, 
et  tirant  les  rayons  S" a"  et  S"ê"  :  ensuite,  sur  les  tangentes  aux  points  a"  et  ê",  nous 
prendrons  des  distances  a"6"  =  aô,  &'(p"  =  69,  et  les  droites  6"0,  cf"0,  respective- 
ment parallèles  aux  génératrices  S" a*',  S"ê",  seront  les  positions  actuelles  des 
asymptotes  primitives.  , 

Le  point  0  où  ces  droites  se  coupent  doit  se  trouver  sur  le  rayon  S"  A",  à  cause 
de  la  symétrie  des  constructions  précédentes,  à  droite  et  à  gauche  de  ce  rayon;  mais 
il  ne  faut  pas  croire  que  ce  point  0  est  le  même  que  l'intersection  w  des  asymptotes 
primitives,  car  ces  droites  ont  changé  de  position  l'une  par  rapporta  l'autre. 

Néanmoins,  les  lignes  6"0  et  ^"0  doivent  se  ivonyev  asymptotes  relativement  aux 
diverses  branches  de  la  transformée.  En  effet,  comme  la  forme  de  cette  courbe  doit 
toujours  être  la  même,  quel  que  soit  le  plan  sur  lequel  on  a  développé  le  cône,  nous 
pouvons  concevoir  que  ce  développement  a  été  fait  sur  le  plan  tangent  le  long  de 
l'arête  Sa;  alors  l'asymptote  ôw,  qui  se  trouvait  dans  ce  plan,  a  du  rester  immobile, 
aussi  bien  que  l'élément  infiniment  éloigné  qu'elle  avait  de  commun  avec  l'hyper- 
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bole  :  donc  cet  élément  est  encore  commun  k  la  droite  C'O  et  à  la  transformée;  par 
conséquent,  cette  droiteest  bien  une  asymptote  de  la  branche  G"M"P",  et  aussi  de  la 
branche  H'K'T". 

264.  Point  d'inflexion.  Dans  la^?^.  65,  la  branche  de  courbe  H"L"R",  qui  com- 
mence par  tourner  sa  concavité  vers  l'asymptote,  finira  nécessairement  par  présen- 
ter sa  convexité  à  cette  espèce  de  tangente;  il  doit  donc  y  avoir  un  point  d'm- 
flexion  sur  cette  branche,  et  on  l'obtiendra,  comme  au  n**  256,  en  menant  un  plan 
tangent  au  cône  de.lay?^^.  64  par  la  droite  (S'T',  SA),  abaissée  perpendiculairement 
sur  le  plan  sécant  PQR'.  Mais,  comme  ici  cette  droite  irait  rencontrer  trop  loin  la 
base  inférieure  du  cône,  prolongeons-la  jusqu'au  point  (X'^,  X)  où  elle  va  percer  le 
plan  de  la  base  supérieure,  et  du  point  (X",X),  menons  à  cette  base  la  tangente  X/?, 
qui  fera  connaître  (n°  255)  la  génératrice  S/9,  sur  laquelle  sera  situé  le  point  où 
l'inflexion  se  manifestera  lors  du  développement.  Toutefois,  il  faut  bien  observer  que 
la  génératrice  projetée  sur  S/9  appartient  à  la  nappe  supérieure;  ainsi,  la  distance 
A/5  devra  être  portée  sur  \^fig^  65,  non  à  partir  de  A'',  mais  à  partir  de  a",  suivant 
Tare  a'' /o";  et  le  rayon  S"p"  contiendra  le  vrai  point  d'inflexion  dont  il  ne  reste  plus 
qu'à  trouver  la  distance  au  sommet  du  cône,  ainsi  qu'on  l'a  fait  pour  (L,  L')  au 
n°  262. 

PROBLÈME  V.  Trouver  l'intersection  d'un  cône  QUELCOiNQUE />ar  un  plan,  le  dé-- 
çeloppement  de  la  surface f  et  la  transformée  de  l'intersection. 

265.  Sans  construire  une  épure  que  nous  engageons  le  lecteur  à  tracer  lui- 
même,  désignons  par  B  la  base  ou  la  trace  horizontale  du  cône  en  question,  et  par 
P  le  plan  sécant.  Il  n'y  aura  qu'à  couper  cette  surface  et  le  plan  P  par  une  suite  de 
plans  auxiliaires  menés  iovA par  le  sommet,  et  les  choisir,  si  l'on  veut,  parallèles  à  la 
trace  horizontale  du  plan  sécant;  ce  qui  s'exécutera  en  conduisant  tous  ces  plans  par 
une  droite  parallèle  à  cette  trace  horizontale  et  tirée  par  le  sommet  du  cône.  Alors 
chacun  de  ces  plans  auxiliaires  produira,  dans  les  deux  surfaces,  des  sections  recti" 
lignes  bien  faciles  à  trouver,  et  dont  les  points  de  rencontre  appartiendront  à  la 
courbe  demandée. 

266.  Des  branches  infinies.  Il  importe  de  savoir  reconnaître,  àpriori,  si  la  section 
aura  ou  non  quelque  branche  infinie;  or,  il  est  aisé  de  voir  que  la  question  revient  à 
savoir  s'il  existe,  sur  le  cône  donné,  quelque  génératrice  qui  soit  parallèle  au  plan 
sécant  P;  car,  si  aucune  des  génératrices  ne  remplit  cette  condition,  le  plan  P  ne 
pourra  rencontrer  ces  diverses  droites  qu'à  des  distances  finies,  et  dès  lors  la 
courbe  d'intersection  sera  nécessairement  limitée  dans  tous  les  sens.  On  mènera 
donc  par  le  sommet  du  cône  un  plan  P'  qui  soit  parallèle  à  P,  et  on  examinera  si  la 
trace  horizontale  du  plan  P'  rencontre  quelque  part  la  base  B  du  cône.  Lorsque  ces 
lignes  n'auront  aucun  point  commun,  on  pourra  affirmer  qu'aucune  des  généra- 
trices du  cône  n'est  parallèle  au  planV,  et  qu'ainsi  la  section  n'aura  que  des  branches 
fermées.  Mais  si  la  trace  du  plan  P'  coupe  la  base  B  en  un  ou  plusieurs  points,  les 
diverses  génératrices  G,  G',,.,  qui  aboutiront  à  ces  points,  se  trouveront  évidem- 
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ment  parallèles  au  plan  P,  et  dès  lors  elles  n'iront  le,  rencontrer  qu'k  rinfini;  par 
conséquent,  la  section  admettra  autant  de  branches  infinies. 

Vasymptote  de  la  branche  correspondante  k  la  génératrice  G  s'obtiendra  eh 
cherchant  l'intersection  du  plan  P  avec  le  plan  tangent  mené  suivant  cette  géné- 
ratrice G,  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n**259.  Si  ce  plan  tangent  coïncidait  avec  P',  ce  qui 
arrivera  quand  la  trace  horizontale  de  ce  dernier  se  trouvera  tangente  a  la  base  du 
cône,  alors  la  branche  infinie  serait  dépourvue  d'asymptote.  Mais  comme  la  trace 
horizontale  du  plan  P'  peut  avoir  avec  la  base  B  plusieurs  points  communs,  dont  les 
uns  seraient  des  sections  véritables,  et  les  autres  des  contacts^  il  pourra  arriver  que 
l'intersection  totale  du  cône  avec  le  plan  présente  a  la  fois  des  branches  infinies 
douées  d'asymptotes,  et  des  branches  infinies  qui  en  soient  dépourvues. 

267.  Quant  au  développement  de  la  surface  conique,  il  faudra  partager  la  base 
en  arcs  assez  petits  pour  être  sensiblement  confondus  avec  leurs  cordes;  alors,  en 
mesurant  une  de  ces  cordes  et  les  deux  arêtes  qui  aboutissent  à  ses  extrémités,  on 
pourra  former  avec  ces  trois  droites  et  sur  un  plan  quelconque,  un  triangle  qui 
représentera  un  élément  superficiel  du  cône;  puis,  à  la  suite  de  ce  triangle,  on  con- 
struira de  même  l'élément  adjacent  qui  aurait  un  côté  commun  avec  le  précédent; 
et  en  continuant  de  la  sorte,  on  obtiendra  tous  les  éléments  du  cône  étendus  sur  un 
plan,  ce  qui  donnera  bien  le  développement  de  cette  surface. 

A  la  vérité  cette  marche  exigera  que  les  opérations  soient  faites  avec  beaucoup 
de  soin,  parce  qu'il  faut  ici  construire  une  suite  de  triangles  où  l'un  des  côtés  est 
extrêmement  petit  par  rapport  aux  deux  autres,  et  que  les  erreurs  partielles  peu- 
vent s'accumuler.  Il  serait  plus  avantageux,  sans  doute,  de  connaître  d'avance  sur 
le  développement,  une  ligne  droite  ou  circulaire  sur  laquelle  il  ne  resterait  plus 
qu'à  prendre  des  arcs  déterminés,  pour  fixer  la  position  nouvelle  des  génératrices, 
ainsi  que  nous  l'avons  fait  pour  un  cylindre  quelconque  au  n®  243,  et  pour  un 
cône  de  révolution  au  n°251  ;  mais  ici  où  il  s'agit  d'un  cône  quelconque,  il  n'est 
plus  possible  de  se  procurer  cet  avantage  important,  parce  qu'on  ignore  entière- 
ment la  forme  que  prendra  la  base  du  cône  après  le  développement  de  cette  surface. 
On  pourrait,  il  est  vrai,  obtenir  une  donnée  équivalente  ou  une  section  orthogonale^ 
en  cherchant  d'abord  l'intersection  du  cône  proposé  avec  une  sphère  concentrique; 
mais  cette  méthode,  que  nous  exposerons  plus  loin  (n°*  350  et  331  ) ,  est  elle-même 
sujette  à  des  inconvénients  encore  plus  graves. 

Quand  une  fois  le  développement  du  cône  est  effectué  par  une  méthode  ou  par 
une  autre,  on  y  construit  la  transformée  d'une  section  plane,  ou  celle  de  toute  autre 
courbe,  en  portant  sur  les  rayons  du  développement,  des  longueurs  égales  aux 
distances  du  sommet  aux  divers  points  de  cette  courbe,  comme  nous  l'avons  vu 
dans  le  n°  252. 

PROBLEME  VI.  Construire  V intersection  d'un  plan  avec  une  surface  de  révolution 

ijg.  45). 

268.  Prenons  pour  exemple  le  tore  dont  nous  avons  déjà  parlé  au  n**  138,  et 
qui  a  pour  méridien  le  cercle  (A'B'C'B",  AC)  tournant  autour  de  la  verticale 
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(0,  CZ')  situé  dans  son  plan;  puis,  cherdïons  Tintersection  de  cette  surface  avec 
le  plan  M'T'T  qui  lui  est  tangent  dm  point  (M',  M)  de  la  nappe  intérieure,  car  nous 
avons  remarqué  précédemment  (n**  138)  que  les  plans  tangents  à  cette  nappe 
devaient  couper  la  surface. 

Employons  ici  des  plans  auiciliaires  qui  soient  horizontaux,  et  soit  F'K'N'  la  trace 
verticale  d'un  de  ces  plans.  Il  coupe  le  tore  suivant  deux  cercles  dont  les  rayons 
sont  ON  =  F N' et  0M= F K',  tandis  que  son  intersection  avec  le  plan  M'T'T  est  la 
droite  (F',  F/)  perpendiculaire  au  plan  vertical;  donc  les  quatre  points  F,  F",/",/, 
où  cette  droite  rencontre  les  deux  cercles,  appartiennent  à  la  courbe  demandée. 
Les  autres  points  se  trouveront  d'une  manière  semblable  ;  mais  quand  on  arrivera 
aux  parallèles  extrêmes  IV'B*  et  D'B',  on  n'obtiendra,  pour  chacun,  que  deux 
points  G  et  g,  ou  H  et  A;  tandis  qu'en  opérant  sur  le  plan  horizontal  Y' M' L',  on 
trouvera  trois  points  R,  r  et  M,  dont  le  dernier  est  celui  où  les  branches  de  la  courbe 
forment  un  nœud.  D'après  cela,  l'intersection  cherchée  a  pour  projections 

MHREFGWMhege"M,     et    G'H'. 

Nous  avons  ponctué  les  parties  de  cette  courbe  qui  se  trouvent  au-dessous  de 
l'équateur  et  du  cercle  de  gorge,  parce  qu'elles  sont  invisibles  sur  le  plan  hori- 
zontal; et  sur  le  même  plan,  la  courbe  doit  toucher  ces  deux  cercles  aux  points  E, 
E",  e",  e,  attendu  que  le  plan  tangent  du  tore  est  alors  évidemment  vertical,  et 
qu'ainsi  la  tangente  de  la  courbe  et  celle  du  parallèle,  qui  sont  toutes  deux  dans  ce 
plan,  se  confondent  en  projection  horizontale. 

269.  Cherchons  la  tangente  de  la  courbe  pour  un  point  quelconque  (F,  F);  et 
puisque  cette  droite  doit  être  (n®  213)  l'intersection  du  plan  M'T'T  avec  le  plan 
tangent  du  tore  au  point  (F,  F),  construisons  d'abord  ce  dernier.  D'après  la  mé- 
thode générale  exposée  n~  133  et  134,  il  faut  ramener  le  point  donné  (F,  F)  sur 
leméridien  principal  en  (N,N'),  puis  tirer  la  tangente  N'F  dont  le  pied  est  évi- 
demment P;  ensuite,  après  avoir  reporté  ce  point  P  en  n  sur  la  trace  du  méridien  OF, 
on  mènera,  perpendiculairement  a  ce  méridien,  la  droite|7r9  qui  sera  la  trace  hori- 
zontale du  plan  tangent  au  point  (F,  F)  du  tore.  Il  serait  bien  facile  de  trouver  la 
trace  verticale  de  ce  même  plan  :  mais  cela  nous  est  inutile  ici  ;  car  le  point  0  où  se 
coupent  les  droites  n©  et  T'T,  appartient  évidemment  k  l'intersection  du  plan  tan- 
gent avec  le  plan  MTT,  ou  bien  k  la  tangente  cherchée,  laquelle  est  par  consé- 
quent la  droite  (ô  F,  T' F). 

Cette  méthode  devient  insuffisante  pour  obtenir  la  tangente  de  la  section  ^u  point 
singulier  (M,  W),  parce  qu'en  cet  endroit  le  plan  de  la  courbe  se  confond  avec  le 
plan  tangent  du  tore;  mais  nous  apprendrons  plus  tard  (n^^  734)  à  effectuer  cette 
recherche  intéressante  qui  fournira  les  droites  MX  et  MX". 

270.  Pour  obtenir  la  courbe  dans  ses  vraies  dimensions,  on  rabattra  le  plan 
MTT  autour  de  sa  trace  horizontale  T'T,  et  un  point  quelconque  tel  que  (F,  F) 
restera  sur  une  perpendiculaire  à  la  charnière,  en  se  transportant  à  une  distance 
indiquée  par  T'F.  Il  sera  donc  bien  facile  d'avoir  le  rabattement  de  la  section,  que 
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nous  n^avons  pas  exécuté  ici,  afin  de  laisser  lire  plus  nettement  l^s  constructions 
principales  (*). 

PROBLÈME  VII.  Intersection  d^  un  plan  as^ec  un  hyperboloïdê  de  révolution  à  une 
nappe. 

271.  Nous  savons  (n°  140)  que  cette  surface  peut  être  engendrée  par  une  hy- 
perbole qui  tourne  autour  de  son  axe  imaginaire,  ou  bien  par  la  révolution  d'une 
droite  mobile  autour  d*une  droite  fixe,  lesquelles  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 
Si  nous  partions  de  la  première  définition^  la  méridienne  serait  connue,  et  nous 
rentrerions  tout  à  fait  dans  le  problème  du  n°  268;  c'est  pourquoi  nous  emploie- 
rons l'autre  mode  de  génération,  et  nous  représenterons  la  droite  fixe  par  (0,  O'Z'), 
et  la  droite  mobile  par  (AD,  A'D')  {fig.  68).  Cette  dernière  ligne  est  supposée  ici 
parallèle  au  plan  vertical,  mais  il  sera  toujours  bien  facile  de  l'amener  dans  cette 
position  (n^  149),  si  d'abord  on  l'avait  assignée  dans  toute  autre.  La  plus  courte 
distance  des  deux  droites  est  l'horizontale  (OD,  D')  qui  décrit  le  cercle  de  gorge 
(XDY,  X' Y')  ;  et  le  pied  (A,  A')  de  la  droite  mobile  parcourt  le  cercle  AaB  qui  est 
la  trace  horizontale  de  la  surface.  Nous  nous  bornerons  ici  à  ce  petit  nombre  de  don- 
nées, pour  fixer  l'hyperboloïde  en  question,  sans  exécuter  la  représentation  gra- 
phique de  cette  surface  sur  le  plan  vertical,  où  le  contour  apparent  serait  une 
hyperbole  (n^  148)  ;  et  pour  laisser  voir  plus  distinctement  la  courbe  d'intersection 
sur  le  plan  horizontal,  nous  réduirons  la  surface  a  sa  nappe  inférieure,  c'est-k-dire 
que  nous  supposerons  la  droite  mobile  terminée  au  point  (D,  D').  Enfin,  nous  rap- 
pellerons que  la  génératrice  du  second  système  (n®  141)  serait  (BD,  B'D');  et 
qu'en  transportant  ces  deux  génératrices  parallèlement  k  elles-mêmes,  dans  les  po- 
sitions (D'A',  Oa),  (D'B',  06),  elles  produiraient  alors  par  leur  révolution  autour 
de  Taxe  vertical,  le  cône  asymptote  (  n''  146)  dont  la  base  serait  le  cercle  ab^  et  dont 
le  sommet  (0,  D')  coïncide  avec  le  centre  de  Thyperboloïde  qui  n'est  autre  chose 
que  le  centre  du  cercle  de  gorge. 

272.  Cela  posé,  soient  PQ  et  QR'  les  traces  du  plan  sécant  donné,  ce  qui  sup- 
pose que  l'on  a  choisi  le  plan  vertical  de  projection  perpendiculaire  à  celui-là;  mais 
quand  même  la  trace  PQ  serait  oblique  k  la  ligne  de  terre,  tous  les  raisonnements 
qui  vont  suivre  seraient  entièrement  identiques,  et  les. constructions  analogues. 
Pour  obtenir  l'intersection  de  ce  plan  PQR'  avec  l'hyperboloïde,  j'emploie  encore 
des  plans  auxiliaires  horizontaux,  tels  que  celui  qui  a  pour  trace  verticale  M'V. 
Ce  plan  rencontre  la  génératrice  (AD,  A'D')  au  point  (V,  V),  et,  par  conséquent, 


(*)  Il  est  intéressant  d'observer  que  si  le  plan  TT'M'  tangent  au  tore  était  incliné  de  manière  à  passer 
par  le  centre  (0,  0'),  auquel  cas  il  toucherait  une  seconde  fois  celte  surface  dans  un  point  (w,  m')  symé- 
trique de  (M,  M'),  il  arriverait  que  la  section  produite  par  un  tel  plan  dans  le  tore  se  réduirait  à  deux 
cercles  égaux  et  se  croisant  aux  points  de  contact  (M,  M')  et  (m,  ///).  On  vérifie  celte  proposition  en  for- 
mant l'équation  de  la  section  rapportée  à  des  axes  tracés  dans  son  plan;  mais,  pour  apercevoir  aisément 
que  cette  équation  du  quatrième  degré  peut  se  décomposer  en  deux  facteurs  rationnels  du  second,  il  est 
nécessaire  d'y  introduire  les  coordonnées  polaires.  Cette  propriété  fort  curieuse  dont  jouit  le  tore,  a  été 
reconnue  et  indiquée  par  M.  Yvon  Fiilarceau  dans  les  Comptes  rendus  de  rinstituu  le  a8  août  i848. 
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il  coupe  la  surface  de  révolution  suivant  un  cercle  dont  la  projection  horizontale  est 
la  circonférence  VMN  décrite  avec  la  distance  OV  pour  rayon  :  mais  ce  même  plan 
MT'  coupe  le  plan  donné  PQR',  suivant  une  droite  (M',  IMN)  perpendiculaire  au 
plan  vertical;  donc  les  points  M  et  N  communs  à  cette  droite  et  au  cercle  précédent, 
sont  deux  points  de  la  courbe  demandée  sur  le  plan  horizontal  ;  ils  sont  d'ailleurs 
projetés  verticalement  l'un  et  l'autre  en  M'.  En  menant  d'autres  plans  auxiliaires 
parallèles  à  M'V,  on  déterminera  les  divers  points  de  l'intersection  qui,  selon  l'in- 
clinaison du  plan  PQR',  peut  être  une  ellipse,  une  parabole,  une  hyperbole,  ou  une 
variété  de  ces  courbes. 

275.  Des  sommets.  Si  du  point  (0,  R'),  où  le  plan  sécant  rencontre  Taxe  verti- 
cal de  la  surface,  on  abaisse  une  perpendiculaire  (OP,  R'Q)  sur  sa  trace  horizon- 
tale, cette  perpendiculaire  partagera  évidemment  toutes  les  cordes  parallèles  à  MN, 
en  deux  parties  égales  et  à  angles  droits;  donc  elle  sera  nécessairement  un  axe  de 
la  courbe,  quel  que  soit  le  genre  de  celle-ci;  si  donc  cette  courbe  a  des  points  situés 
sur  cet  axe,  ce  seront  les  50/w7ne^,  et  il  importe  de  les  obtenir  directement.  Pour 
cela,  il  faudrait  faire  tourner  la  génératrice  (  AD,  A'D')  jusqu'à  ce  qu'elle  vînt  ren- 
contrer (OP,  R'Q)  en  un  certain  point  G;  mais  si,  au  contraire,  nous  laissons 
immobile  la  première  de  ces  lignes,  et  que  nous  fassions  tourner  la  droite  (OP,  R'Q) 
autour  de  la  verticale  0  qu'elle  coupe  en  (0,  R'),  elle  ira  rencontrer  la  génératrice 
(AD,  A'D')  en  un  point  que  j'appellerai  K,  et  qui  se  trouvera  évidemment  sur  le 
même  parallèle  où  aurait  été  situé  le  sommet  G.  Or,  il  est  facile  de  construire  le 
point  K,  qui  est  l'intersection  de  la  droite  (AD,  A'D')  avec  le  cône  engendré  par  la 
révolution  de  (OP,  R'Q);  car,  après  avoir  décrit  le  cercle  du  rayon  OP,  base  de  ce 
cône  auxiliaire,  on  conduira  par  le  sommet  (0,  R')  et  par  la  génératrice  (AD,  A'D') 
un  plan  dont  on  trouvera  la  trace  horizontale  AC  en  menant  par  ce  sommet  une  pa- 
rallèle (R'Ç',  OC)  à  la  génératrice;  alors,  cette  trace  AC  coupant  le  cercle  OP  en 
deux  points  F  etE,  fera  connaître  les  deux  arêtes  OF  et  OE  du  cône  auxiliaire  qui 
sont  rencontrées  parla  génératrice  (AD,  A'D'),  et,  par  suite,  on  aura  aussi  leurs 
points  de  section  K  et  L.  Maintenant,  pour  revenir  de  ces  points  aux  véritables  ^om- 
mets  G  et  H  qui  doivent  être  projetés  sur  OP,  on  décrira  avec  les  rayons  OK  et  OL, 
deux  cercles  qui  rencontreront  la  droite  OP  aux  points  cherchés  G  et  H.  Il  est  vrai 
que  chacun  de  ces  cercles  couperait  OP  en  deux  points;  mais  on  distinguera  aisé- 
ment lequel  est  vraiment  situé  sur  la  ligne  indéfinie  (OP,  R'Q),  en  traçant  les  pro- 
jections verticales  K'G'  et  L'H'  de  ces  deux  cercles. 

Il  est  bon  de  commencer  le  tracé  de  l'épure  par  la  construction  des  sommets, 
parce  qu'une  fois  ces  points  déterminés,  on  pourra  mener  les  plans  auxiliaires, 
tels  que  M'Y',  a  des  distances  convenables;  et  que  d'ailleurs  la  recherche  de  ces 
sommets  fera  connaître  le  genre  de  la  section,  ainsi  que  nous  allons  l'expliquer. 

274.  Discussion,  [Fig.  68.)  i**  Si  la  trace  AC  coupe  la  base  du  cône  auxiliaire 
décrit  par  la  droite  (OP,  R'Q),  et  fournit  deux  arêtes  OF  et  OE  qui  rencontrent 
l'une  et  l'autre  la  génératrice  AD,  la  section  offrira  deux  sommets  situés  sur  (OP,  R'Q)  ; 
et  par  conséquent  cette  courbe  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole  ayant  cette  droite 
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pour  axe  réel.  Ces  deux  cas  se  distingueront  aisément  Tun  de  Tautre,  en  exami- 
nant si  un  plan  quelconque  M'V  mené  entre  les  points  (G, G')  et  (H, H')  fournit, 
ou  non,  quelque  point  de  la  courbe.  D'ailleurs,  lorsque  la  section  sera  elliptique, 
on  obtiendra  le  second  axe  en  faisant  passer  un  plan  horizontal  par  le  milieu  (a),«') 
de  rintervalle  des  deux  sommets. 

2*"  Si,  des  deux  arêtes  OF  et  OE,  l'une  est  parallèle  à  la  génératrice  DA,  un  des 
sommets  s'éloignera  à  une  distance  infinie;  et  la  section  sera  une  parabole  qui  aura 
toujours  pour  axe  la  droite  indéfinie  (OP,  R'Q). 

3*^  Lorsque  la  trace  AC  se  trouvera  tangente  au  cercle  du  rayon  OP,  les  deux 
arêtes  OF  et  OE  se  confondront  en  une  seule  droite  ;  et  le  point  où  elle  coupera  la 
génératrice  AD,  étant  rapporté  sur  OP,  donnera  le  sommet  unique  de  la  section 
qui  se  réduit  alors  au  système  de  deux  droites.  Cette  assertion  pourrait  être  justifiée 
en  remarquant  qu'une  hyperbole  dont  les  deux  sommets  se  réunissent,  se  réduit  à 
ses  asymptotes  :  mais  d'ailleurs,  si  l'on  prend  la  peine  de  construire  l'épure  relative 
à  l'hypothèse  actuelle,  on  reconnaîtra  que  le  plan  AC  mené  par  le  sommet  du  cône 
auxiliaire^  devient  alors  tangent  à  ce  cône,  aussi  bien  que  PQR';  de  sorte  que  ces 
deux  plans,  qui  coïncideraient  si  Ton  faisait  tourner  l'un  des  deux  autour  de  la 
verticale  0,  doivent  produire  dans  l'hyperboloïde  de  révolution  des  sections  iden- 
tiques. Or,  le  plan  AC  contenant  déjà  une  génératrice  DA,  ne  peut  couper  de  nou- 
veau la  surface  du  second  degré  que  suivant  une  autre  section  rectiligne^  projetée 
également  sur  une  tangente  au  cercle  de  gorge  (n^  141);  donc  aussi  le  plan  PQR' 
produira  dans  l'hyperboloïde  une  section  composée  de  deux  droites  analogues  aux 
précédentes,  et  qui  se  couperont  au  point  trouvé  pour  sommet  unique  sur  la  droite 
(OP,  R'Q).  D'ailleurs  en  ce  point,  le  plan  PQR'  sera  tangent  (n^  142)  à  l'hyper- 
boloïde. 

Dans  le  cas  très-particulier  où  la  droite  suivant  laquelle  se  réunissent  les  deux 
arêtes  OF  et  OE,  se  trouverait  parallèle  a  DA,  le  plan  PQR'  couperait  l'hyperbo- 
loïde suivant  deux  génératrices  parallèles  entre  elles,  et  il  ne  serait  plus  tangent  à 
la  surface  que  dans  un  point  infiniment  éloigné. 

4**  Enfin,  si  la  trace  AC  ne  rencontre  pas  du  tout  le  cercle  du  rayon  OP,  il  n'y 
aura  aucun  sommet  réel  sur  (OP,R'Q),  et  la  section  sera  alors  une  hyperbole  dont 
cette  droite  sera  l'axe  imaginaire.  Dans  ce  cas,  la  courbe  se  construira  toujours 
comme  au  n°  272;  mais  pour  trouver  le  centre^  et  par  suite  l'axe  réel,  il  faudra  re- 
courir aux  asymptotes  dont  nous  parlerons  tout  à  l'heure  :  ou  bien,  ce  qui  est  plus 
simple,  on  prendra  le  milieu  «'  de  l'intervalle  des  deux  points  /  ^ttj'  où  le  plan 
PQR'  coupe  les  arêtes  D'B'  et  D'A'  du  cône  asymptote.  Cette  dernière  règle  est  fondée 
sur  ce  que  cette  surface  et  l'hyperboloïde,  étant  semblables  et  concentriques,  doivent 
être  coupés  par  le  plan  PQR'  suivant  deux  courbes  qui  auront  un  centre  corn-- 
mun  (n®  147).  Or,  pour  la  section  faite  dans  le  cône  asymptote,  on  a  vu  (n*^  247) 
que  les  deux  sommets  étaient  projetés  sur  le  plan  vertical,  en  /etif}';  par  consé- 
quent le  milieu  a)'  de  la  distance  7'v}',  est  à  la  fois  le  centre  de  la  section  conique  et 
celui  de  la  section  faite  dans  l'hyperboloide.  Il  restera  donc  à  projeter  ce  point  en  ot). 
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sur  la  ligne  OP  que  l'on  sait  être  un  axe  de  la  courbe;  et  le  plan  horizontal  conduit 
par  ce  point  fera  trouver  les  deux  sommets  réels  par  la  méthode  du  n^  272. 

275.  [Fig.  68.)  Pour  obtenir  la  tangente  en  un  point  quelconque  M  de  la  section 
produite  par  le  plan  PQR',  il  faut  chercher  l'intersection  de  ce  plan  avec  celui  qui 
touche  rhyperboloïde  en  M.  Or  ce  dernier  est  déterminé  (n*^  142)  par  les  deux  géné- 
ratrices rectilignes  qui  passent  par  ce  point,  et  nous  savons  que  leurs  projections 
horizontales  s'obtiennent  (n^  141)  en  menant  au  cercle  de  gorge  les  tangentes 
«jMc^aet  6Mc?;  par  conséquent  les  deux  points  aa  et  S,  où  ces  génératrices  cou- 
peront le  cercle  OA  qui  est  la  trace  horizontale  de  l'hyperboloïde,  appartiendront 
nécessairement  à  la  trace  du  plan  tangent  cherché  ;  donc  cette  trace  sera  la  droite 
a^êT  qui»  par  sa  rencontre  avec  PQ,  fournira  le  pied  T  de  la  tangente  TM  qu'il  s'agis^ 
sait  de  construire. 

Â  la  vérité»  les  tangentes  au  cercle  de  gorge  menées  par  le  point  M,  couperont 
le  cercle  OA  en  quatre  points  :  mais  d'abord,  on  ne  devra  combiner  ensemble  que 
ceux  qui  se  trouveront  tous  deux  en  deçà,  ou  tous  deux  au  delà  des  points  de 
contact  c^  et  è^  par  rapport  à  M  ;  car  les  deux  génératrices  que  l'on  cherche  doivent 
se  couper  en  M,  et  conséquemment  (n^  143)  elles  ne  sauraient  appartenir  au  même 
système,  ce  qui  arriverait  évidemment  pour  les  droites  a^i^  et  ac^,  aussi  bien  que 
pour  îi  et  êa^a  •  Ainsi  l'incertitude  qui  pourra  rester,  consistera  a  savoir  si  Ton  doit 
combiner  les  deux  droites  a^à^  et  6(^,  ou  bien  les  deux  droites  ad  et  62^2;  m^is 
pour  ces  dernières  qui  ont  leurs  extrémités  inférieures  en  a  et  §2 ,  le  point  de  sec- 
tion projeté  en  M  se  trouverait  évidemment  au-dessus  du  cercle  de  gorge,  tandis 
que  le  point  (M, M')  que  nous  considérons  ici,  est  sur  la  nappe  inférieure  de  l'hy- 
perboloïde; donc  il  faut  encore  rejeter  ce  deuxième  couple  de  génératrices,  qui 
devrait  au  contraire  être  seul  conservé,  dans  une  épure  où  le  point  considéré  M  se 
trouverait  placé  sur  la  nappe  supérieure  de  la  surface. 

276.  Rabattement.  Faisons  tourner  le  plan  PQR'  autour  de  sa  trace  QR',  pour 
le  rabattre  sur  le  plan  vertical.  Dans  ce  mouvement,  l'horizontale  (M',  IMN)  res- 
tera perpendiculaire  à  la  charnière,  et  deviendra  Wmn^  droite  sur  laquelle  on  por- 
tera des  distances  M'm  =  IM,  M'n  =  IN;  ce  qui  fournira  évidemment  deux  points 
m,  /i,  de  la  courbe  rabattue.  Les  autres  points  s'obtiendront  d'une  manière  semblable, 
aussi  bien  que  la  tangente  dont  le  pied  T  se  transportera  en  /,  et  qui  deviendra  tm. 

La  surface  actuelle  étant  gauche^  comme  nous  l'avons  démontré  au  n^  145,  elle 
ne  saurait  satisfaire  à  la  condition  essentielle  du  n^  179,  et  il  n'y  a  pas  Heu  de 
chercher  son  développement.  Observons  enfin  que  toutes  les  opérations  précédentes 
s'effectueraient  d'une  manière  entièrement  analogue,  si  le  plan  sécant  PQR'  était 
oblique  au  plan  vertical  de  projection,  et  quand  même  la  génératrice  (AD,  A'D') 
serait  assignée  dans  une  position  quelconque;  aussi  nous  engageons  le  Lecteur  à 
s'exercer  sur  de  pareilles  données. 

277.  DES  BRANCHES  INFINIES.  {Fig.  68.)  Il  est  très-important  de  savoir 
reconnaître  à  priori  si  la  section  de  l'hyperboloïde  par  un  plan  quelconque  PQR', 
présentera  ou  non  des  branches  infinies.  A  cet  effet,  il  faudra  mener  par  le  centre 
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(0,  D')  du  cercle  de  gorge,  une  droite  Oa,  D'A')  parallèle  à  la  génératrice  (DA, 
D'A'),  et  tracer  la  circonférence  ab  que  décrit  le  pied  (a.  A')  de  cette  parallèle, 
quand  elle  tourne  autour  de  Taxe  vertical  0  pour  engendrer  \ecône  asymptote;  et 
comme  on  sait  (n**  146)  que  toutes  les  arêtes  de  ce  cône  sont  respectivement  pa- 
rallèles aux  diverses  génératrices  de  Thyperboloïde,  il  n'y  aura  qu'à  conduire  par 
le  sommet  (0,  D')  un  plan  n  parallèle  a  PQR',  et  voir  si  ce  plan  tt  contient  quelque 
arête  de  cette  surface  conique. 

i^  Lorsque  la  trace  horizontale  du  plan?!  ne  rencontrera  pas  le  cercle  a6,  base 
du  cône  asymptote,  il  n'y  aura  aucune  arête  de  ce  cône,  et  conséquemment  aucune 
génératrice  de  l'hyperboloïde,  qui  soit  parallèle  au  plan  donné  PQR';  donc  aucun 
point  de  la  section  faite  par  ce  dernier  plan  ne  pourra  être  situé  à  l'infini,  et  dès  lors 
cette  section  sera  fermée  et  elliptique. 

2^  Quand  le  plan  n  coupera  la  base  ah  du  cône  asymptote  en  deux  points,  il 
existera  sur  ce  cône  deux  arêtes,  et  sur  l'hyperboloïde  deux  couples  de  génératrices, 
qui  seront  parallèles  au  plan  PQR'  :  donc  la  section  faite  par  ce  dernier  dans  l'hy- 
perboloïde, offrira  deux  branches  infinies  et  sera  une  hyperbole.  D'ailleurs,  chacun 
de  ces  deux  couples  de  génératrices,  composé  de  deux  droites  parallèles,  détermi- 
nera un  plan  qui  se  trouvera  bien  tangent  à  l'hyperboloïde  (n^  153)  dans  le  point 
de  rencontre  infiniment  éloigné  de  ces  lignes;  ce  sera  donc  l'intersection  de  ce  plan 
tangent  asymptotique  par  le  plan  donné  PQR',  qui  fournira  V asymptote  de  la  branche 
correspondante.  Ceci  s'éclaircira  par  l'exemple  du  n^  278. 

3^  Enfin,  si  le  plan  n  ne  fait  que  toucher  la  base  du  cône  asymptote,  il  n'y  aura 
plus  sur  ce  cône  qu'une  seule  arête,  et  sur  l'hyperboloïde  qu'w/i  seul  couple  de  gé- 
nératrices, qui  soient  parallèles  au  plan  donné  PQR';  donc  la  section  n'offrira  ç\v!une 
branche  infinie  et  sera  une  parabole.  D'ailleurs  elle  n'admettra  plus  d'asymptote, 
parce  que  le  plan  tangent  conduit  par  ces  deux  génératrices  se  trouvera  lui-même 
parallèle  au  plan  PQR',  comme  nous  le  verrons  clairement  au  n^  28 1 . 

278.  {Fig,  69.)  Appliquons  ces  règles  au  cas  de  l'épure  69,  où  la  génératrice 
(ADB,  A'D'A")  est  prolongée  autant  au-dessus  qu'au-dessous  du  cercle  de  gorge 
(XDY,  X'Y'),  afin  de  limiter  la  surface  aux  deux  cercles  égaux  A'B'  et  A"B",  proje- 
tés horizontalement  sur  AZBS.  La  génératrice  du  second  système  serait  (BDA, 
B'D'B");  et  ces  deux  génératrices,  transportées  parallèlement  jusqu'au  centre 
(0,  D'),  détermineraient  le  cône  asymptole  qui  a  pour  base  le  cercle  du  rayon  Oa. 
D'ailleurs,  comme  dans  l'épure  précédente,  nous  ne  nous  attacherons  pas  à  effec- 
tuer la  représentation  graphique  de  l'hyperboloïde  sur  le  plan  vertical,  où  il  n'y 
aura  que  des  lignes  isolées  qui  seront  toutes  visibles  :  ce  sera  seulement  sur  le  plan 
horizontal  que  nous  exprimerons  la  forme  de  la  surface,  en  distinguant  par  des 
ponctuations  diverses,  les  parties  visibles  et  les  parties  cachées.  Quant  au  plan 
sécant,  nous  sommes  convenus  (n^  108)  qu'il  serait  regardé  comme  enlevé,  après 
avoir  coupé  la  surface,  et  qu'il  n'en  resterait  que  les  traces  PQ  et  QR'. 

Gela  posé,  si  nous  menons  par  le  sommet  (0,  D')  du  cône  asymptote  un  plan 
D'E'F  parallèle  a  PQR'»  on  voit  qu'il  coupe  le  cercle  Oa  en  deux  points  Ë  et  F,  et  le 
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cône  asymptote  suivant  deux  arêtes  projetées  sur  OF  et  OE.  Donc,  en  ne  considé- 
rant d'abord  que  la  première  OF,  et  lui  menant  deux  parallèles  (?a,  sS,  qui  soient 
tangentes  au  cercle  de  gorge,  ce  seront  là  deux  génératrices  de  Thyperboloïde  qui 
n'iront  rencontrer  le  plan  PQR'  qu'à  l'infini  et  qui  annonceront  l'existence  d'une 
branche  indéfiniment  prolongée.  Pour  obtenir  l'asymptote,  j'observe  que  le  plan 
tangent  de  l'hyperboloïde  dans  ce  point  infiniment  éloigné,  devant  contenir 
(n^  153)  les  deux  génératrices  a&  et  Se  qui  se  coupent  en  ce  point,  aura  pour  trace 
horizontale  la  droite  aS;  et  comme  ce  plan  doit  fournir  par  son  intersection  avec 
le  plan  PQR'  l'asymptote  demandée,,  cette  ligne  se  trouvera  évidemment /^aroMe  à 
a&.  Si  donc,  par  le  point  d  où  se  coupent  les  traces  PQ  et  aS,  on  mène  la  droite  9ci> 
parallèle  à  aJ^,  ce  sera  l'asymptote  qu'il  s'agissait  de  construire. 

279.  On  pourra  répéter  des  constructions  semblables  pour  la  seconde  branche 
infinie  qui  est  indiquée  par  l'autre  arête  OE  du  cône  asymptote;  maie  on  doit  aper- 
cevoir que,  dans  l'opération  précédente,  le  plan  c^aê  qui  touchait  l'hyperboloïde  à 
une  distance  infinie  sur  la  génératrice  e^a,  était  lui-même  tangent  au  cône  asymptote 
suivant  l'arête  OF.  En  effet,  ce  plan  renferme  le  diamètre  c^Oe  du  celle  de  gorge, 
et  conséquemment  l'arête  OF;  donc  sa  trace  passera  par  le  point  F  et  sera  évidem- 
ment perpendiculaire  au  rayon  OF.  D'après  cette  remarque,  il  suffira  de  mener  au 
cercle  du  rayon  OE,  la  tangente  Ey  qui,  par  sa  rencontre  avec  PQ,  fournira  le  point 
9  par  lequel  on  devra  tirer  l'asymptote  çw  parallèlement  à  OE.  Cette  seconde 
asymptote  devra  couper  la  première  en  un  point  gj  qui  soit  situé  sur  la  droite  OP^ 
puisque  celle-ci  {o?  273)  est  toujours  un  axe  de  la  courbe. 

280.  Si  l'on  voulait  n'employer  qu'une  seule  des  deux  génératrices  c^a,  eS,  qui 
vont  aboutir  au  point  de  contact  de  l'asymptote,  on  pourrait  s'appuyer  sur  ce  que 
la  surface  étant  de  révolution,  le  plan  tangent  doit  être  perpendiculaire  au  plan 
méridien  qui  passe  par  le  point  de  contact  (n°  129).  Or  ici  ce  point  est  à  une  dis- 
tance infinie  sur  aâ\  donc  le  méridien  correspondant  est  le  plan  vertical  OF  paral- 
lèle à  ÛC&  :  ainsi  le  plan  tangent  cherché  aurait  pour  trace  horizontale  une  droite  per- 
pendiculaire à  OF  et  menée  du  point  a,  ce  qui  ferait  bien  retrouver  la  ligne  aS  déjà 
obtenue  autrement. 

281.  Si  le  plan  D'F'Fmené  par  le  sommet  du  cône  asymptote,  parallèlement  à 
PQR',  touchait  ce  cône  suivant  une  arête  unique,  c'est-à-dire  s'il  avait  la  position 
D'B'6,  on  voit  bien  (n®  269)  qu'il  serait  lui-même  tangent  à  l'hyperboloïde  dans 
le  point  infiniment  éloigné  situé  sur  la  génératrice  (BD,  B'D')  ;  or,  puisque  ce  plan 
tangent  se  trouverait  ainsi  parallèle  à  PQR',  leur  intersection  serait  transportée  tout 
entière  à  l'infini;  de  sorte  que  la  courbe  d'intersection  présenterait  bien  encore  une 
branche  infinie,  mais  qui  n^ aurait  plus  d'asymptote. 

282.  {Pig.  69.)  Maintenant,  effectuons  le  tracé  de  la  courbe  suivant  laquelle  le 
plan  PQR'  coupe  l'hyperboloïde,  et  cherchons  d'abord  les  sommets  situés  sur  Vaxe 
(OP,  R'Q).  Nous  avons  vu  (n^  273)  qu'il  fallait  tirer  la  droite  (R'C,  OC)  parallèle 
à  la  génératrice  (AD,  A'IV),  et  joindre  les  points  C  et  A;  mais  comme  la  trace  CA 
ne  rencontre  pas  ici  le  cercle  du  rayon  OP,  on  doit  en  conclure  qu'il  n'y  a  aucun 
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sommet  réel  sur  Taxe  en  question,  et  que  la  section  est  une  hyperbole  dont  la  ligne 
(OP,  R'Q)  est  V axe  imaginaire.  Alors  je  cherche  \%  centre  en  projetant  le  point  de 
rencontre  co  des  deux  asymptotes  sur  la  ligne  R'Q  en  w';  ou  bien  (n'^274,  4**)  je 
prends  le  milieu  &>'  de  Tintervalle  des  deux  points  7'  et  r{  où  le  plan  PQR'  coupe  les 
deux  arêtes  extrêmes  du  cône  asymptote;  puis,  en  faisant  une  section  horizontale 
par  ce  point  <ù\  suivant  la  méthode  du  n'^  272,  j'obtiens  les  deux  sommets  réels  G  et 
H.  Cette  même  méthode  appliquée  à  d'autres  plans  horizontaux,  tels  que  M'V  et 
y"W\  qu'il  sera  bon  de  choisir  de  manière  à  fournir  des  sections  égales  dans  les 
deux  nappes,  fera  trouver  de  nouveaux  points  M  et  N,  ]ul  et  v,  de  la  courbe  cher- 
ehée  :  en  outre,  cette  ligne  devra  évidemment  passer  par  les  points  T  et  S  où  U 
cercle  ÂBS  est  rencontré  par  la  trace  PQ  du  plan  sécant,  aussi  bien  que  par  les  points 
(Z,  Z')  et  (U,  Z')  où  ce  même  plan  coupe  le  cercle  supérieur  A!'^". 

Enfin,  comme  le  cercle  de  gorge  X' Y'  est  rencontré  par  le  plan  PQR'  en  deux 
points  projetés  verticalement  sur  U,  on  en  conclura  leurs  projections  horizontales 
L  et  K,  dans  lesquelles  ce  cercle  et  l'hyperbole  devront  se  toucher  sur  le  plan  hori- 
zontal. En  effet,  quoique  les  tangentes  de  ces  courbes  dans  l'espace  soient  très- 
distinctes  l'une  de  l'autre,  elles  se  trouvent  toutes  deux  dans  le  plan  tangent  de 
Thyperboloïde  qui,  pour  chaque  point  du  cercle  de  gorge,  est  évidemment  wr^wo/; 
d'où  il  résulte  que  les  projections  horizontales  de  ces  deux  tangentes  se  confondront 
nécessairement. 

Quant  a  la  construction  de  la  tangente  à  la  section,  pour  un  point  quelconque 
(M,  M'),  elle  s'effectuerait  par  les  mêmes  moyens  qu'au  n°  275. 

283.  Rabattement.  On  effectuera  cette  opération  comme  dans  l'épure  précédente, 
en  faisant  tourner  le  plan  PQR'  autour  de  sa  trace  verticale  QR',  et  en  portant  sur 
des  perpendiculaires  à  cette  charnière,  des  distances  M'/w  =  IM,  M'/i  =  IN,.... 

Quant  aux  asymptotes,  on  rabattra  d'abord  de  la  même  manière  le  centre  (&>,  a>') 
en  w";  puis,  en  rapportant  les  points  9  et  6  en  (f"  et  6",  on  obtiendra  <f''(ù"  et  0"  w" 
pour  les  asymptotes  de  la  courbe  rabattue. 

PROBLÈME  VIII.  Intersection  d'une  droite  avec  un  hyperbolo'ide  de  réçolution  à 
une  nappe. 

284.  {Fig.  66.)  Nous  plaçons  ici  ce  problème,  parce  qu'il  n'est  qu'une  extension 
de  celui  que  nous  avons  résolu  au  n*^  273,  pour  une  droite  qui  rencontrait  l'axe  de 
la  surface;  et  nous  allons  ramènera  ce  cas  particulier  la  question  actuelle,  où  la 
droite  proposée  aura  une  position  quelconque.  Soient  donc  (0,  O'Z')  Taxe  de  l'hy- 
perboloïde,  (ADB,  A'D'B')  la  génératrice  rectiligne,  et(PQ,  FQ')  la  droite  dont  il 
s'agit  de  trouver  les  points  d'intersection  avec  la  surface.  Nous  la  supposons  ici 
amenée,  par  une  rotation  autour  de  l'axe,  dans  une  situation  parallèle  au  plan  ver- 
tical :  mais  cette  opération  préliminaire  est  toujours  fort  aisée  k  effectuer  (n®  149)  ; 
et  comme  d'ailleurs  elle  laissera  le  point  d'intersection  avec  la  surface,  sur  le  même 
parallèle  où  il  était  situé  d'abord,  il  sera  bien  facile  de  retrouver  ce  point  dans  la 
position  primitive. 

285.  Gelaposé>  si  le  plan  vertical  PQ  rencontre  le  cercle  de  gorge  décrit  avec  le 
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rayon  OD,  il  coupera  la  surface  donnée  que  je  désigne  par  H,,  suivant  une  hyper- 
bole dont  Taxe  réel  sera  (XY,  X'^t')  et  qui  aura  pour  une  de  ses  asymptotes  la  droite 
(A'B',  PQ).  Il  serait  donc  facile,  d'après  ces  données,  de  construire  cette  courbe 
sur  le  plan  vertical,  et  sa  rencontre  avec  P'Q'  ferait  alors  connaître  les  points 
demandés;  mais  nous  nous  proposons  d'arriver  à  ce  résultat  par  des  constructions 
directes  et  qui  n'emploient  que  la  ligne  droite  et  le  cercle.  Pour  cela,  imaginons  que 
l'hyperbole  dont  nous  venons  de  parler  et  qui  contient  les  points  cherchés,  tourne 
autour  de  la  verticale  o)  :  elle  produira  ainsi  un  second  hyperboloîde  à  une  nappe 
Ha  dont  le  cercle  de  gorge  sera  (Xd'Y,  X'Y' ) ,  et  qui  aura  pour  génératrice  rectiligne 
la  droite  (aS,  A'B');  alors  la  question  primitive  se  réduira  évidemment  a  trouver  les 
points  d'intersection  de  ce  nouvel  hyperboloîde  Ha  avec  la  droite  (PQ,  P'Q')  qui 
rencontre  son  axe  (oo^  O'Z');  et,  par  conséquent,  nous  sommes  ramenés  au  pro- 
blème du  n""  273. 

On  décrira  donc  avec  le  rayon  cdP  un  cercle  qui  sera  la  base  d'un  cône  auccilicdre 
ayant  pour  sommet  le  point  (o),  R');  puis,  en  menant  la  droite  (R'C,  ci>C)  parallèle 
à  la  génératrice,  on  déterminera  la  trace  a  G  d'un  plan  qui  coupera  ce  cône  suivant 
les  arêtes  coË  et  oF.  Ces  dernières  lignes  vont  rencontrer  la  génératrice  aux  points 
(L,  L')  et  (K,  K'),  que  l'on  ramènera  sur  la  droite  proposée  en  (M',  M)  et  (N',  N); 
et  ces  derniers  points  seront  ceux  où  la  droite  (PQ,  P'Q')  perce  le  second  hyperbo- 
loîde Ha  et  aussi  le  premier  H4 . 

286.  Si  la  projection  horizontale  PQ  de  la  droite  proposée  se  trouvait /an^en^^ 
au  cercle  de  gorge  décrit  avec  le  rayon  OD,  le  plan  vertical  PQ  couperait  évidem- 
ment rhyperboloide  primitif  H|  suivant  deux  droites  projetées  sur  A'B'  et  sur  la 
droite  symétrique  de  cette  dernière;  dès  lors,  la  rencontre  de  ces  deux  droites  avec 
FQ'  fournirait  immédiatement  les  points  cherchés. 

287.  Enfin,  supposons,  comme  dans  \^fig*  67,  que  la  droite  proposée  (PQ,  P'Q') 
se  projette  en  dehors  du  cercle  de  gorge  OD.  Dans  ce  cas,  le  plan  vertical  PQ  cou- 
perait encore  la  surface  primitive  H|  suivant  une  hyperbole,  mais  son  axe  réel  serait 
dirigé  suivant  la  verticale  R;  de  sorte  qu'en  faisant  tourner  cette  courbe  autour  de 
cette  verticale,  on  obtiendrait  un  hyperboloîde  à  deux  nappes^  et  le  problème  ne 
serait  plus  aussi  simple.  C'est  pourquoi  je  renverse  la  question  primitive,  et  je  me 
propose  de  trouver  les  points  d'intersection  de  la  droite  (AB,  A'B'),  avec  l'hyper- 
boloide  H,  que  décrirait  (PQ,  FQ')  en  tournant  autour  de  la  verticale  0,  parce  que 
ces  nouveaux  points  de  section  seront  évidemment  à  la  même  hauteur  que  les 
premiers. 

Or,  dans  ce  second  hyperboloîde  H,,  le  cercle  de  gorge  qui  a  pour  rayon  (OR,  R') 
est  nécessairement  coupé  par  le  plan  vertical  AB,  et  la  question  rentre  tout  à  fait 
dans  le  cas  du  n°  285  :  ainsi,  après  avoir  décrit  le  cercle  de  gorge  (Xp  Y,  X'Y') 
d'un  troisième  hyperboloîde  H4  qui  aurait  pour  génératrice  la  droite  (tt/s,  FR'),  on 
trouvera,  comme  ci-dessus,  les  points  (fx.  M')  et  (v,  N'),  où  cette  dernière  ligne 
serait  rencontrée  par  (AB,  A'B')  tournant  autour  de  la  verticale  D;  puis,  il  reste- 
rait à  transporter  ces  deux  points  sur  (  AB,  A'B'),  en  les  laissant  k  la  même  hauteur. 
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Mais  les  derniers  points  ainsi  obtenus  devraient  ensuite»  pour  le  problème  primitif, 
être  ramenés  sur  (PQ,  P'Q')  en  les  laissant  encore  dans  les  mêmes  plans  horizon- 
taux; par  conséquent,  Tôpération  se  réduit  k  transporter  immédiatement  les  points 
{[i,  W)  et  (v,  N')  en  (M,  M')  et  (N,  N'),  qui  seront  les  points  de  rencontre  delà 
droite  (PQ,  FQ')  avec  le  premier  hyperboloïde  H<  décrit  par  la  révolution  de 
(AB,  A'B')  autour  de  la  verticale  0. 


HM^ 


CHAPITRE  III. 

INTERSECTIONS  DE  DEUX  SURFACES  COURRES. 

PROBLEME  I.  Intersection  de  deux  cylindres  quelconques . 

288.  {Fig.  70.)  Soient  ABGKH  la  base  ou  la  trace  horizontale  du  premier  cylin- 
dre, et  (AZ,  A'Z')  une  de  ses  génératrices;  soient  VLMYI  et{\9,  T{^')  les  données 
analogues  pour  le  deuxième  cylindre  :  on  en  déduira  aisément  (n^  109)  le  contour 
apparent  de  chacune  de  ces  surfaces  sur  le  plan  horizontal  et  sur  le  plan  vertical; 
puis,  pour  obtenir  leur  intersection,  il  faudra  employer  des  plans  sécants  qui  soient 
parallèles  à  la  fois  aux  génératrices  de  Vun  et  de  l'autre  cylindre,  et  qui  produiront 
ainsi,  dans  ces  deux  surfaces,  des  sections  évidemment  rectilignes.  A  cet  effet, 
menons  par  un  point  quelconque  de  l'arête  (  AZ,  A'Z')  une  droite  (ZR,  Z'R')  paral- 
lèle aux  génératrices  du  deuxième  cylindre,  et  construisons  la  trace  horizontale  RA 
du  plan  qui  passerait  par  ces  deux  droites;  alors  nous  n'aurons  plus  besoin  que  de 
tirer  diverses  parallèles  k  RA,  pour  être  certains  que  ce  sont  là  les  traces  de  plans 
propres  à  couper  les  deux  cylindres  suivant  des  génératrices  rectilignes. 

289.  Considérons  le  plan  sécant  RA  :  il  coupe  le  premier  cylindre  suivant  deux 
arêtes  projetées  sur  Aaa  et  Ccy,  et  le  second  cylindre  suivant  des  arêtes  projetées 
sur  L/  et  Q^;  par  conséquent,  ces  quatre  droites  qui  sont  dans  un  même  plan,  four- 
niront par  la  rencontre  de  leurs  projections  quatre  points  a,  ol,  c,  7,  appartenant  à  la 
projection  horizontale  de  l'intersection  des  deux  cylindres.  Ensuite,  si  l'on  projette 
sur  la  ligne  de  terre  les  pieds  A,  C,  L,  Q,  de  ces  arêtes,  on  en  conclura  leurs  pro- 
jections verticales  qui  fourniront  aussi  par  leurs  rencontres  mutuelles,  les  points 
o!f  a',  cfy  y,  de  la  courbe  d'intersection  projetée  sur  le  plan  vertical  ;  d'ailleurs  il  fau- 
dra, comme  vérification,  que  ces  points  a  et  a',  u  et  a',...  se  trouvent  deux  à  deux 
sur  des  droites  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre. 

On  agira  de  même  pour  d'autres  plans  sécants  parallèles  à  RA  ;  mais  il  est  bon  de 
commencer  l'épure  par  déterminer  les  points  remarquables  dont  nous  allons  parler, 
parce  que  ceux-là  sont  essentiels  à  construire,  et  qu'on  pourra  ensuite  proportion- 
ner le  nombre  des  plans  sécants  intermédiaires,  aux  intervalles  qui  resteront  entre 
les  points  déjà  obtenus. 

290.  Points  sur  les  plans  limites.  Si  l'on  tire  parallèlement  à  RA  des  droites  MNB, 
GHI,  dont  chacune  soit  tangente  à  Vune  des  bases  et  en  même  temps  sécante  par  rap^ 
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port  à  l'autre  hase^  ces  droites  seront  les  traces  de  à^wx plans  limites  entre  lesquels 
se  trouveront  compris  tous  les  points  qui  sont  communs  aux  deux  surfaces;  car,  au 
dehors  de  ces  limites,  on  voit  bien  que  les  plans  sécants  parallèles  à  RA  ne  pour- 
raient plus  couper  qu'un  seul  des  deux  cylindres.  D'ailleurs,  si  Ton  applique  au 
plan  MNB  la  méthode  générale  exposée  au  numéro  précédent,  on  obtiendra  deux 
points  (g,  6')  et  (6,  V)  dans  lesquels  les  génératrices  (Mm,  M' m')  et(Nn,  N'n') 
se  trouveront  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  dans  l'espace;  et,  par  suite,  ce 
contact  devra  se  vérifier  sur  les  deux  plans  de  projection^  comme  on  le  voit  dans 
notre  épure.  En  efTet,  la  droite  (M6,  M'-ê')  est  évidemment  dans  le  plan  qui  tou- 
cherait le  cylindre  LMN  au  point  (S,  S');  mais  elle  est  aussi  dans  le  plan  sécant 
MBê  qui,  par  hypothèse,  se  trouve  tangent  au  cylindre  ABC  le  long  de  Tarète  BS  : 
donc  cette  droite  (M§,  M' S')  est  Tintersection  des  plans  tangents  aux  deux  surfaces 
dans  le  point  (6,  &)y  et  conséquemment  (n^  213)  elle  est  bien  tangente  à  la  courbe 
suivant  laquelle  se  coupent  ces  deux  surfaces. 

On  prouvera  de  même  que  Tarète  (N6,  N'6')  est  tangente  à  la  courbe  d'inter- 
section au  point  (&,  b')\  et,  pareillement,  le  plan  limite  GHI  fournira  deux  points 
(g,  g)  et  (A,  K)  dans  lesquels  la  courbe  sera  touchée  par  les  arêtes  (G^,  G'^')  et 
(HA,  Wh). 

291 .  Points  sur  les  contours  apparents.  On  fera  passer  des  plans  sécants  parallèles 
à  RA,  par  les  points  A,  K,  X,  Y  (*),  où  aboutissent  les  arêtes  qui  forment  le  contour 
apparent  de  chaque  cylindre  sur  le  plan  horizontal  ;  puis,  par  la  méthode  générale 
du  n^289,  on  obtiendra  les  points  (a,  a'),  (a,  a'),  (;r,  tt'),  (ip,  (p'),  (rf,  rf'),  dans  les- 
quels la  courbe  touchera^  mais  seulement  sur  le  plan  horizontal^  les  arêtes  correspon- 
dantes. En  effet,  au  point  (a,  a!)  par  exemple,  la  tangente  de  la  courbe  dans  l'es- 
pace est  distincte  de  la  génératrice  (A a,  A! a!)  :  mais  ces  droites  sont  contenues 
toutes  deux  dans  le  plan  tangent  le  long  de  (  Aa,  A' a'),  et  comme  ici  ce  plan  est 
nécessairement  t;er/ica/,  il  en  résulte  que  la  projection  horizontale  de  cette  généra- 
trice coïncidera  avec  celle  de  la  tangente;  par  conséquent,  elle  devra  toucher  la  pro- 
jection de  la  courbe  sur  le  plan  horizontal,  tandis  qu'il  n'en  sera  pas  de  même  sur 
le  plan  vertical. 

Observons,  d'ailleurs ,  que  ce  sera  toujours  dans  quelques-uns  des  points  dont 
nous  venons  de  parler  que  se  fera  le  passage  de  la  partie  visible  à  la  partie  invisible 
de  la  courbe  d'intersection,  considérée  en  projection  horizontale.  Au  surplus, 
nous  donnerons  bientôt  une  règle  générale  pour  distinguer  ces  parties  les  unes  des 
autres. 

292.  De  même,  si  par  les  pieds  Y»  U,  T»  G,  des  arêtes  qui  forment  le  contour 
apparent  de  chaque  cylindre  sur  le  plan  vertical,  on  mène  des  plans  sécants  paral- 
lèles àRA,  on  obtiendra  des  points  tels  que  (s,  e'),  dans  lesquels  la  courbe  touchera^ 
mais  se\x\em%nisurleplanverticaly  les  arêtes  correspondantes  telles  que  (Yi,  Y' s'). 

(*)  Ici  où  le  point  K  se  trouve  hors  des  plans  limites,  il  est  inutile  de  mener  on  plan  sécant  par  ce 
point. 
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En  effet,  cette  génératrice  et  la  tangente  de  la  courbe  au  point  (s,  z')  sont  toutes 
deux  dans  le  plan  tangent  le  long  de  (Ve,  W);  or  ce  plan  étant  ici  perpendiculaire 
au  plan  vertical,  les  projections  verticales  de  ces  deux  droites  se  confondent  néces- 
sairement, tandis  qu'il  n'en  est  pas  de  même  de  leurs  projections  horizontales.  Quant 
à  Taréte  (6^,  6'^'),  elle  touche,  il  est  vrai,  la  courbe  sur  les  deux  plans  de  pro- 
jection à  la  fois;  mais  cela  tient  k  ce  que,  dans  la  figure  actuelle,  cette  génératrice 
se  trouve  à  la  fois  sur  le  contour  apparent  et  dans  le  plan  limite  GHI. 

Enfin,  ce  sera  aussi  dans  quelques-uns  des  points  dont  nous  venons  de  parler, 
que  se  fera  le  passage  de  la  partie  visible  de  la  courbe  à  la  partie  invisible  sur  le  plan 
vertical,  parties  qui  ne  sont  pas  les  mêmes  que  pour  la  projection  horizontale,  puis- 
que le  point  de  vue  est  différent  (n®  106) . 

293.  La  tangente  en  un  point  quelconque  (^  t')  de  la  courbe  d'intersection,  sera 
fournie  par  l'intersection  des  deux  plans  qui  touchent  les  cylindres  le  long  des 
arêtes  T^  et  St  :  or  les  traces  horizontales  de  ces  plans  sont  les  droites  T6  etSd  tan- 
gentes aux  bases  dans  les  points  T  et  S  ;  donc  le  point  Q  où  se  coupent  ces  deux 
droites,  appartient  à  la  tangente  demandée,  laquelle  est  par  conséquent  Qt. 

Lorsque  le  point  6  où  vont  se  rencontrer  les  traces  des  deux  plans  tangents,  se 
trouvera  trop  éloigné,  comme  cela  arrive  dans  notre  épure,  on  pourra  y  suppléer 
de  la  manière  suivante.  Le  plan  sécant  MN6  parallèle  aux  génératrices  des  deux 
cylindres  à  la  fois,  doit  couper  le  plan  tangent  Sd  suivant  une  droite  /xco  parallèle  à 
S^  et  le  plan  tangent  Td  suivant  une  autre  droite  Xu  parallèle  à  Tt;  donc  le  point  (ù 
où  se  rencontrent  les  lignes  Xu  et  /xo),  est  nécessairement  commun  aux  deux  plans 
tangents,  et  conséquemment  c'est  un  point  de  la  tangente  cherchée  ttôô. 

Nous  n'avons  parlé  jusqu'ici  que  de  la  projection  horizontale  de  la  tangente,  parce 
que  le  point  (/,  t')  que  nous  avons  choisi  pour  plus  de  clarté,  se  trouvant  placé  sur 
le  contour  apparent  relatif  au  plan  vertical,  la  tangente  est  projetée  sur  ce  même 
plan,  suivant  l'arête  Tt';  mais,  dans  un  autre  cas,  il  suffira  de  projeter  sur  la  ligne 
de  terre  le  pied  6  de  la  tangente,  et  de  le  joindre  avec  t';  ou  bien,  on  construira  aisé- 
ment les  projections  verticales  des  deux  droites  auxiliaires  Xco  et  /xo  qui,  par  leur 
rencontre,  fourniront  un  point  o)  de  la  tangente  projetée  sur  le  plan  vertical. 

294.  Remarque  L  {Fig.  70.)  Pour  distinguer  sur  la  courbe  d'intersection  des 
deux  cylindres,  les  parties  visibles  d'avec  les  parties  invisibles  en  projection  hori- 
zontale, il  faut  observer  que  si  le  cylindre  ÂBK  existait  seul  dans  l'épure,  les  arêtes 
qui  aboutissent  sur  l'arc  ABK  seraient  toutes  visibles,  tandis  que  celles  qui  tom- 
bent sur  l'arc  AHK  ne  le  seraient  pas  :  de  même,  si  le  cylindre  XMY  subsistait  seul, 
les  arêtes  visibles  seraient  celles  qui  aboutissent  sur  l'arc  XVY,  tandis  que  toutes  les 
autres  ne  seraient  pas  vues.  Mais  lorsque  les  deux  cylindres  existeront  simultané- 
ment, il  pourra  arriver  qu'une  arête  visible  sur  le  premier  se  trouve  cachée  en  partie 
par  le  second;  toutefois  si  cette  arête  vient  à  rencontrer  une  génératrice  aussi  visible 
sur  ce  dernier  cylindre,  alors  elle  redeviendra  visible  en  cet  endroit.  D'un  autre 
côté,  lorsqu'un  point  se  trouvera  sur  une  arête  qui  serait  invisible,  en  ne  considé- 
rant que  le  cylindre  auquel  elle  appartient,  il  est  évident  qu'à  plus  forte  raison  ce 
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point  demeurera  invisible,  quand  les  deux  cylindres  existeront  à  la  fois;  par  consé- 
quent» nous  pouvons  poser  les  deux  règles  suivantes  : 

Un  point  de  la  courbe  d'intersection  sera  visible,  lorsqu'il  sera  fourni  par  la  ren- 
contre de  DEUX  ARÊTES  VISIBLES  l'une  et  l'autre^  sur  chaque  cylindre  considéré  isolément. 

Un  point  de  l'intersection  sera  invisible,  quand  il  proviendra  de  la  rencontre  de 
deux  arêtes  dont  une,  au  moins,  sera  invisible  sur  le  cylindre  auquel  elle  appartient. 

Le  lecteur  fera  aisément  l'application  de  ces  règles  à  la  projection  horizontale 
de  l'intersection  de  deux  cylindres,  puisque  nous  avons  indiqué  plus  haut  quelles 
étaient  les  arêtes  visibles  sur  chaque  surface  considérée  isolément;  et  par  là,  il  se 
rendra  compte  des  parties  pleines  ou  ponctuées  que  présente  notre  épure.  Quant  à 
la  projection  verticale,  les  règles  précédentes  s'appliqueront  également,  pourvu 
qu'on  se  rappelle  que,  relativement  a  cette  projection,  les  seules  arêtes  visibles  sur 
le  premier  cylindre  considéré  isolément,  sont  celles  qui  aboutissent  sur  l'arc  TAG, 
et  que  les  arêtes  visibles  du  deuxième  cylindre  aboutissent  toutes  sur  l'arc  VMU. 

293.  Remarque  II.  {Fig.  70.)  La  rencontre  des  deux  cylindres  peut  avoir  lieu 
par  arrachement  ou  par  pénétration.  Il  y  a  arrachement,  lorsque  les  traces  MNB  et 
GHI  des  deux  plans  limites  sont,  comme  dans  l'épure  actuelle,  tangentes  l'une  à 
la  base  ABKH,  et  l'autre  à  la  base  XMY,  parce  qu'alors,  sur  chaque  cylindre,  il 
existe  des  génératrices  qui  ne  contiennent  aucun  point  de  l'intersection,  et  qu'ainsi 
ces  deux  corps  ne  font  que  s'arracher  mutuellement  une  partie  de  leur  surface, 
tandis  que  les  portions  correspondantes  aux  arcs  MON  et  HKG,  conservent  leur  in- 
tégrité dans  toute  leur  longueur.  En  outre,  il  importe  d'observer  que,  dans  ce  cas, 
toutes  les  parties  de  l'intersection  formeront  une  branche  unique  et  non  interrompue, 
qu'un  point  mobile  pourra  parcourir  d'un  mouvement  continu,  sans  cesser  d'être 
sur  les  deux  cylindres  à  la  fois. 

Au  contraire,  quand  les  traces  GHI  et  CAO  des  deux  plans  limites  seront  tan- 
gentes à  la  rriême  hase,  comme  dans  \^fig*  70  his,  alors  il  y  ^nroi  pénétration,  parce 
que  toutes  les  génératrices  du  cylindre  XOY  entreront  dans  l'autre  corps,  et  y  trace- 
ront sur  la  nappe  correspondante  à  l'arc  AH,  une  première  branche  fermée;  puis, 
elles  sortiront  du  cylindre  par  une  seconde  branche  aussi  fermée,  et  située  sur  la 
nappe  CG.  D'ailleurs  ces  deux  courbes  d'entrée  et  de  sortie  seront  totalement  dis- 
tinctes, et  n'auront  aucune  partie  commune  par  où  un  point  mobile  puisse  passer 
de  l'une  à  l'autie  sans  interruption  ;  puisqu'elles  se  trouveront  séparées,  sur  le  grand 
cylindre,  par  les  nappes  ABC  et  HKG  où  il  n'existe  aucun  point  de  l'intersection. 

Pour  mettre  sous  les  yeux  du  lecteur  la  réunion  des  formes  les  plus  remarquables 
que  peut  offrir  la  rencontre  de  deux  cylindres,  nous  avons  construit  sur  la^?^.  7 1 , 
i"*  l'intersection  du  cylindre  vertical  (XY,X'X"Y"Y')  avec  un  cylindre  oblique  dont 
la  base  est  le  cercle  (AB,  A'B');  il  y  a  ici  pénétration  et  deux  branches  séparées, 
parce  que  les  plans  limites /^^r  et  PQR  sont  tangents  à  la  même  base;  2^  l'intersection 
du  même  cylindre  vertical  avec  un  cylindre  oblique  ayant  pour  base  (CD,  CD'),  et 
!'on  trouve  ici  une  courbe  à  nœud,  parce  qu'un  des  deux  plans  limites  pqr  et  ST 
le  trouve  tangent  aux  deux  bases  à  la  fois;  S""  l'intersection  du  premier  cylindre  XY 
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avec  le  cylindre  oblique  qui  aurait  pour  base  (EF,  E'F),  et  il  y  a  ici  arrachement 
parce  que  les  deux  plans  limites/^çr  et  LT  sont  tangents  a  des  bases  différentes.  Du 
reste,  la  construction  de  ces  courbes  n'a  pas  besoin  d'explications,  d'après  la  mé- 
thode générale  exposée  auxn^*  288—291;  nous  ferons  seulement  observer  que, 
si  deux  génératrices  appartenant  aux  contours  apparents,  comme  (X,X'X")  et 
(FG,  F'C),  se  trouvaient  dans  un  même  plan,  la  courbe  présenterait  en  x'  un  point 
d arrêta  où  l'une  des  branches  serait  tangente  à  la  verticale  X'X",  et  l'autre  à  la 
génératrice  F'G". 

296.  Remarque  III.  Dans  tous  les  cas,  l'intersection  n'aura  pas  de  branche  in- 
finie, si  les  deux  bases  sont  des  courbes  fermées.  En  effet,  pour  qu'il  existât  une 

branche  qui  s'étendît  indéfiniment,  il  faudrait  qu'il  se  trouvât  sur  un  des  cylindres 
une  génératrice  parallèle  à  une  génératrice  de  l'autre  ;  mais  alors,  d'après  la  nature 
de  ces  surfaces,  toutes  les  génératrices  seraient  parallèles  entre  elles  dans  les  deux 
corps,  et  l'intersection  n'aurait  plus  lieu;  ou  bien,  elle  se  réduirait  à  une  ou  plu-- 
sieurs  droites  correspondant  aux  points  de  rencontre  des  deux  bases,  genre  de  ligne 
qui  n'exige  aucune  discussion. 

Quand  les  deux  bases,  ou  Tune  d'entre  elles,  seront  des  courbes  indéfinies,  il 
suffira  d'examiner  la  position  des  plans  limites  (n*'  290)  par  rapport  à  ces  bases, 
pour  reconnaître  si  quelqu'un  des  plans  sécants  intermédiaires  peut  aller  couper 
l'une  des  bases  à  une  distance  infinie. 

PROBLEME  II.  Intersection  de  dewjc  cônes  à  bases  quelconques, 

297.  {Fig.  72.)  Soient  (S, S')  le  sommet  du  premier  cône,  et  AB  la  courbe  qui 
lui  sert  de  base  sur  le  plan  horizontal  :  soient  (T,T')  et  DE  les  données  analogues 
pour  le  deuxième  cône  ;  alors,  en  menant  aux  bases  des  tangentes  perpendiculaires 
à  la  ligne  de  terre,  on  obtiendra  les  droites  S'A'  et  S'B',  T'D'  et  T'E',  pour  les  con- 
tours apparents  de  ces  deux  surfaces  sur  le  plan  vertical.  Quant  au  plan  horizontal, 
il  n'y  a  d'autres  limites  que  les  traces  AB  et  DE;  car  ici  les  sommets  se  trouvant 
projetés  au  dedans  des  bases,  il  est  impossible  de  mener  k  ces  courbes  des  tangentes 
partant  des  points  S  etT  (n**  119  ),  ce  qui  serait  nécessaire  pour  obtenir  des  plans 
tangents  verticaux.  Nous  ferons  d'ailleurs  abstraction  des  nappes  supérieures  des 
deux  cônes,  afin  de  ne  pas  rendre  invisible,  sur  le  plan  horizontal,  la  branche 
d'intersection  qui  proviendra  des  nappes  inférieures,  et  qui  doit  fixer  spécialement 
notre  attention. 

298.  Pour  obtenir  l'intersection  de  ces  deux  cônes,  nous  emploierons  divers 
plans  sécants  conduits  tous  suivant  la  droite  (ST,  ST)  qui  joint  les  deux  sommets;  car 
de  tels  plans  ne  produiront  dans  les  deux  surfaces  que  des  sections  rectilignes  faciles 
à  construire,  et  d'ailleurs  leurs  traces  horizontales  devront  évidemment  passer 
toutes  par  le  point  R.  Considérons  donc  celui  de  ces  plans  qui  a  pour  trace  la  droite 
quelconque  RIFGH  :  il  coupe  le  cône  T  suivant  deux  génératrices  projetées  sur  TF 
etTG,  et  le  cône  S  suivant  deux  génératrices  projetées  sur  SI  et  SH;  or,  cette  der- 
nière droite  rencontrant  leî)  précédentes  aux  points  K  et  M,  il  s'ensuit  que  ces  deux 
points  appartiennent  à  la  projection  horizontale  de  l'intersection  demandée.  Mous 
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négligerons  ici  les  points  de  section  qui  seraient  fournis  par  l'arête  SI,  attendu 
que  cette  droite  ne  va  couper  les  génératrices  TF  et  TG  qu'au  delà  du  sommet  T, 
et  que,  par  conséquent,  ces  points  appartiendraient  a  la  branche  d'intersection 
située  sur  les  nappés  supérieures,  dont  nous  sommes  convenus  de  faire  abstraction. 
Quant  au  plan  vertical,  il  suffira  de  projeter  sur  la  ligne  de  terre  les  pieds  F,  G, 
H,  des  génératrices  que  nous  venons  de  combiner,  et  leurs  projections  verticales 
T'F',  T'G',  S'H',  fourniront  par  leurs  rencontres  les  points  K'  et  M'  de  la  courbe 
d'intersection  projetée  sur  ce  plan;  d'ailleurs,  on  sait  que  ces  derniers  points  de- 
vront être  liés  avec  K  et  M  par  la  condition  de  se  trouver  deux  à  deux  sur  une  même 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  ;  ce  qui  pourrait  aussi  servir  a  déduire  ceux-là 
des  autres,  en  n'employant  que  la  seule  génératrice  S'H'  sur  le  plan  vertical.  On 
opérera  d'une  manière  toute  semblable,  pour  d'autres  droites  partant  du  point  R  : 
mais  nous  recommandons  de  commencer  le  tracé  de  l'épure,  par  la  recherche 
des  divers/?oe>i/^  remarquables  dont  nous  allons  parler;  parce  que  ceux-ci  sont  es- 
sentiels à  construire,  et  qu'une  fois  leur  position  fixée,  il  sera  facile  de  propor- 
tionner le  nombre  des  plans  sécants  intermédiaires,  aux  intervalles  qui  resteront 
entre  les  points  déjà  obtenus. 

299.  Points  sur  les  plans  limites .  {Fig.  72.)  Si  la  trace  R  de  la  ligne  (ST,  S'T') 
n'est  pas  placée  en  dedans  des  deux  bases,  on  pourra  mener  de  ce  point  deux  droites 
RPQ  et  RUV  dont  chacune  soit  à  la  fois  tangente  à  Vune  des  hases  et  sécante  par 
rapport  à  Vautre  :  alors  ces  droites  seront  les  traces  des  plans  sécants  limites;  car  on 
voit  bien  que  tout  plan  mené  par  les  deux  sommets,  et  qui  se  trouverait  hors  de  l'es- 
pace angulaire  VRQ,  ne  rencontrerait  plus  qu'un  seul  des  cônes,  et,  conséquemment, 
ne  pourrait  renfermer  aucun  point  de  leur  intersection.  D'ailleurs,  si  l'on  applique 
au  plan  limite  RPQ  le  mode  général  de  construction  indiqué  au  numéro  précédent, 
on  obtiendra  le  point  (L,  L')  dans  lequel  la  génératrice  (SLQ,  S'L'Q')  se  trouvera 
tangente  à  la  courbe  d'intersection  d^ns  l'espace,  et  ce  contact  devra  se  vérifier  sur 
les  deux  plans  de  projection^  comme  on  le  voit  dans  notre  épure.  En  effet,  la  généra- 
trice (SQ,  S'Q')  est  contenue  dans  le  plan  limite  RQ  qui,  par  hypothèse,  se  trouve 
tangent  au  cône  T  suivant  l'arête  TLP,  et,  par  suite,  dans  le  point  (L,  L')  ;  mais  cette 
génératrice  (SQ,  S'Q')  se  trouve  aussi  évidemment  dans  le  plan  qui  toucherait  le 
cône  S  au  point  (L,  L');  donc  elle  est  l'intersection  des  plans  tangents  menés  aux 
deux  surfaces  par  le  point  (L,  L'),  et,  par  conséquent  (p®  215),  elle  est  bien 
tangente  à  la  courbe  suivant  laquelle  se  coupent  ces  surfaces. 

On  prouvera  de  même  que  le  plan  limite  RUV  fournit  un  point  (N,  N'),  dans 
lequel  la  courbe  est  touchée  par  l'arête  (SV,  S' V)  sur  les  deux  plans  de  projection. 

300.  Points  sur  les  contours  apparents.  On  fera  passer  des  plans  sécants  par  les 
points B,  E,  D,  où  aboutissent  les  arêtes  qui  forment  le  contour  apparent  de  chaque 
surface,  et  parla  méthode  générale  du  n*'298,  on  obtiendra  les  points  (S,  ê'),  (6,  b'), 
(e,  e')  ((?,  (?'),  dans  lesquels  la  courbe  touchera,  mais  seulement  sur  le  plan  vertical, 
les  arêtes  correspondantes.  En  effet,  au  point  (ê,  6')  par  exemple,  la  tangente  de 
la  courbe  dans  l'espace  est  très-distincte  de  la  génératrice  (SB,  S'B')  :  mais  ces 
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droites  sont  toutes  deux  dans  le  plan  S'B'B  tangent  le  long  de  cette  génératrice;  et 
comme  ce  plan  est  évidemment  perpendiculaire  au  plan  vertical,  il  en  résulte  que  la 
tangente  et  la  génératrice  dont  nous  parlons  se  confondront  en  projection  verticale; 
par  conséquent,  il  faudra  que  la  dfoite  S'B'  touche  la  courbe  sur  le  plan  vertical,  tan- 
dis que  SB  sera  loin  d'être  tangente  à  la  projection  horizontale. 

Observons,  d'ailleurs,  que  ce  sera  toujours  dans  quelques-uns  des  points  dont 
nous  venons  de  parler  qu'aura  lieu  le  passage  de  la  partie  visible  a  la  partie  inmible 
de  la  courbe  d'intersection;  c'est  pourquoi  il  est  très-important  de  construire  les 
points  situés  sur  les  contours  apparents,  préférablement  a  d'autres  points  qui  seraient 
même  très-voisins  de  ceux-là.  Au  surplus,  nous  donnerons  bientôt  une  règle  géné- 
rale pour  discerner  les  arcs  visibles  d'avec  les  arcs  invisibles  sur  la  courbe  d'inter- 
section. 

501.  {Fig.  72.)  Za  tangente  en  un  point  quelconque  (M,  M')  de  cette  courbe, 
sera  fournie  (n*'  215)  par  l'intersection  des  deux  plans  qui  touchent  les  cônes  sui- 
vant les  arêtes  SMH  et  TMG  :  or  les  traces  horizontales  de  ces  plans  sont  les  droites 
E6  et  GÔ  tangentes  aux  bases;  donc  le  point  6  où  se  coupent  ces  dernières  droites, 
est  le  pied  de  la  tangente  qui,  par  conséquent,  a  pour  projection  horizontale  la 
droite  ÔM.  Quant  à  la  projection  verticale  6'M',  on  l'obtiendra  en  projetant  le  point 
6  sur  la  ligne  de  terre  en  6\ 

502.  On  peut  encore  se  proposer  de  trouver  le  point  le  plus  bas  et  le  point  le 
plus  haut  de  la  courbe  d'intersection,  c'est-à-dire  ceux  où  la  tangente  sera  horizon- 
tale. Pour  cela,  il  faudra  d'abord  chercher  un  plan  sécant  Ro^X  tel,  qu'il  coupe  les 
bases  en  deux  points  a?  et  X,  pour  lesquels  les  tangentes  xy  et  XY  se  trouvent  pa- 
rallèles :  cette  première  recherche,  qui  sera  plus  ou  moins  facile  selon  la  nature  des 
courbes  AHB  et  DGE,  pourra  toujours  s'effectuer  d'une  manière  suffisamment 
exacte,  par  un  petit  nombre  d'essais  faits  sur  diverses  sécantes  menées  du  point  R, 
et  pour  lesquelles  les  tangentes  aux  deux  bases  convergeront  en  sens  contraire. 
Cela  posé,  on  appliquera  au  plan  sécant  Ro^X  la  méthode  générale  du  n^  298,  et 
l'on  obtiendra  un  point  (^,  ^'),  pour  lequel  la  tangente  à  la  courbe  d'intersection 
serait  à  la  fois  dans  les  deux  plans  tangents  le  long  des  arêtes  To^etSX;  mais  ceux-ci 
ayant  des  traces  aoy  et  XY,  qui,  par  hypothèse,  sont  parallèles  entre  elles,  ne  pour- 
ront se  couper  que  suivant  une  droite  parallèle  aussi  à  XY,  et  par  conséquent  hori^ 
zontale.  Donc  le  point  (Ç,  ^')  sera  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe  d'intersection, 
et  Ton  trouverait  le  ipoint  le  plus  haut  d'une  manière  analogue. 

505.  Remarque  I.  {Fig.  72.)  Pour  discerner  sur  la  projection  verticale  de  l'in- 
tersection les  arcs  visibles  d'avec  ceux  qui  ne  le  sont  pas,  il  faut  observer  que  si  le 
cône  S  existait  seul  dans  l'épure,  les  arêtes  qui  aboutissent  sur  l'arc  AQB  seraient 
toutes  visibles  sur  le  plan  vertical,  tandis  que  celles  qui  tombent  sur  l'arc  AYB  ne 
seraient  pas  vues;  de  même  si  le  cône  T  subsistait  seul,  les  arêtes  visibles  de  cette 
surface  seraient  celles  qui  aboutissent  sur  DPE,  tandis  que  toutes  les  autres  seraient 
invisibles.  Mais  lorsque  les  deux  cônes  existeront  simultanément,  comme  dans  la 
question  actuelle,  il  pourra  se  faire  qu'une  arête  visible  sur  le  premier  se  trouve 
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cachée  en  totalité  ou  en  partie  par  le  second;  néanmoins  si  cette  arête  vient  à  ren- 
contrer une  génératrice  aussi  visible  sur  cette  dernière  surface,  alors  il  est  clair 
qu'elle  redeviendra  visible  en  cet  endroit.  D'un  autre jcôté,  lorsqu'un  point  se  trouve 
sur  une  arête  qui  serait  invisible  en  ne  considérant  que  le  cône  auquel  elle  appar- 
tient» il  est  certain  qu'à  plus  forte  raison  ce  point  restera  invisible,  quand  les  deux 
surfaces  existeront  à  la  fois.  Par  conséquent,  nous  pouvons  poser  les  deux  règles 
suivantes,  au  moyen  desquelles  le  lecteur  se  rendra  aisément  compte  des  parties 
pleines  onpontuées  que  renferme  notre  épure  sur  le  plan  vertical. 

Un  point  de  la  courbe  d^  intersection  sera  visible,  lorsqv!  il  sera  fourni  par  la  ren-^ 
contre  de  deux  génératrices  visibles  l'une  et  l'autre  sur  chaque  surface  considérée 
isolément. 

Un  point  de  l'intersection  sera  invisible,  quand  il  proviendra  de  la  rencontre  as 
deux  génératrices  BO^T  une,  aumoins^  sera  invisible  sur  la  surface  à  laquelle,  elle 
appartient. 

Ces  deux  règles  sont  également  vraies  pour  la  projection  horizontale;  mais  ici 
où  les  deux  sommets  se  trouvent  projetés  en  dedans  des  bases,  il  n'existe  pas  de 
plan  tangent  qui  soit  vertical,  et  par  suite  (n^  106)  toutes  les  arêtes  des  deux  cônes 
sont  visibles  sur  le  plan  horizontal,  lorsque  chaque  surface  existe  seule  et  que  l'on 
fait  abstraction  des  nappes  supérieures,  comme  nous  en  sommes  convenus  dans  les 
données  de  la  question.  Par  conséquent,  l'application  de  la  première  règle  nous 
montre  que  la  courbe  d'intersection  est  visible  en  totalité  sur  le  plan  horizontal,  et 
qu'ainsi  elle  doit  être  marquée  en  trait  plein. 

504.  Observons  encore  que  les  règles  précédentes  sont  aussi  applicables  à  l'in- 
tersection de  deux  surfaces  quelconques,  pourvu  que  l'on  entende  par  le  mol 
génératrice,  la  ligne  droite  ou  courbe  qui,  par  son  mouvement,  produit  la  surface 
particulière  dont  il  est  question;  et  qu'après  avoir  déterminé  (n**  106)  le  contour 
apparent  de  cette  surface  sur  chacun  des  plans  fixes,  on  s'attache  à  reconnaître 
quelles  sont  les  portions  de  génératrices,  situées  en  avant  ou  au-dessus  de  ce  contour 
apparent. 

505.  Remarque  IL  Dans  l'intersection  de  deux  cônes,  comme  dans  celle  de  deux 
cylindres  (n**  295),  il  peut  y  Bvoit  pénétration  ou  arrachement.  Le  premier  cas 
arrive  dans  l'épure  actuelle,  parce  que  les  traces  RUV,  RPQ,  des  deux  plans  limites 
sont  tangentes  à /a  même  hase;  mais  cette  pénétration  n'exclut  pas  toujours  l'exis- 
tence de  branches  infinies,  comme  on  le  verra  dans  l'épure  73.  Il  y  aurait  arrache-- 
ment  SI  l'un  des  plans  limites  se  trouvait  tangent  à  la  première  base,  et  l'autre  tan- 
gent a  la  seconde. 

506.  DES  BRANCHES  INFINIES.  {Fig.  73.)  Prenons  pour  exemple  de  cette 
recherche,  le  cône  qui  a  pour  sommet  (S,  S')  et  pour  base  la  courbe  AHNB,  avec  le 
cône  qui  a  pour  sommet  (T,  T')  et  pour  base  la  courbe  DFME.  Ce  n'est  pas  en  exa- 
minant si  les  deux  bases  données  par  la  question  se  coupent  ou  non ,  que  l'on 
pourra  se  prononcer  sur  l'existence  de  branches  infinies  dans  l'intersection  des  deux 
surfaces;  mais  c'est  en  cherchant  s'il  existe,  sur  un  des  cônes,  quelque  généra-^ 
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trice  qui  soit  parallèle  à  une  des  génératrices  de  Vautre  cône;  car,  lorsque  cette  con- 
dition n'aura  pas  lieu,  la  rencontre  de  deux  génératrices  ne  pourra  jamais  se  faire 
qu'à  une  distance  finie,  et  conséquemment  aucune  branche  de  l'intersection  ne 
se  prolongera  indéfiniment,  même  quand  les  bases  seraient  ouvertes,  comme  des 
paraboles. 

Maintenant,  pour  reconnaître  s'il  existe  des  génératrices  qui  soient  parallèles, 
on  fera  mouvoir  le  cône  S,  parallèlement  à  lui-^même,  le  long  de  la  ligne  (ST,  S'T'), 
jusqu'à  ce  que  son  sommet  soit  venu  en  (T,  T') ,  et  l'on  construira  la  nouvelle  base 
ab  ou  la  trace  horizontale  de  ce  cône  ainsi  transporté  que  je  désignerai  par  S2.  Cette 
base  abf  qui  sera  semblable  à  AB,  s'obtiendra  généralement  en  menant  du  point 
(T,  T')  des  parallèles  aux  diverses  génératrices  du  cône  primitif  S;  mais  si  la  base 
ÂB  de  ce  dernier  est  un  cercle,  comme  dans  notre  épure,  il  suffira  évidemment  de 
tirerla  droite  (T'aMa)  parallèle  à  (S'A',  SA),  et  la  droite  (T'è',  T6)  parallèle  à 
(S'B',  SB),  puis  de  décrire  un  cercle  sur  ab  comme  diamètre. 

307.  Gela  posé,  s'il  arrivait  que  la  nouvelle  base  ab  n'eût  aucun  point  commun 
avec  la  base  DE,  on  pourrait  affirmer  que  les  cônes  S^  et  T  n'ont  point  d'arête  com- 
mune, et  par  suite  que  les  cônes  S  et  T  n'avaient  point  d'arêtes  parallèles.  Donc, 
dans  ce  cas,  l'intersection  des  deux  cônes  primitifs  n'admettrait  aucune  branche 
infinie. 

308.  Si,  comme  dans  l'épure  actuelle,  la  base  ab  coupe  quelque  part,  en  Q  par 
exemple,  la  base  DE  du  cône  immobile  T,  les  deux  cônes  S2  et  T  auront  une  géné- 
ratrice commune  projetée  sur  TQ;  puis,  lorsque  l'on  ramènera  Sj  en  S,  cette  généra- 
trice deviendra  l'arête  SP  parallèle  à  TQ;  et,  comme  vérification,  il  faudra  que  les 
points  P  et  Q  se  trouvent  en  ligne  droite  avec  R,  puisque  RPQ  sera  la  trace  du  plan 
qm  contient  ces  denx  génératrices  parallèles .  Dans  ce  cas,  il  existera  certainement 
une  branche  d'intersection  eyjx  V...,  qui  convergera  vers  le  point  infiniment  éloigné 
où  les  deux  arêtes  parallèles  SP  et  TQ  tendent  à  se  rencontrer. 

Le  second  point  de  section  q  où  se  coupent  les  bases  ab  et  DE,  fournira  aussi, 
sur  les  cônes  primitifs,  deux  génératrices  parallèles  projetées  suivant  1q  et  Sp;  et 
celles-ci  indiqueront  l'existence  d'une  autre  branche  d'intersection  eU...  qui  sera 
encore  infinie. 

ZOi).  Des  asymptotes.  Une  parallèle  droite  étant  la  tangente  de  la  courbe  pour  le 
point  infiniment  éloigné  où  convergent  les  deux  génératrices  parallèles  SP  et  TQ, 
elle  sera  fournie  par  l'intersection  des  plans  tangents  aux  deux  cônes,  le  long  de 
ces  génératrices.  Or,  comme  ces  plans  ont  pour  traces  horizontales  les  droites  Pô  et 
QO  tangentes  aux  bases,  le  point  9  où  ces  traces  se  couperont,  appartiendra  à  l'a- 
symptote demandée,  laquelle  sera  la  droite  9(ù  menée  parallèlement  à  TQ;  car  les 
plans  tangents  dont  nous  parlons,  sont  tous  deux  parallèles  à  cette  génératrice.  L'a- 
symptote Çci)  de  l'autre  branche  infinie,  s'obtiendra  d'une  manière  semblable;  mais 
par  suite  de  la  symétrie  que  nous  avons  adoptée  ici  pour  les  données,  de  part  et 
d'autre  du  plan  vertical  RTS,  cette  seconde  asymptote  devra  couper  la  première  sur 
la  droite  RTS. 
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510.  Branche  infinie  sans  asymptote,  S*il  fût  arrivé,  après  la  construction  du 
n**306,  que  la  base  ab  du  cône  transporté  S^  eût  touché  en  Q  la  base  DE  du  cône 
immobile  T,  ces  deux  surfaces  auraient  eu  encore  une  arête  commune  TQ,  et  les 
deux  cônes  S  et  T  auraient  présenté  aussi  deux  génératrices  parallèles  SP  et  TQ; 
conséquemment  l'intersection  de  ces  surfaces  offrirait  encore  une  branche  infinie, 
mais  cette  courbe  n'admettrait  plus  d'asymptote.  En  effet,  dans  l'hypothèse  actuelle, 
les  bases  ab  et  DE  ayant  une  tangente  commune  en  Q,  les  plans  tangents  aux  cônes 
S2  et  T  le  long  de  l'arête  TQ,  coïncideraient  entièrement;  donc,  lorsque  Sj  serait 
ramené  parallèlement  à  lui-même  dans  la  position  primitive  S,  les  plans  tangents 
le  long  des  génératrices  SP  et  TQ  se  trouveraient  parallèles  entre  eux;  et  dès  lors 
leur  intersection,  qui  doit  être  l'asymptote  demandée,  se  transporterait  tout  entière 
aune  distance  infinie,  c'est-à-dire  qu'elle  n'existerait  plus  pour  nous.  C'est  ce  qui 
arrive  dans  une  parabole  du  second  degré,  où  les  tangentes  n'ont  pas  de  limite 
finie. 

Ainsi,  généralement,  (Ai9i({\xç^  point  de  section  entre  les  bases  ab  et  DE,  indiquera 
l'existence  d'une  branche  infinie  douée  d'asymptote;  et  chaque/?om^  de  contact  entre 
ces  mêmes  bases,  annoncera  la  présence  d'une  branche  infinie  dépourvue  d'asymp- 
tote. Au  reste,  ces  deux  circonstances  peuvent  se  présenter  à  la  fois  dans  l'intersec- 
tion des  deux  mêmes  surfaces  coniques. 

311.  Après  ces  recherches  préliminaires  sur  la  nature  de  l'intersection,  occu- 
pons-nous de  construire  les  diverses  branches  de  cette  courbe,  et  menons  d'abord 
les  deux  plans  limites  dont  les  traces  RL,  RK,  sont  tangentes  au  cercle  AB  et  sécantes 
à  l'ellipse  DE.  Chacune  de  ces  traces,  par  exemple  RL,  fournira  trois  arêtes  pro- 
jetées sur  SN,  TM,  TL,  et  situées  dans  le  même  plan  ;  donc  leurs  rencontres  donne- 
neront  deux  points  X  et  jx  où  la  courbe  sera  touchée  par  les  génératrices  TL  et  TM 
(n**  299).  Pour  un  autre  plan  sécant  RIGHF  situé  entre  les  plans  limites,  on  obtien- 
dra quatre  arêtes  qui  fourniront  seulement  trois  points  7,  ç,/,  de  l'intersection, 
parce  que  la  rencontre  des  deux  génératrices  SH  et  TG  n'aurait  lieu  ici  qu'au  delà 
des  sommets  T  et  S,  et  par  conséquent  sur  les  nappes  supérieures  des  deux  cônes, 
dont  nous  faisons  abstraction  par  le  même  motif  qu'au  n^  297. 

Les  points  dont  nous  venons  de  déterminer  les  projections  horizontales,  se  retrou- 
veront sur  le  plan  vertical,  en  projetant  sur  la  ligne  de  terre  les  pieds  des  généra- 
trices fournies  par  chaque  plan  sécant,  et  en  joignant  ces  derniers  points  avec  T'  et 
S'.  D'ailleurs,  si  l'on  considère  les  génératrices  relatives  au  contour  apparent  des 
deux  cônes,  et  qui,  d'après  la  disposition  actuelle  des  données,  sont  toutes  quatre 
situées  dans  le  plan  vertical  RTS,  on  obtiendra  immédiatement  les  points  d\  c^,  s', 
qu'il  faudra  projeter  sur  RT  en  rf,  d^,  e;  puis,  comme  les  points  V  et  U,  où  se  cou- 
pent les  deux  bases,  font  évidemment  partie  de  l'intersection  des  deux  cônes,  cette 
courbe  se  présentera  ici  sous  la  forme  de  deux  branches  distinctes 

{dfkfâxd,  d'fVd")     et    (VfJiyfiU,  V>'6'). 

312.  Il  y  aurait  une  troisième  branche  d'intersection,  si  nous  avions  eu  égard 
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aux  deux  nappes  supérieures  :  mais^  dans  tous  les  cas  où  les  bases  des  deux  cônes 
seront  des  courbes  du  second  degré,  la  totalité  des  branches  de  l'intersection  devra 
former,  sur  chaque  plan  de  projection,  un  système  de  lignes  qu'une  droite  ne  puisse 
rencontrer  en  plus  de  quatre  points.  En  effet,  les  équations  de  deux  surfaces  coni- 
ques étant  alors  elles-mêmes  du  second  degré,  ne  pourront  conduire  par  l'élimina- 
tion d'une  des  variables  a?,  j,  z,  qu'à  une  équation  finale  du  quatrième  degré  au 
plus;  de  sorte  que  la  combinaison  de  cette  dernière  équation  avec  celle  d'une  droite 
quelconque,  ne  fournira  jamais  plus  de  quatre  solutions  communes. 

513.  Dans  l'épure  actuelle,  nous  avons  disposé  les  deux  bases  et  les  sommets 
de  telle  sorte,  que  le  plan  vertical  RTS  partage  évidemment,  en  deux  parties  égales, 
toutes  les  cordes  qui  lui  sont  perpendiculaires  dans  chacune  des  surfaces  coniques, 
comme  UV,  LK,...;  ainsi,  ce  plan  est  un  plan  principal  commun  à  ces  deux  sur- 
faces du  second  degré.  Or,  on  sait  qu'alors  la  courbe  d'intersection  est  non-seule- 
ment symétrique  des  deux  côtés  de  ce  plan,  mais  qu'en  outre  elle  se  projette  en 
totalité  sur  ce  plan  principal,  suivant  une  ligne  du  seconddegré  (*)  ;  par  conséquent, 
les  courbes  e'fx'V  et  c^'X'rf'  sont  ici  des  portions  d'une  même  hyperbole.  D'ailleurs, 
la  branche  X'(^  prolongée  jusqu'à  la  rencontre  des  deux  génératrices  A'S'  et  E'T', 
commencerait  alors  à  recevoir  la  projection  de  la  courbe  suivant  laquelle  se  cou- 
pent les  nappes  supérieures  des  deux  cônes. 

514.  C'e»t  encore  par  suite  de  la  symétrie  que  présente  l'intersection  de  ces  deux 
cônes,  de  part  et  d'autre  du  plan  vertical  RTS,  que  cette  courbe  vient  couper  brus- 
quement les  génératrices  du  contour  apparent  aux  points  d\  &etB';  au  lieu  qu'en 
général,  une  courbe  située  sur  une  surface  quelconque  doit  toucher^  en  projection^  le 
contour  apparent  dans  le  point  où  elle  le  rencontre.  En  effet,  pour  ce  point,  la  tan- 
gente de  la  courbe  et  celle  du  contour  apparent  sont  toutes  deux  situées  dans  un  plan 
tangent  qui  se  trouve  perpendiculaire  (n*^  106)  au  plan  de  projection,  et,  par  con- 
séquent, les  projections  de  ces  deux  tangentes  se  confondent  :  mais,  lorsqu'il 
arrive,  comme  ici  au  point  (rf,  rf'),  que  la  tangente  de  la  courbe  se  trouve  perpen-^ 
diculaire  au  plan  vertical^  alors  la  projection  de  cette  droite  se  réduit  à  un  point 
unique  d\  et  Vêlement  qui  eût  été  commun  à  la  courbe  et  au  contour  apparent, 
venant  à  s'évanouir  sur  la  projection  verticale,  ces  deux  lignes  n'oflTrent  plus  de 
contact  entre  elles. 

515.  [Fig.  73.)  En  projetant  le  point  0  ou  |  sur  la  ligne  de  terre,  et  menant  une 
parallèle  à  la  génératrice  T'Q',  on  aurait  l'asymptote  commune  aux  deux  branches 
jul'V  et  X'd^'  de  l'hyperbole  qui  reçoit  la  projection  verticale  de  l'intersection;  mais 
les  considérations  précédentes  ne  fournissent  pas  la  seconde  asymptote  de  cette 
hyperbole.  La  raison  de  cette  différence  est  facile  à  apercevoir  :  car  les  branches 
jul'e'  et  X'rf',  quoique  indéfinies  elles-mêmes,  ne  reçoivent  plus  aucun  point  de  l'in- 
tersection au  delà  de  %'  et  de  d'  ;  ainsi  elles  sont  vraiment  limitées^  en  tant  qu'on  les 


(*)  Voyez  V Analyse  appliquée  à  la  géométne  des  trois  dimensions,  chap.  IX. 
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considère  comme  appartenant  aux  deux  cônes  à  la  fois,  et,  par  suite»  elles  n*admet- 
tent  pas  d'asymptotes  sous  ce  point  de  vue,  qui  est  celui  du  problème  actuel.  Au 
lieu  que,  des  deux  branches  jui'V'  et  X'eJ^,  la  première  est  vraiment  indéfinie  sous 
tous  les  rapports  (n®  512);  et,  quoique  la  seconde  paraisse  se  terminer  au  point  c^, 
quand  on  la  regarde  comme  le  lieu  des  points  communs  aux  deux  surfaces  coniques, 
néanmoins,  après  un  intervalle  imaginaire  sous  ce  rapport,  cette  branche  redevient 
réelle  z  partir  du  point  de  rencontre  des  génératrices  A'S'  et  E'T';  car  elle  reçoit 
alors  la  projection  de  l'intersection  des  deux  nappes  supérieures  (n**  508),  qui  est 
aussi  une  courbe  indéfinie.  Ainsi,  par  ce  motif,  la  méthode  des  intersections  devait 
fournir  Tasymptote  de  cette  branche  d'hyperbole. 
PROBLÈME  III.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre, 

516.  [Fig.  74.)  Comme  cette  question  a  beaucoup  d'analogie  avec  les  deux  pro- 
blèmes précédents,  nous  nous  contenterons  d'en  indiquer  la  solution,  par  une  figure 
en  perspective.  Soient  donc  SAB  le  cône  et  CDE  le  cylindre  proposés  :  on  mènera 
par  le  sommet  S, ^une  parallèle  SR  aux  génératrices  du  cylindre;  et  en  conduisant 
par  cette  droite  divers  plans  sécants,  ils  produiront  évidemment  dans  les  deux  sur- 
faces, des  sections  rectiUgnes  bien  faciles  à  construire,  et  dont  les  points  de  rencontre 
mutuelle  appartiendront  à  la  courbe  demandée. 

517.  Les  plans  sécants  limites  s'obtiendront  encore  en  menant,  par  le  point  R, 
deux  droites  RK  et  RL  dont  chacune  soit,  a  la  fois,  tangente  à  l'une  des  bases  et 
sécante  par  rapport  à  l'autre;  et  ces  plans  fourniront  des  points  où  la  courbe 
sera  touchée  par  les  arêtes  du  cône,  ou  par  celle  du  cylindre,  selon  que  le  plan 
limite  RL  coupera  l'une  ou  l'autre  de  ces  surfaces,  comme  nous  l'avons  démontré 
au  n^  299. 

5 18.*  Quand  les  deux  bases  seront  des  courbes  fermées,  il  n'y  aura  de  branche 
infinie  qu'autant  qu'une  des  génératrices  du  cône  se  trouvera  parallèle  aux  arêtes  du 
cylindre,  et  on  le  reconnaîtra  immédiatement,  puisque  alors  la  droite  SR  devra 
aboutir  précisément  sur  le  contour  de  la  base  ALBK.  Encore,  faudra-t-il  que  la  tan- 
gente en  ce  point  puisse  couper  la  base  du  cylindre;  sans  quoi,  aucune  branche  de 
l'intersection  ne  convergerait  vers  la  génératrice  SR,  comme  il  est  facile  de  l'aper- 
cevoir en  construisant  la  figure  relative  à  ce  cas  particulier. 

PROBLÈME  IV.  Intersection  d'un  cône  et  d'une  sphère  concentriques. 

519.  [Fig.  75.)  Soient  (S,  S')  le  sommet  et  ABCDE...  la  base  du  cône  proposé; 
soient  aussi  XKY  et  X'Z'Y'  les  projections  de  la  sphère  qui  a  son  centre  en  (S,  S'), 
et  que  nous  supposons  réduite  ici  à  l'hémisphère  inférieur,  afin  de  laisser  voir  la 
courbe  d'intersection  sur  le  plan  horizontal.  Nous  emploierons,  pour  couper  ces 
deux  surfaces,  des  plans  verticaux  menés  par  le  sommet  (S^  S');  celui  de  ces  plans 
sécants  qui  a  pour  trace  la  droite  quelconque  SM,  rencontre  la  base  du  cône  au  point 
M,  et,  par  conséquent,  il  coupe  cette  surface  suivant  l'arête  (SM,  S'M'),  tandis  que, 
dans  la  sphère,  il  donne  pour  section  un  grand  cercle.  Si  donc  nous  rabattons  ce 
plan  SM  sur  le  méridien  principal  SY,  le  grand  cercle  coïncidera  avec  X'Z' Y',  et  la 
génératrice  deviendra  (SP,  S' F);  alors  ces  deux  lignes  se  coupant  au  point  (Q,  Q'), 

Géométrie  Leroy,  lo 
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il  suffira  de  ranoener  celui-ci,  au  moyen  d'un  arc  de  cercle  horizontal,  sur  la  géné- 
ratrice primitive  en  (m,  w'),  et  ce  sera  Ik  un  point  de  la  courbe  d'intersection  du 
cône  avec  la  sphère. 

320.  Il  sera  bon  d'appliquer,  en  même  temps,  la  construction  précédente  aux 
deux  plans  méridiens  SM  et  SN  qui  rencontrent  la  base  du  cône  en  deux  points  M  et 
N  situés  à  égales  distances  de  S,  parce  que  l'on  obtiendra,  au  moyen  du  même 
paralIëleRQ'  de  la  sphère,  un  second  point  (n,  n')  situé  sur  la  génératrice  (SN,  S'N'), 
laquelle  viendrait  évidemment  se  rabattre  aussi  sur  S'P'.  En  outre,  on  devra  spécia- 
lement construire,  par  le  même  procédé,  les  points  de  la  courbe  d'intersection  qui 
seront  situés  sur  les  arêtes 

(SA,  S'A'),     (SB,  S'B'),     (SE,  S'E'),     (SF,  S'F), 

lesquelles  forment  le  contour  apparent  du  cône,  ou  bien  sont  placées  dans  le  méri- 
dien qui  donne  le  contour  apparent  de  la  sphère,  parce  qu'on  obtiendra  ainsi  les 
quatre  points 

{a^af).     {b.h%     (^,^'),     (/,/), 

où  la  courbe  doit  toucher^  sur  le  plan  vertical,  l'un  ou  l'autre  de  ces  contours  appa- 
rents. D'ailleurs,  d'après  la  règle  établie  au  n®  304,  ce  sera  toujours  dans  quelques- 
uns  de  ces  points  que  se  fera  le  passage  de  la  partie  visible  à  la  partie  inmible  de  la 
projection  verticale;  ici,  par  exemple,  ce  passage  a  lieu  en  (6,  6'),  et  non  pas  en 
(a,  a'),  parce  que  l'arête  (SA,  S'A')  est  déjà  en  arrière  du  méridien  (SX,  Z'X'); 
tandis  qu'à  l'autre  extrémité  de  la  courbe  ce  passage  s'effectue  au  point  (e,  e')^  parce 
que  la  génératrice  (SE,  S'E')  est  en  avant  du  méridien  (SY,  Z' Y'). 

Quant  à  la  projection  horizontale,  elle  est  visible  en  totalité,  puisque  l'hémisphère 
supérieur  est  enlevé,  que  la  surface  conique  est  réduite  à  sa  nappe  inférieure,  et 
qu'ayant  son  sommet  projeté  au  dedans  de  la  base,  elle  n'admet  pas  ici  de  plan  tan- 
gent qui  soit  vertical  {n?  303). 

321.  {Fig.  75.)  11  est  intéressant  de  déterminer  la  position  précise  du  point  g^, 
où  la  projection  verticale  de  l'intersection  présente  un  ncBud,  A  cet  effets  nous 
observerons  que  ce  nœud  doit  provenir  de  deux  points  {g,  ^)  et  ((?,  ^)  qui  seront  : 
1®  placés  sur  deux  arêtes  SG,  SV,  confondues  en  projection  verticale,  et  dont  par 
conséquent  les  pieds  répondront  à  une  corde  GîS  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre; 
a^  situés  sur  un  même  parallèle  de  la  sphère,  et  dès  lors  il  arrivera,  comme  précé- 
demment pour  les  points  m' et  n',  que  les  pieds  des  génératrices  rempliront  la  con- 
dition SG  =  SV,  de  sorte  que  la  corde  inconnue  GV  devra  avoir  son  miiieu  l  placé  sur 
SY.  Or  la  droite  AE  étant  évidemment  le  diamètre  conjugué  de  toutes  les  cordes 
parallèles  à  EE',  il  s'ensuit  qu'elle  contient  aussi  le  milieu  I  de  la  corde  GV  ;  par 
conséquent  cette  dernière  sera  déterminée  par  la  rencontre  de  AE  avec  SY,  et  en  ap- 
pliquant alors  aux  génératrices  SG,  SY,  le  procédé  général  du  n**319,  on  trouvera 
les  deux  points  qui  se  projettent  en  g^  sur  le  plan  vertical. 

322.  De  la  tangente.  Pour  obtenir  cette  ligne  relativement  au  point  quelconque 
(m,  m');  il  faut  chercher  l'intersection  des  deux  plans  qui  touchent  la  sphère  et  le 
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cône  en  ce  point.  Or,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n®  153  pour  une  surface  de 
révolution,  il  suffira  évidemment  de  mener  en  Q'  la  tangente  Q'T'  au  méridien  prin- 
cipal de  la  sphère,  puis  de  rapporter  la  distance  D'T'  en  ST,  sur  le  méridien  SM,  et 
enfin  de  tirer  perpendiculairement  à  ce  dernier  plan  la  droite  Tô,  qui  sera  la  trace 
horizontale  du  plan  tangent  de  la  sphère  pour  le  point  (m,  m').  Quant  au  plan  tan- 
gent du  cône,  il  touchera  cette  surface  tout  le  long  de  la  génératrice  (SM,  S'M'),  et 
par  suite  il  aura  pour  trace  la  droite  M©  qui  touche  la  base  au  point  M.  Donc  le 
point  d  où  se  coupent  ces  deux  traces,  appartient  à  la  tangente  demandée,  laquelle 
est  par  conséquent  projetée  sur  Qm  et  sur  Q'm!. 

323.  On  peut  aussi  construire  le  point  le  plus  haut  ou  le  plus  bas  de  la  courbe, 
c'est-à-dire  plus  généralement  les  points  où  la  tangente  sera  horizontale.  En  effet, 
puisqu'une  pareille  droite  se  trouvera  contenue  a  la  fois  dans  les  deux  plans  tan- 
gents aux  surfaces  proposées,  il  faudra  évidemment  que  ceux-ci  aient  leurs  traces 
horizontales /^oAiZ/e/^  Tune  à  l'autre.  Or,  en  supposant  que  le  point  cherché  soit 
sur  la  génératrice  (SG,  S'C),  le  plan  tangent  du  cône  aurait  pour  trace  la  tangente 
au  point  G  de  la  base,  et  le  plan  tangent  de  la  sphère  aurait  sa  trace  horizontale 
perpendiculaire  au  méridien  SGK;  ainsi,  pour  que  ces  deux  traces  soient  parallèles, 
il  faudra  que  SG  se  trouve  normale  à  la  courbe  ABDE.  Donc,  en  menant  du  point  S 
dans  le  point  horizontal,  une  normale  SG  à  la  base  du  cône,  et  construisant  par  le 
procédé  général  du  n^  319,  la  rencontre  de  la  génératrice  (SG,  S' G')  avec  la  sphère, 
on  obtiendra  le  point  (c,  c')  où  la  tangente  de  l'intersection  se  trouvera  horizontale. 
Ce  point  est  ici  le  plus  bas,  et  l'on  aurait  le  ^oïni  le  plus  haut  en  menant  une  seconde 
normale  qui  aboutirait  vers  le  point  L  de  la  base  :  mais  nous  n'avons  pas  exprimé 
cette  dernière  construction  sur  notre  épure,  parce  qu'il  en  serait  résulté  de  la  con- 
fusion avec  quelques  autres  lignes  essentielles  à  manifester. 

D'après  les  données  actuelles,  on  ne  peut  mener  du  point  S  que  deux  normales 
à  l'ellipse  ABDE;  mais,  pour  une  autre  position  de  S,  le  nombre  de  ces  normales 
pourra  s'élever  jusqu'à  quatre,  ainsi  que  nous  allons  le  prouver;  et  alors  la  courbe 
d'intersection  présentera,  avec  des  inflexions,  quatre  points  où  sa  tangente  sera 
horizontale. 

324.  {Fig.  76.)  Mener  une  normale  à  une  courbe  plane  ABDE,  par  unpoint  S 
donné  dans  son  plan.  Ge  problème,  dont  la  solution  serait  utile  dans  la  question  pré- 
cédente, ne  peut  être  résolu  par  une  marche  directe  qu'en  traçant  d'abord  la  déve-^ 
loppéea^&e,  de  la  courbe  primitive,  laquelle  développée  s'obtient  (n**  197)  parles 
rencontres  successives  des  normales  menées  en  des  points  très-voisins  sur  la  courbe 
ABDE;  ensuite,  il  reste  à  tirer  du  point  S  une  ou  plusieurs  tangentes  à  cette  déve- 
loppée, opération  qui  s'exécute  avec  toute  la  précision  désirable^  en  dirigeant  une 
régie  de  manière  qu'elle  passe  par  le  point  S  et  qu'elle  s'appuie  sur  la  courbe  aSâî. 
La  seule  incertitude  qui  pourrait  rester  ici,  porterait  sur  la  position  précise  du  point 
de  contact  de  cette  tangente  avec  la  développée;  mais  cette  position  est  tout  à  fait 
indifférente  dans  la  question  actuelle,  tandis  que  le  point  G,  où  aboutira  la  normale 
sur  la  développante  ABDE,  sera  clairement  déterminé. 

i8« 
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Si  la  courbe  primitive  ABDE  est  une  ellipse,  comme  dans  l'épure  précédente,  on 
sait  (n*^  200)  que  la  développée  aSJe  présentera  quatre  branches  qui  se  réuniront 
par  des  points  de  rebroussement  situés  sur  les  axes;  et  alors,  quand  le  point  donné 
S  se  trouvera  au  dehors  de  la  développée,  on  ne  pourra  évidemment  tirer  à  cette 
courbe  que  deux  tangentes  SC  et  SL,  lesquelles  seront  les  normales  demandées  pour 
la  courbe  primitive  ABDE.  Mais,  si  le  point  donné  S'  se  trouve  en  dedans  de  la  déve- 
loppée, on  pourra  mener  à  cette  courbe  quatre  tangentes,  savoir  S'C  et  S'C  qui 
toucheront,  comme  tout  à  l'heure,  les  branches  ^s  et  6a;  puis,  en  outre,  deux 
autres  tangentes  S'C  et  S'C"  qui  toucheront  la  même  branche  6c?,  entre  laquelle  et 
les  deux  axes  se  trouve  compris  le  point  donné  S'.  Par  là  nous  avons  suffisamment 
justifié  l'assertion  émise  à  la  fin  du  n°  323,  sur  le  nombre  des  normales  que  l'on 
pouvait  mener  à  la  base  elliptique  du  cône,  par  le  point  S. 

325.  {Fig.  ']'].)  Méthode  par  une  courbe  d'erreur*  Pour  résoudre  le  problème  de 
la  normale  menée  d'un  point  S  à  une  courbe  plane  AA' A^A"^...,  on  donne  quelque- 
fois une  méthode  qui,  malgré  le  défaut  grave  qu'elle  présente,  mérite  cependant 
d'être  connue.  Par  un  point  arbitraire  A  de  la  courbe  proposée,  menons-lui  une 
tangente  AT,  et  abaissons  sur  cette  dernière  la  perpendiculaire  ST.  Si  le  point  A 
était  vraiment  celui  où  doit  aboutir  la  normale  partant  de  S,  il  est  évident  que  le 
pied  T  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  la  tangente,  devrait  coïncider  avec  A,  c'est: 
à-dire  se  trouver  sur  la  courbe  donnée  A  A'  A". . .  :  la  supposition  précédente  est  donc 
erronée;  mais,  en  menant  diverses  tangentes  A'T',  A"T"....,  et  abaissant  dessus  les 
perpendiculaires  ST',  ST",...,  les  pieds  T,  T',  T",...  formeront  nn^  courbe  d'erreur 
ou  courbe aMa?iïïaireTT'T''...,  qui,  par  sa  rencontre  avec  AA'A"...,  fournira  le  point 
N;  et  alors  la  normale  demandée  sera  SN. 

526.  Malheureusement,  il  arrive  que  la  courbe  auxiliaire  TT'T". ..,  loin  de 
couper  AA'A'^...  sous  un  angle  bien  prononcé,  ce  qui  serait  nécessaire  pour  accuser 
nettement  la  position  du  point  N,  se  trouvera  toujours  tangente  à  la  courbe  primi- 
tive. Par  conséquent,  cette  marche  laissera  autant  d'incertitude  sur  la  position  de 
N,  que  si,  après  avoir  mené  les  normales  aux  deux  points  voisins  A  et  A',  et  avoir 
reconnu  que  l'une  passait  au-dessus  de  S  et  l'autre  au-dessous,  on  se  fût  contenté 
d'estimer,  k  vue  d'œil,  la  situation  de  N  entre  les  points  A  et  A'.  Il  faut  donc  avoir 
soin,  dans  tous  les  problèmes  où  l'on  emploiera  une  courbe  d'erreur,  d'éviter 
l'inconvénient  que  nous  venons  de  signaler,  et  qui  aurait  encore  été  plus  sensible, 
si  le  point  S  eût  été  placé  en  dedans  de  la  ligne  AA'A". . .  ;  parce  qu'alors  la  courbe 
d'erreur  aurait  tourné  sa  concavité  vers  AA'A". . .,  et  qu'elle  eût  ainsi  laissé  plus 
d'incertitude  sur  le  lieu  du  contact  véritable. 

Quoi  qu'il  en  soit,  observons  que,  quand  la  ligne  donnée  AA'A"...  sera  fermée, 
la  courbe  d'erreur  TT'T"...  sera  pareillement  fermée,  et  que,  si  le  point  S  est  placé 
au  dehors  de  la  courbe  primitive,  la  courbe  d'erreur  passera  deux  fois  par  ce  point 
S,  en  y  offrant  un  nœud  suivant  la  forme 

TT'rrsT*T»T*r..*. 
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D*ailleurs,  elle  touchera  une  seconde  fois  en  n  la  ligne  donnée  XMA!*. . .  »  ce  qui 
fournira  une  seconde  normale  S/i^  dont  la  direction  ne  coïncidera  pas,  en  général» 
avec  celle  de  la  première  normale  SN,  quoique  cela  arrive  ici  à  cause  de  la  forme 
circulaire  que  nous  avons  adoptée  pour  la  ligne  primitive. 

527.  [Fig.  77 .)  Mener  une  tangente  à  une  courbe  plane  BB'B''. . .  par  un  point  S 
donné  dans  son  plan.  Quoiqu'il  suffise,  pour  ohii^mv  la  direction  de  cette  tangente 
SM  avec  toute  l'exactitude  que  comportent  les  opérations  graphiques,  de  diriger 
une  règle  de  manière  qu'elle  passe  par  le  point  S  et  qu  elle  s'appuie  sur  la  courbe 
BB'B". . . ,  néanmoins  il  reste  quelque  incertitude  sur  la  position  du  point  de  con- 
tact M;  et  si  l'on  a  besoin  de  connaître  celui-ci  avec  précision,  on  pourra  le  dé- 
terminer, au  moyen  d'une  courbe  d! erreur^  en  admettant  toutefois  que  Ton  sait  mener 
les  tangentes  à  la  ligne  BB'B''. . .  par  des  points  donnés  sur  cette  courbe. 

On  construira  les  normales  BT,  B'T%  WT\...  pour  divers  points  pris  sur  la 
ligne  donnée,  et  l'on  abaissera  sur  ces  normales,  les  perpendiculaires  ST,  ST', 
ST", . . .  •  Alors  on  sent  bien  que  si  B",  par  exemple,  était  le  point  de  contact  de  la 
tangente  partie  de  S,  il  devrait  arriver  que  le  pied  T''  de  la  perpendiculaire  abaissée 
sur  la  normale  en  B",  coïncidât  avec  le  point  B",  c'est-à-dire  que  T"  devrait  se 
trouver  sur  la  courbe  donnée;  et  puisqu'il  n'en  est  pas  ainsi,  la  supposition  précé- 
dente est  erronée  :  mais  il  en  résulte  que  la  courbe  d'erreur  TT'T". . .  devra  passer 
par  le  point  de  contact  que  l'on  cherche,  et,  par  conséquent,  ce  point  M  sera  fourni 
par  l'intersection  de  la  ligne  TT'T"...  avecBB'B"....  Ici  ces  deux  courbes  se  coupent 
véritablement,  et  la  méthode  n'est  pas  sujette  à  Tinconvénient  signalé  au  n^  526; 
d'ailleurs,  comme  la  courbe  d'erreur  rencontre  une  seconde  fois  en  /w,  la  ligne 
donnée  BB'B"...,  il  y  a  une  seconde  tangente  S  m  que  l'on  peut  mener  du  point  S. 

528.  {Fig*  74  b^')  Autre  solution.  Voici  une  nouvelle  méthode  qui  aura  l'avan- 
tage de  ne  pas  exiger  que  l'on  sache  construire  les  normales,  ou  les  tangentes  de  la 
courbe  proposée,  pour  des  points  assignés  sur  cette  ligne.  Soit  XMY  la  courbe  à 
laquelle  il  s'agit  de  mener  une  tangente  par  le  point  S  :  je  tire  de  ce  point  une  sé- 
cante quelconque  SBA  sur laquellej'élève  deux  perpendiculaires  Aa,  etBS,  égales 
chacune  à  la  corde  interceptée  AB,  et  partant  des  deux  extrémités  de  cette  corde, 
mais  dirigées  l'une  en  dessus  et  l'autre  en  dessous  de  la  sécante;  je  répète  cette 
opération  pour  d'autres  sécantes  SB'A',  SB" A", ...  j  et  la  courbe  ûc"a§o"  déterminée 
par  les  extrémités  de  toutes  ces  perpendiculaires,  devra  évidemment  passer  par  le 
point  de  contact  cherché  de  la  tangente  SMT,  puisque  cette  tangente  est  une  sé- 
cante dont  la  partie  intérieure  se  trouve  égale  à  zéro.  Par  conséquent,  la  rencontre 
des  courbes  XMY  et  a'V.66*',  fera  connaître  le  point  AI  qu«  l'on  doit  joindre  avec  S 
pour  obtenir  la  tangente  demandée;  ou  du  moins,  cette  rencontre  servira  à  fixer 
la  position  du  point  de  contact  M  de  la  tangente  ST,  si  l'on  s'est  contenté,  comme 
nous  l'avons  dit  plus  haut,  de  tracer  cette  droite  ST  avec  la  règle.  Il  est  évident, 
d'ailleurs,  que  si  l'on  renverse  toutes  les  perpendiculaires  du  côté  opposé  à  celui 
cil  on  les  a  d'abord  élevées,  on  obtiendra  une  seconde  courbe  auxiliaire  qui  devra 
encore  passer  par  le  même  point  M»  et  pourra  servir  de  vérification;  et  qu'enfin» 
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il  sera  permis  d'attribuer  à  chaque  perpendiculaire,  une  longueur  égale  au  double 
ou  k  la  moitié  de  la  corde  correspondante,  rapport  qu'il  peut  être  utile  de  faire 
varier,  suivant  la  forme  plus  ou  moins  aplatie  de  la  courbe  donnée  dans  les  environs 
du  point  M. 

529.  On  pourrait  aussi  recourir  à  une  courbe  d'erreur,  pour  résoudre  les  pro- 
blèmes suivants  : 

Mener  à  une  courbe  plane  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée  dans  son  plan; 

Mener  une  tangente  commune  à  deux  courbes  situées  dans  le  même  plan. 

Mais,  dans  ces  questions,  il  y  aura  toujours  autant,  et  même  plus  d'exactitude  à 
employer  simplement  une  règle  que  l'on  appuiera  sur  les  deux  courbes  données, 
ou  sur  la  courbe  unique  et  dans  la  direction  assignée,  que  d'avoir  recours  à  des 
lignes  auxiliaires  dans  la  forme  desquelles  il  entre  toujours  un  peu  d'arbitraire. 
Seulement,  quand  le  lieu  du  contact  paraîtra  incertain  et  qu'on  aura  besoin  de  le 
connaître  avec  plus  de  précision,  on  pourra,  après  avoir  mené  la  tangente,  recourir 
à  la  méthode  du  numéro  précédent. 

PROBLÈME  V.  Développement  d'une  surface  conique  à  base  quelconque. 

530.  Le  problème  que  nous  avons  résolu  au  n®  519,  peut  servir  a  effectuer  ce 
développement.  Car,  si  après  avoir  construit  la  courbe  d'intersection  {abcdm..., 
dVdd'rri...)  {fig.  75),  du  cône  proposé  avec  une  sphère  d'un  rayon  arbitraire  et 
dont  le  centre  est  placé  au  sommet,  on  développe  (n**  222)  le  cylindre  droit  qui 
projette  cette  courbe  suivant  abcdm...^  et  qu'on  trace  sur  ce  cylindre  développé,  la 
transformée  de  la  ligne  à  double  courbure  {abcdm...,  a'&Vrf'm'...),  on  obtiendra  une 
courbe  plane  que  je  désigne  par  oc^yâii...,  et  dont  les  arcs,  faciles  à  mesurer  alors, 
auront  la  même  longueur  absolue  que  ceux  de  la  ligne  à  double  courbure.  Ensuite, 
comme  tous  les  points  de  cette  dernière  courbe  se  trouvaient,  sur  le  cône,  à  égales 
distances  du  sommet,  il  est  certain  qu'après  le  développement  de  la  surface  conique, 
ces  mêmes  points  devront  être  placés  tous  sur  la  circonférence  d'un  cercle  décrit 
d'un  point  arbitraire  S",  et  avec  le  rayon  S'Y'  de  la  sphère  sécante.  Par  conséquent, 
après  avoir  tracé  cette  circonférence  sur  le  plan  du  développement  (nous  laissons 
au  lecteur  le  soin  d'effectuer  ces  diverses  opérations),  on  devra  y  marquer  des  arcs 

a'6',  ê'y,  /(y,  (^fx',..., 

égaux  en  longueur  absolue  aux  arcs 

«S»  S7,  yâf  &iif...f 

de  la  première  transformée;  puis,  en  joignant  les  points  de  division  (/,  §',  /»••• 
avec  le  centre  S'',  il  restera  à  porter  sur  ces  rayons  des  longueurs 

SVA",  S^g'B'S  S"7'C",  S''(^D",  SyM'',... 

respectivement  égales  à  celles  des  génératrices  du  cône  qui  aboutissaient  aux  divers 
points 

(A, A'),  (B,B'),  (C,C'),  (D,D'),  (M, M'),...; 
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m 

et  par  là  on  obtiendra  le  développement  de  la  surface  conique,  sur  lequel  la  base 
primitive  aura  pour  transformée  la  courbe 

A^B''eD''M'\... 

351 .  Dans  cette  méthode,  la  courbe  intersection  du  cône  avec  la  sphëre  con- 
centrique coupe  évidemment  toutes  les  génératrices  k  angles  droits;  de  sorte 
qu'elle  tient  lieu  ici  de  ce  que  nous  avons  nommé  dans  les  cylindres  la  section  droite 
ou  section  orthogonale,  courbe  qui  nous  a  servi  très-commodément  (n*^  243)  à  dé- 
velopper un  cylindre  quelconque,  parce  que  nous  connaissions  d'avance  la  forme 
recft%n6  qu'elle  devait  prendre  après  le  développement  du  cylindre.  Dans  les  sur- 
faces coniques,  on  connaît  aussi  d'avance  la  forme  circulaire  que  doit  prendre,  sur 
le  développement,  la  section  orthogonale  du  cône,  faite  par  une  sphère  concen- 
trique ;  mais  malheureusement  cette  section  n'est  plus  une  ligne  plane,  de  sorte  que 
pour  mesurer  ses  arcs  on  est  obligé  de  lui  faire  perdre  une  de  ses  courbures  (*),  en 
eflTectuant  le  développement  préalable  d'un  cylindre.  Ainsi,  il  faut  avouer  que  cette 
méthode  exigeant  un  grand  nombre  d'opérations  préliminaires  qui  multiplient 
toujours  les  chances  d'erreurs,  elle  ne  fournira  pas  des  résultats  graphiques  plus 
exacts  que  si  l'on  avait  suivi  la  marche  plus  courte  indiquée  au  n^  267. 

PROBLÈME  yi.  Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se  ren^ 
contrent. 

332.  {Fig.  78.)  Choisissons  les  plans  de  projection  de  manière  que  le  premier 
soit  parallèle  aux  deux  axes,  et  le  second  perpendiculaire  à  l'une  de  ces  droites; 
ce  dernier  plan  étant  regardé  comme  horizontal,  l'axe  de  la  première  surface  aura 
pour  projections  la  verticale  O'Z'  et  le  point  0,  tandis  que  l'autre  axe  sera  pro- 
jeté suivant  ZT,  et  01  parallèle  a  la  ligne  de  terre.  Les  méridiens/^n/ic^aMo?  A'B'C 
et  a'iV,  c'est-à-dire  ceux  qui  se  trouvent  dans  le  plan  vertical  01,  sont  donnés  par 
la  question,  et  se  projettent  verticalement  suivant  leur  véritable  grandeur;  ces 
courbes,  qui  forment  en  même  temps  les  contours  apparents  des  deux  surfaces 
(n^  131)  sur  le  plan  vertical,  sont  ici  deux  ellipses;  mais  la  méthode  que  nous 
allons  exposer  est  indépendante  de  la  nature  des  méridiens.  Sur  le  plan  horizontal, 
le  premier  ellipsoïde  a  pour  contour  apparent  l'équateur  BLX/;  et  quant  à  l'autre 
surface,  nous  n'en  ferons  pas  mention  sur  ce  plan  de  projection,  parce  que  le  tracé 
de  son  contour  apparent  exigerait  ici  la  recherche  de  la  courbe  de  contact  de  cet 
ellipsoïde  açec  un  cylindre  circonscrit  et  vertical  (n^  106),  question  que  nous  appren- 
drons à  résoudre  plus  tard,  mais  qui  compliquerait  sans  utilité  le  problème  actuel. 

333.  Cela  posé,  observons  que  deux  surfaces  de  révolution  qui  ont  un  axe  com- 
mun en  direction,  ne  peuvent  se  couper  que  suivant  un  ou  plusieurs  cercles  perpen-- 
diculaires  à  cet  axe,  et  décrits  par  les  points  où  se  rencontrent  leurs  méridiennes. 
D'ailleurs,  une  sphère  pouvant  être  considérée  comme  de  révolution  autour  de 


(*]  Nous  parlons  ici  suivant  le  langage  ordinaire;  mais  voyez  ce  que  nous  disons  de  la  courbure  des 
lignes  gauches  aux  n"*  7  et  654. 
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chacun  de  ses  diamëtres,  si  nous  imaginons  une  série  de  sphères  sécantes,  ayant 
toutes  pour  centre  le  point  (Z',  0)  commun  aux  deux  axes,  chacune  de  ces  sphères 
coupera  les  surfaces  proposées  suivant  deux  cercles  respectivement  perpendiculaires 
aux  axes,  et  dont  il  sera  facile  d'avoir  les  points  de  section.  En  effet,  traçons  du 
point  Z',  avec  un  rayon  arbitraire,  le  cercle  D'F'E'G'  pour  représenter  la  projection 
d'une  de  ces  sphères  :  elle  rencontre  les  méridiennes  données  aux  points  D' et  E', 
F'  et  G';  alors  il  résulte  des  observations  précédentes  que  les  droites  D'E'  et  F' G' 
sont  les  projections  verticales  des  deux  cercles  suivant  lesquels  les  ellipsoïdes  sont 
coupés  par  la  sphère  projetée  sur  D'F'E'G'.  Or,  les  plans  de  ces  deux  cercles  ayant 
pour  intersection  une  corde  horizontale  (M',  Mm)  qui  tombe  ici  en  dedans  du  con- 
tour de  la  sphère,  nous  pouvons  affirmer  que  leurs  circonférences,  situées  (Tailleurs 
sur  cette  sphère^  se  couperont  elles-mêmes  en  deux  points  projetés  verticalement  sur 
M\  et  horizontalement  en  M  et  m,  à  la  rencontre  de  la  corde  Mm  avec  le  cercle 
(DME,D'E').  Ces  points  étant  évidemment  communs  aux  deux  ellipsoïdes,  appar- 
tiendront à  leur  ligne  d'intersection;  et  des  opérations  semblables,  répétées  sur 
d'autres  sphères  décrites  toujours  du  point  Z\  fourniront  pour  les  deux  projections 
de  cette  courbe  les  lignes 

K'L'M'H'    et    KLMH/n/K. 

534.  Il  faudra  spécialement  appliquer  la  méthode  précédente  k  la  sphère  qui 
passe  par  l'équateur  (B'X',  BLX);  parce  qu'on  déterminera  ainsi  les  deux  points 
(L',  L)  et  (L',  /)  à  partir  desquels  la  courbe  passe  au-dessous  de  l'équateur,  et  de- 
vient invisible  sur  le  plan  horizontal.  D'ailleurs,  quoique  cette  courbe  d'intersection 
soit  bien  loin  d'être,  dans  l'espace,  tangente  a  l'équateur,  néanmoins  les  tangentes 
de  ces  deux  lignes  pour  le  point  (L',  L)  se  trouvant  l'une  et  l'autre  dans  le  plan 
tangent  qui  est  évidemment  vertical  tout  le  long  de  l'équateur,  il  en  résulte  que  les 
projections  horizontales  de  ces  deux  tangentes  se  confondront;  et  qu'ainsi  la  courbe 
KLM...  touchera  le  cercle  BLX  en  L  et/. 

535.  Cette  conséquence  générale  ne  souffrira  d'exception  que  quand  la  tangente 
au  point  (L',  L)  de  la  ligne  k  double  courbure  se  trouvera  exactement  r^rficafe.  Alors 
l'élément  qui  eût  été  commun  aux  projections  horizontales  de  cette  tangente  et  de 
l'équateur,  disparait  ou  se  réduit  à  un  point  mathématique;  de  sorte  que  la  courbe 
cesse  de  toucher  l'équateur,  et  vient  le  couper  en  formant  ordinairement  un  rebrous- 
sement.  Une  circonstance  analogue  va  se  présenter  ici  pour  les  points  (K',  K)  et 
(H',  H),  qui  sont  donnés  immédiatement  par  la  rencontre  des  deux  méridiens  prin- 
cipaux. En  effet,  dans  chacun  de  ces  points,  les  plans  tangents  aux  deux  surfaces 
sont  nécessairement  perpendiculaires  aux  plans  méridiens,  et,  par  suite,  au  plan 
vertical;  donc  leur  intersection  qui  serait  la  tangente  de  la  courbe,  est  aussi  perpen- 
diculaire à  ce  plan  vertical,  et  s'y  projette  suivant  un  point  unique;  d'où  il  arrive, 
par  les  raisons  précédentes,  que  la  projection  K'L'H'  n'offre  plus  de  contact  avec 
les  contours  apparents  des  deux  surfaces,  tandis  que  ce  contact  a  lieu  ordinaire- 
ment. D'ailleurs,  il  n'y  a  point  ici  de  rebroussement  aux  points  K'et  H',  parce  que 
les  deux  branches  de  l'intersection,  situées  l'une  en  avant  et  l'autre  en  arrière  du 
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plan  vertical  01,  ont  des  positions  symétriques  et  se  confondent  en  projection  verti- 
cale» comme  ou  le  voit  d'après  la  construction  générale  qui  a  donné  les  deux  points 

(M,  M')  et  (w,  M')- 
356.  {Fig.  78.)  Il  est  utile  d'observer  que  la  projection  verticale  K'L'H'  sera 

nécessairement  une  ligne  du  second  degré,  toutes  les  fois  que  les  deux  surfaces  de 
révolution  seront  elles-mêmes  de  cet  ordre.  En  effet,  le  plan  vertical  01  étant  un 
plan  méridien  pour  l'une  et  pour  l'autre  de  ces  surfaces,  il  divise  évidemment  en 
deux  parties  égales  toutes  les  cordes  qui  lui  sont  perpendiculaires,  telles  que 
(Mm,  M');  donc  ce  plan  est  un  plan  principal  qui  se  trouve  commun  aux  deux  sur- 
faces, et  alors  on  démontre  par  un  calcul  fort  simple  que  l'intersection  de  celles-ci 
se  projette  sur  ce  plan  principal,  suivant  une  ligne  du  second  degré  (*).  On  devra 
donc  profiter  de  cette  notion  acquise  d'avance  sur  la  nature  de  la  courbe  K'L'H', 
pour  redresser  les  erreurs  de  construction  qui  tendraient  à  produire,  dans  cette 
ligne,  des  inflexions  ou  une  courbure  qui  ne  s'accorderaient  pas  avec  la  forme  bien 
connue  des  sections  coniques. 

537.  Observons  encore  que,  quel  que  soit  le  degré  des  deux  surfaces  de  révo- 
lution, la  courbe  plane  K'L'H'  considérée  en  elle-même,  et  indépendamment  de  la 
courbe  gauche  dont  elle  reçoit  la  projection  verticale,  ne  se  termine  pas  brusque- 
ment aux  points  K'  et  H\  mais  qu'elle  doit  se  prolonger  au  delà  pour  rentrer  sur 
elle-même,  ou  pour  s'étendre  indéfiniment.  De  sorte  qu'en  continuant  de  tracer  sur 
le  plan  vertical  des  cercles  qui  aient  toujours  le  point  Z'  pour  centre,  et  qui  s'é- 
tendent au  delà  ou  en  deçà  des  points  H'  et  K',  on  pourra,  si  la  forme  des  méri- 
diens leur  permet  d'être  encore  coupés  par  ces  cercles,  obtenir  des  points  de  la 
courbe  K'L'H',  situés  au  dehors  de  la  partie  qui  reçoit  la  projection  de  l'intersec- 
tion des  deux  surfaces.  Cette  circonstance,  que  l'on  apercevra  plus  clairement  dans 
l'épure  79  relative  à  une  question  analogue  (n°  344),  tient  à  ce  que  la  propriété 
graphique  qui  sert  à  trouver  chaque  point  M'  de  la  courbe  plane  K'L'H'  est  plus 
générale  que  la  définition  de  ce  même  point,  considéré  comme  la  projection  d'un 
point  commun  aux  deux  surfaces.  En  effet,  sous  ce  dernier  rapport,  il  faut  que  M' 
soit  non-seulement  à  la  rencontre  des  deux  cordes  D'E'  et  F' G',  mais  encore  situé 
dans  l'intérieur  du  cercle  D'F'E'G',  comme  nous  l'avons  énoncé  n**  333;  de  sorte 
que,  quand  les  deux  cordes  D'E'  et  F  G'  ne  se  couperont  que  dans  leur  prolon- 
gement, le  point  de  section  conviendra  bien  encore  à  la  courbe  plane  K'L'H',  mais 
non  plus  à  la  courbe  gauche  suivant  laquelle  se  coupent  les  deux  surfaces  de 
révolution. 

338.  [Fig.  78.)  De  la  tangente;  première  méthode.  Nous  pouvons  trouver 
cette  droite  pour  le  point  (M,  M'),  en  cherchant  l'intersection  des  plans  qui  touchent 
les  deux  surfaces  en  cet  endroit.  Or,  le  plan  tangent  relatif  à  l'ellipsoïde  A'B'C, 
s'obtiendra  (n*^  433)  en  transportant  le  point  M'  en  D'  sur  le  méridien  principal, 


(*)  Ce  théorème  intéressant  est  dû  à  M.  /.  Binet.  Voyez  \ Analyse  appliquée  à  la  géométrie  des  trois 
dimensions  y  chap.  TX. 
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puis  en  traçant  la  tangente  D'T'  à  ce  méridien;  alors,  si  Ton  ramène  le  pied  (T',  T*') 
de  cette  tangente  en  T  sur  le  méridien  OM,  la  droite  TY  perpendiculaire  à  OM  sera 
la  trace  horizontale  du  plan  cherché. 

Quant  à  l'ellipsoïde  cCVd  dont  Taxe  n'est  pas  vertical,  je  ramène  d'abord  le 
point  M'  en  F  sur  le  méridien  principal  ;  puis,  je  construis  la  normale  F'N',  de  la- 
quelle je  conclus  (n°  156)  la  normale  (M'N',  MN)  relative  au  point  (M,  M');  et 
alors  il  me  suffira  de  mener  par  ce  point  un  plan  perpendiculaire  à  cette  dernière 
normale.  Pour  cela,  j'imagine  dans  ce  plan  une  droite  parallèle  à  sa  trace  verticale, 
et  dont  la  projection  verticale  sera  la  ligne  M'P'  perpendiculaire  à  M'N',  tandis  que 
sa  projection  horizontale  sera  MF  parallèle  à  la  ligne  de  terre;  ensuite,  par  le  pied 
(P,  P')  de  cette  ligne  auxiliaire,  je  mène  perpendiculairement  sur  RIN  la  droite  PQ 
qui  sera  évidemment  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  au  point  (M,  M')  de 
l'ellipsoïde  a' 6' c'. 

Gela  posé,  les  traces  PQ  et  TY  des  deux  plans  tangents  allant  se  rencontrer  au 
point  9,  c'est  là  le  pied  de  la  tangente  demandée,  laquelle  a  ainsi  pour  projections 
eM  et  e'M'. 

559.  Deuxième  mèthjode^  par  le  plan  normal.  Nous  avons  vu  au  n*^  214  que  la 
tangente  à  l'intersection  de  deux  surfaces  devait  être  perpendiculaire  au  plan  mené 
par  les  deux  normales  de  ces  surfaces;  il  nous  suffira  donc  de  trouver  ce  plan,  qui 
est  lui-même  normal  à  la  courbe.  Or,  nous  avons  déjà  construit  la  normale  (M'N', 
MN)  pour  le  deuxième  ellipsoïde;  quant  au  premier,  nous  mènerons  au  point  D'  du 
méridien  principal,  la  droite  D'R'  perpendiculaire  sur  la  tangente  D'T',  et  alors  on 
sait  (n°  150)  que  la  normale  pour  le  point  (M',  M),  sera  la  droite  (M'R',  MO).  Cela 
posé,  il  serait  bien  facile  de  trouver  la  trace  verticale  du  plan  mené  par  les  deux 
normales  ci-dessus  indiquées;  mais,  comme  nous  avons  besoin  de  connaître  seule- 
ment la  direction  de  cette  trace,  et  qu'elle  sera  la  même  sur  les  plans  verticaux  01 
et  OT  qui  sont  parallèles,  nous  observerons  que  les  normales  en  question  vont 
rencontrer  les  axes  en  R'  et  N';  d'où  il  résulte  immédiatement  que  N'R'  est  la  trace 
du  plan  normal  sur  le  plan  vertical  01,  et  qu'en  tirant  par  le  point  M' la  droite 
M'd'  perpendiculaire  k  cette  trace,  on  aura  la  projection  verticale  de  la  tangente 
demandée. 

Pour  obtenir  l'autre  projection,  prolongeons  jusqu'au  plan  horizontal  deux  quel- 
conques des  droites  qui  réunissent  les  trois  points  (M',  M),  (N',  N),  (R',  0),  les- 
quels sont  situés  dans  le  plan  normal.  Ici,  on  voit  que  la  droite  (N'M',  NM  )  perce  lo 
plan  horizontal  au  pointa,  et  que  la  droite  (N'R',  NO)  le  rencontre  en  ê;  donc  aS 
est  la  trace  horizontale  du  plan  normal,  et  en  lui  menant  une  perpendiculaire  M&,  ce 
sera  la  projection  horizontale  de  la  tangente  cherchée. 

540.  {Fig.  78.  )  La  méthode  que  nous  venons  d'employer  est  non-seulement  plus 
simple,  dans  certains  cas,  que  celle  des  deux  plans  tangents,  mais  elle  offre  encore 
l'avantage  de  pouvoir  quelquefois  s'appliquer  à  des  points  particuliers,  pour  lesquels 
l'autre  méthode  serait  insuffisante. 

Considérons,  en  effet,  le  point  (K,  K')  situé  à  la  fois  sur  les  deux  méridiens  pria- 
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cipaux  :  à  cause  de  cette  position  particulière,  les  deux  plans  tangents  seront  l'un 
et  Tautre  perpendiculaires  au  plan  vertical,  et,  par  suite,  leur  intersection  qui  est 
la  tangente  delà  courbe  (K'L'H',  KLH,...),  sera  projetée  horizontalement  suivant 
une  perpendiculaire  à  KO,  et  verticalement  en  un  point  unique  K'.  Cette  construo- 
tion  fait  connaître  la  position  qu'occupe,  dans  l'espace,  la  tangente  de  la  courbe 
gauche;  mais  elle  n'apprend  rien  sur  la  droite  qui  toucherait  en  K'  la  courbe 
plane  K'L'HV  droite  que  Ton  doit  regarder  comme  la  projection  de  la  tangente  qui 
précéderait  immédiatement,  dans  l'espace,  celle  qui  s'est  réduite  à  un  point  unique 
en  se  projetant  sur  le  plan  vertical  :  tandis  que  la  considération  des  deux  normales 
manifeste  une  propriété  constante  dont  jouit  la  courbe  plane  K'UH'  regardée  comme 
tracée  dans  le  plan  des  deux  méridiens,  et  indépendamment  de  la  ligne  à  double 
courbure  dont  elle  reçoit  la  projection.  Cette  propriété  consiste  en  ce  que,  si  Ton 
transporte  le  point  quelconque  M'  sur  les  deux  méridiens,  en  D'  et  en  F'  par  des 
perpendiculaires  aux  axes,  puis  si  Ton  tire  les  normales  D'R'  et  F'N',  ia  droite  R'N' 
sera  toujours  perpendiculaire  à  la  tangente  en  W.  Or,  cette  relation  subsistant  pour 
tous  les  points  de  la  courbe  plane  K'L'H',  et  ne  portant  que  sur  des  lignes  situées 
dans  son plan^  elle  doit  être  vraie  aussi  pour  le  point  K'  où  elle  demeure  évidemment 
applicable  avec  encore  plus  de  simplicité,  puisque  ce  point  est  par  lui-même  trans- 
porté sur  les  deux  méridiens.  Par  conséquent,  il  suffira  de  mener  les  normales  K' V 
et  K'U',  puis  de  tracer  la  droite  U'V,  sur  laquelle  on  abaissera  la  perpendiculaire 
K'S'  qui  sera  la  tangente  demandée. 

Une  construction  semblable  fera  trouver  la  tangente  au  point  W. 

PROBLEME  VIL  Intersection  d' un paraboloîde  avec  un  kyperbohide,  tous  deux  de 
révolution,  et  dont  les  axes  se  rencontrent. 

341.  {Fig.  79.)  Soient  (0,  O'Z')  l'axe  du  paraboloïde,  et  A'C'B'  le  méridien 
principal  de  cette  surface  que  nous  supposerons  terminée  au  cercle  (A'B',  AB)  de 
manière  que  l'intérieur  de  ce  paraboloïde  soit  visible  sur  le  plan  horizontal.  Soit 
aussi  (01,  Z'V)  l'axe  de  l'hyperboloîde,  ce  qui  suppose  que  le  plan  vertical  de  pro- 
jection a  été  choisi  parallèle  aux  deux  axes  à  la  fois  :  quant  au  méridien  de  cette 
seconde  surface,  nous  ne  le  regarderons  pas  comme  donné  par  la  question,  parce 
qu'alors  le  problème  rentrerait  entièrement  dans  celui  du  n^  332;  mais  nous  défi- 
nirons l'hyperboloîde  au  moyen  de  la  génératrice  rectiligne  (PQ,  P'Q')  qui  l'en- 
gendrerait en  tournant  autour  de  la  droite  fixe  (01,  ZT),  sans  toutefois  considérer 
cette  seconde  surface  comme  réellement  existante;  c'est-k-dire  qu'ici  le  parabo- 
loïde subsistera  seul,  et  sera  traversé  suivant  une  certaine  courbe  par  les  diverses 
positions  de  la  droite  mobile  (PQ,  P'Q').  Du  reste,  pour  trouver  cette  courbe,  nous 
emploierons  encore  des  sphères  sécantes  (n^  333)  décrites  toutes  du  point  Z';  seu- 
lement, comme  nous  ne  connaissons  pas  à  priori  le  méridien  de  l'hyperboloîde, 
nous  ne  tracerons  plus  arbitrairement  le  grand  cercle  d'une  de  ces  sphères,  mais 
nous  commencerons  par  construire  un  parallèle  de  cet  hyperboloïde. 

342.  Menons  donc  par  un  point  eo'  pris  à  volonté  sur  Taxe,  un  plan  F'co'G'  qui 
lui  soit  perpendiculaire  :  ce  plan  rencontrera  la  génératrice  au  point  (6',  S),  dont  la 
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distance  au  point  w'  sera  évidemment  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  construit 
sur  les  côtés  «'§"  et  ê'ê"  =  aê;  ainsi,  en  décrivant  avec  cette  hypoténuse  co'ê"  un 
cercle  F'ê"G',  ce  sera  le  rabattement  du  parallèle  suivant  lequel  l'hyperboloïde  est 
coupé  parle  plan  F'co'G';  et  les  extrémités  F'  et  6'  de  son  diambtre,  seraient  deux 
points  de  Vhyperbole  méridienne  située  dans  le  plan  vertical  OL 

Cela  posé,  adoptons  pour  rayon  d'une  de  nos  sphères  sécantes,  la  distance  Z'F\ 
Alors,  une  pareille  sphère  coupera  l'hyperboloïde  suivant  le  parallèle  projeté  sur 
F' G',  et  le  paraboloide  suivant  un  cercle  projeté  sur  D'E';  par  conséquent  le  point 
M'  où  se  rencontrent  ces  deux  cordes,  et  qui  tombe  en  dedans  de  la  sphère,  repré- 
sente la  projection  verticale  des  deux  points  où  se  coupaient  les  circonférences  de 
ces  parallèles.  Ce  sont  donc  là  deux  points  de  l'intersection  des  surfaces  proposées; 
et  on  les  retrouvera  sur  le  plan  horizontal,  en  y  traçant  le  parallèle  (DME,  D'E')  et 
abaissant  la  verticale  M'mM. 

543.  Des  constructions  analogues  fourniront  autant  de  points  que  l'on  voudra  de 
la  courbe 

(K'L'X'M'H',     KLXMHm/K), 

suivant  laquelle  le  paraboloide  est  coupé  par  l'hyperboloïde;  et  le  méridien  V'F'S'U' 
de  cette  dernière  surface,  qui  se  conclura  de  tous  les  points  tels  que  F',  devra  tou- 
cher, sur  le  plan  vertical,  la  projection  de  la  génératrice  au  point  (S,  S')  dans  lequel 
cette  droite  traverse  le  méridien  principal  OL  D'ailleurs,  ce  sera  la  rencontre  de  ce 
méridien  V'F'S'U'  avec  le  méridien  du  paraboloïde,  qui  fournira  les  points  extrêmes 
de  l'intersection  (K,  K')  et  (H,  H'). 

344.  Observons  aussi  qu'une  même  sphère  pourra  fournir  deux  points  tels  que 
\J  etX'  situés  sur  un  parallèle  unique,  et  appartenant  tous  deux  à  l'intersection  des 
surfaces  proposées;  tandis  que,  d'autres  fois,  une  sphère  sécante  fournira  deux 
points  M' et  fji',  dont  un  seul  appartiendra  véritablement  à  l'intersection,  parce  que 
le  deuxième  serait  placé  en  dehors  du  contour  de  la  sphère.  Cependant  ce  point  |x', 
continuant  de  satisfaire  k  la  propriété  graphique  qui  sert  a  construire  chaque  point 
de  la  courbe  plane  K'M'H',  considérée  indépendamment  de  la  courbe  gauche  dont 
elle  reçoit  la  projection,  appartiendra  toujours  au  prolongement  de  cette  ligne 
plane,  comme  nous  Tavons  expliqué  au  n®  337;  et  celle-ci  sera  évidemment  une 
hyperbole,  d'après  les  raisons  citées  au  n^  336. 

345.  De  la  tangente.  Cherchons,  comme  au  n*^  559,  les  normales  des  deux  sur- 
faces pour  le  point  quelconque  (M,  M').  Dans  le  paraboloïde,  la  normale  E'R'  du 
méridien  fait  connaître  le  point  R'  où  aboutirait,  sur  l'axe  O'Z',  la  normale  de  la 
surface  en  (M,  M')  ;  et  sans  tracer  cette  dernière  droite,  il  nous  suffit  d'avoir  obtenu 
ce  point  R'. 

Dans  l'hyperboloïde,  dont  le  méridien  n*est  pas  donné  par  la  question,  j'observe 
que  le  plan  tangent  relatif  au  point  projeté  en  (S,  ê')  et  rabattu  en  S",  passerait 
par  la  tangente  ê"T  du  parallèle  et  par  la  génératrice  (êP,  ê'P')  qui  perce  le  plan 
vertical  01  en  (S,  S')  :  par  conséquent,  sur  ce  plan  des  deux  axes,  le  plan  tangent 
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aurait  pour  trace  la  droite  TS';  donc,  en  lui  menant  une  perpendiculaire  6'N',  ce 
sera  la  projection  de  la  normale  relative  au  point  (6,  6').  Maig  ce  point  est  sur  le 
même  parallèle  que  (M,  M');  donc  aussi,  pour  ce  dernier,  la  normale  de  la  sur- 
face rencontrerait  Taxe  \2!  au  point  N';  ainsi  cette  normale  est  suffisamment 
déterminée. 

Cela  posé,  le  plan  des  deux  normales  en  (M,  M')  coupera  évidemment  le  plan 
vertical  01  suivant  la  droite  R'N';  donc,  en  abaissant  sur  cette  ligne  une  perpen- 
diculaire M'6',  ce  sera  la  projection  verticale  de  la  tangente  à  la  courbe  d'inter- 
section. Ensuite,  nous  pourrions  chercher  sur  le  plan  horizontal  de  projection,  la 
trace  du  plan  des  deux  normales,  lequel  passe  par  trois  points  connus  (M',  M), 
(R',  0),  (N',  N);  mais  il  sera  beaucoup  plus  court  de  déterminer  cette  trace  sur 
le  plan  horizontal  D'E',  où  est  déjà  situé  le  point  (M,  M').  Car  en  prolongeant  R'N' 
jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  ce  plan  en  p',  et  projetant  ce  dernier  point  en  |0,  la  droite 
pMsera  évidemment  la  trace  demandée  ;  si  donc  on  lui  mëue  la  perpendiculaire  M9, 
on  aura  la  projection  horizontale  de  la  tangente  à  l'intersection  des  deux  surfaces. 

546.  Remarque.  La  Méthode  des  sections  horizontales  qui  suffit  toujours  pour 
trouver  l'intersection  de  deux  surfaces  quelconques,  quoiqu'elle  soit  souvent  très- 
laborieuse,  est  susceptible,  dans  certains  cas,  d'une  modification  qui  la  rend  très- 
avantageuse,  et  que  nous  allons  expliquer  sur  un  exemple  assez  simple  pour  que  le 
lecteur  puisse  tracer  lui-même  l'épure.  Désignons  par  S  un  cône  qui  a  pour  base  on 
trace  horizontale  une  courbe  quelconque  B;  soit  S'  un  autre  cône  dont  la  base  est 
un  cercle  C.  En  coupant  ces  deux  surfaces  par  xui  plan  horizontal  quelconque,  on 
obtiendrait  deux  courbes  i  et  c  dont  la  dernière  serait  un  cercle;  mais  l'autre  b 
serait  une  courbe  qu'il  faudrait  construire  par  points,  ce  qui  serait  pénible.  Au  lieu 
de  cela,  imaginons  un  cône  auxiliaire  S^  qui  ait  le  mjme  sommet  que  S,  et  pour 
directrice  le  cercle  c  :  ces  deux  cônes  S  et  Sa  se  couperont  évidemment  suivant  une 
ou  plusieurs  génératrices  rectilignes  G,  G',  qui  passeront  nécessairement  par  les 
points  m,  m',...  communs  aux  sections  b  et  c.  Or  il  est  facile  de  trouver  ces  géné- 
ratrices; car,  en  prolongeant  le  cône  Sa  jusqu'au  plan  horizontal,  il  y  tracera  un 
cercle  Ca  dont  le  diamètre  s'obtiendra  très-aisément;  et  alors  la  rencontre  des  bases 
B  et  Ca  fera  connaître  les  projections  horizontales  des  génératrices  G,  G',..., 
lesquelles  à  leur  tour  couperont  la  projection  du  cercle  c  aux  points  cherchésm,  m', . . . 
qui  devaient  être  communs  aux  courbes  6  et  c;  et  dès  lors  ces  points  appartiendront 
à  l'intersection  des  deux  cônes  primitifs  S  et  S'.  Tout  ceci  revient  à  dire  que  l'on 
projette  perspectiçement  les  sections  b  eX  c  sur  le  plan  horizontal,  au  moyen  de 
droites  issues  du  sommet  S. 

Cette  méthode,  où  l'on  n'emploie  que  la  ligne  droite  et  le  cercle,  sera  évidem- 
ment applicable  à  la  combinaison  du  cône  S  à  base  quelconque  B,  avec  une  sphère, 
un  conoïde,  un  cylindroide,  ou  toute  antre  surface  dans  laquelle  les  sections  hori- 
zontales seront  des  cercles  ou  des  droites;  par  exemple,  le  lieu  engendré  par  un 
cercle  variable,  toujours  horizontal,  et  dont  un  diamètre  s* appuie  constamment  sur 
deux  droites  iixes* 
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Si  la  première  surface  S  était  un  cylindre  à  base  quelconque  B,  on  choisirait  pour 
la  surface  auxiliaire  S2  un  autre  cylindre  parallèle  au  premier,  et  ayant  pour  direc- 
trice la  section  circulaire  c;  alors  la  trace  horizontale  C2  serait  un  cercle  égal  à  c. 
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LIVRE   V. 

DES  PLANS  TANGENTS  DONT  LE  POINT  DE  CONTACT  N'EST  PAS  DONNÉ. 


547.  Les  problèmes  que  nous  avons  résolus  au  livre  II,  sur  les  plans  tangents, 
supposaient  que  le  point  de  contact  était  donné  sur  la  surface.  Il  reste  donc,  pour 
compléter  cette  théorie  importante,  à  examiner  les  questions  où,  sans  assigner  le 
point  de  contact,  on  exige  que  le  plan  tangent  cherché  remplisse  certaines  condi- 
tions, telles  que  les  suivantes  : 

i^  Que  le  plan  tangent  passe  par  un  point  donné  hors  de  la  surface; 

!à^  Qu'il  soit  parallèle  k  une  droite  connue; 

3®  Qu'il  passe  par  une  droite  donnée,  ou  par  deux  points  assignés  dans  l'espace; 

4^  Que  le  plan  tangent  cherché  soit  parallèle  à  un  plan  donné; 

5®  Qu'il  louche  plusieurs  surfaces  à  la  fois. 

Ces  diverses  conditions  vont  faite  le  partage  naturel  de  ce  livre  en  plusieurs  cha- 
pitres, dans  lesquels  nous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  qui  regarde  les  surfaces  cylin- 
driques ou  coniques,  parce  que  nous  avons  complété  tout  de  suite,  au  chapitre  III 
du  livre  II,  les  problèmes  relatifs  à  ces  deux  genres  de  surfaces  très-simples. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES   PLANS   TANGENTS  MENÉS    PAR   UN   POINT   EXTÉRIEUR   A   LA   SURFACE. 

548.  {Fig.  80.)  Soit  V  le  point  donné  au  dehors  de  la  surface  quelconque  S  : 
menons  par  ce  point  divers  plans  sécants  dans  une  direction  arbitraire,  et,  par 
exemple,  faisons-les  passer  tous  par  une  droite  quelconque  YAD  qui  traverse  la  sur- 
face. Alors,  ils  couperont  celle-ci  suivant  des  courbes  AMD,  AM'D,  AM"D,...  que 
l'on  saurait  construire  par  les  méthodes  exposées  précédemment,  et  auxquelles  on 
pourra  généralement  mener,  du  point  V,  des  tangentes  YM,  VM',  VM",...;  de  sorte 
que  toutes  ces  droites  formeront  évidemment  un  cône  ayant  le  point  Y  pour  sommet, 
et  qui  sera  circonscrit  à  la  surface  S,  c'est-à-dire  qui  la  touchera  tout  le  long  de  la 
courbe  MM'M''....  En  effet,  pour  le  point  M",  par  exemple,  le  plan  tangent  de  S 
renfermera  la  tangente  M"T  de  la  courbe  MM'M",  aussi  bien  que  l'arête  M"V  qui, 
par  construction,  est  tangente  à  la  surface  :  donc  ce  plan  sera  lui-mémA  tancent  au 
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cône;  et  les  deux  surfaces  ayant  ainsi  un  plan  tangent  commun  en  M",  offriront  un 
véritable  contact  dans  ce  point,  et  dans  tous  ceux  de  la  ligne  MM'M".... 

349.  Cela  posé,  pour  résoudre  le  problème  général  qui  fait  l'objet  de  ce  chapitre, 
il  sujfira  de  construire  la  ligne  de  contcun  MM'  M"  de  la  surface  proposée  S  avec  un  cône 
circonscrit  ayant  son  sommet  en  V,  puis  de  mener  un  plan  tangent  à  S  dans  un  quel- 
conque des  points  de  cette  ligne;  ce  plan  satisfera  évidemment  à  la  question,  puisqu'il 
touchera  nécessairement  (n**  548)  le  cône  circonscrit,  et  qu'ainsi  il  passera  par  le 
sommet  V,  qui  est  le  point  donné. 

Réciproquement,  tout  plan  mené  du  point  V,  tangentiellement  à  la  surface  S, 
touchera  celle-ci  en  un  certain  point,  que  j'appelle  m,  et  qui,  étant  joint  avec  V, 
fournira  une  droite  Vm  évidemment  tangente  à  S;  donc  cette  droite  Vm  sera  néces- 
sairement une  des  arêtes  du  cône  circonscrit  VMM' M"....  et  par  conséquent  le  point 
m  devra  se  trouver  sur  la  courbe  MM' M". . .,  qui  devient  ainsi  le  lieu  de  toutes  les  solu- 
tions dix  problème  proposé. 

Seulement,  le  problème  sera  impossible  quand  le  cône  circonscrit  n'existera  pas; 
c'est-à-dire  lorsque  le  point  V  sera  tellement  placé,  que  l'on  ne  pourra  mener,  de  ce 
point,  aucune  tangente  aux  diverses  sections  faites  par  des  plans  passant  par  YAD. 

350.  Il  résulte  de  là  que  la  question  qui  nous  occupe  admet  une  infinité  de  solu- 
tions, excepté  quand  la  surface  proposée  S  est  dévehppable.  En  effet,  nous  avons  vu 
(n**  183)  qu'une  telle  surface  était  l'enveloppe  de  toutes  les  positions  d'un  plan  mo- 
bile, assujetti  à  une  loi  de  mouvement  qui  ne  laissait  d'arbitraire  qu'une  seule  condi- 
tion (')  :  donc,  lorsque  ce  plan  mobile,  qui  est  en  même  temps  le  plan  tangent  de  la 
surface  développable,  viendra  à  passer  parle  point  donné  V,ilne  pourra  plus  prendre 
d'autre  situation;  ou,  du  moins,  il  ne  saurait  occuper  alors  qu'un  nombre  limité  de 
positions,  suivant  la  nature  et  le  nombre  des  nappes  de  la  surface.  Ainsi,  pour  cette 
classe  de  surfaces,  le  problème  de  construire  un  plan  tangent  qui  passe  par  un  point 
donné,  devient  tout  a  fait  déterminé  (**),  et  c'est  ce  que  nous  avons  reconnu  dans  les 
cônes  et  dans  les  cylindres  (n***  446  et  123). 

D'ailleurs,  comme  une  surface  développable  est  touchée  par  son  plan  tangent  tout 
le  long  d'une  même  génératrice  rectiligne  (n®  177),  il  s'ensuit  que  si  l'on  effectuait 
ici  les  sections  indiquées  n^  348,  et  qu'on  leur  menât  des  tangentes  par  le  point  Y, 
tous  les  points  de  contact  se  trouveraient  situés  sur  une  droite  de  la  surface;  et  le 
cône  circonscrit  se  réduirait  alors  à  un  ou  à  plusieurs  plans  tangents  qui  passeraient 
par  le  point  V. 

351 .  Le  problème  de  mener,  par  un  point  Y,  un  plan  tangent  à  une  surface  S 


(*)  Oa  autrement  dit^  qui  ne  laissait  qu'une  seule  constante  arbitraire  dans  son  équation;  ainsi  la 
condition  de  passer  par  le  point  Y,  fixera  complètement  la  position  de  ce  plan  dans  Tespace. 

[**  )  L'exception  que  présentent  les  surfaces  développables  est  unique  ;  car  elle  n'a  point  lieu  pour  les 
surfaces  gauches.  En  effet,  nous  verrons  que  dans  celles-ci  tout  plan  mené  par  le  point  Y  et  par  une  gé- 
nératrice rectiligne  est  tangent  à  la  surface  dans  un  certain  point  qu*il  faut  construire  ;  de  sorte  qu'en  joi- 
gnant ce  point  de  contact  avec  Y,  on  obtiendra  encore  une  des  arêtes  du  cône  circonscrit,  lequel  subsiste 
ici  comme  dans  les  surfaces  non  réglées. 
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non  développable,  redeviendrait  déterminé,  si  Ton  ajoutait  la  conditioDfque  ce  plan 
dût  toucher  la  surface  ^mt  une  courbe  donnée,  par  exemple  sur  un  méridien,  ou  sur 
un  parallèle,  dont  la  position  serait  assignée.  En  effet,  après  avoir  construit  la 
ligne  de  contact  MM'M'^..  du  cône  circonscrit  à  S,  il  suffirait  d'examiner  en  quels 
points  elle  rencontre  la  courbe  donnée,  et  ce  seraient  là  évidemment  les  points  de 
contact  des  plans  tangents  qui  satisfont  au  problème.  Celui-ci  serait  impossible, 
si  la  courbe  assignée  sur  la  surface  n'avait  aucun  point  commun  avec  la  ligne 
MM'M'.... 

532.  Quant  à  la  construction  de  la  ligne  de  contact  d'une  surface  quelconque  S, 
avec  un  cône  circonscrit  qui  a  pour  sommet  un  point  donné  V,  courbe  qui  est  d'ail- 
leurs très-utile  dans  la  Perspectwe,  puisque  c'est  évidemment  le  contour  apparent 
de  la  surface  vue  du  point  V,  la  seule  méthode  tout  à  fait  générale  est  celle  que  nous 
avons  indiquée  n^  548;  cependant,  comme  elle  exige  des  opérations  graphiques 
assez  pénibles,  nous  allons  exposer  d'autres  méthodes  plus  simples,  mais  appli- 
cables seulement  à  certains  genres  de  surfaces  qui  se  rencontrent  plus  fréquemment. 
Auparavant,  toutefois,  nous  démontrerons  un  théorème  important  sur  ces  lignes  de 
contact,  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  second  degré.  • 

555.  La  courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à  une  surface  du  second  degré  est 
toujours  PLANE;  et  son  plan  se  trouve  parallèle  au  plan  diamétral  qui  serait  conjugué 
avec  le  diamètre  mené  par  le  sommet  du  cône. 

Soient  V  le  sommet  du  cône,  et  S  la  surface  du  second  degré  dont  il  s'agit  {Jig.  8o); 
nous  supposerons  d'abord  qu'elle  admet  un  centre  0,  mais,  du  reste,  elle  peut  être 
indifféremment  un  ellipsoïde  ou  bien  l'un  des  deux  hyperboloïdes.  En  faisant  pas- 
ser par  la  droite  VO  divers  plans  sécants,  nous  obtiendrons  des  courbes  du  second 
degré  ABD,  AB'D,  AB"D,...,  ayant  toutes  un  diamètre  commun  OA;  et  si  nous  les 
coupons  par  \e plan  diamétral  BB'Cf  qui  est  conjugué  avec  0 A,  c' est-a-dire  qui  divise 
en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  de  la  surface  parallèles  à  cette  direction, 
nous  obtiendrons  des  droites  OB,  OB',  0B'^...,  qui  jouiront  évidemment  de  la  même 
propriété,  par  rapport  aux  cordes  menées  dans  chacune  de  ces  courbes  parallèle- 
ment à  OA.  Ainsi  OA  et  OB,  OA  et  OB',  OA  et  OB",...,  formeront  des  systèmes  de 
diamètres  conjugués  deux  a  deux,  dans  les  diverses  courbes  du  second  degré  ABD, 
AB'D,  AB"D,.... 

Cela  posé,  tirons  à  l'une  de  ces  courbes  une  tangente  VM,  puis  menons,  par  le 
point  de  contact  M,  un  plan  parallèle  à  BB'G  :  ce  nouveau  plan  coupera  la  surface 
S  suivant  une  courbe  MM'N,  et  les  sections  primitives  suivant  des  ordonnées  PM, 
PM',  PM",...,  respectivement  parallèles  k  OB,  OB',  OB".' Alors,  si  l'on  mène  parles 
divers  points  M',  M",...,  des  tangentes  aux  courbes  AM'D,  AM"D,...,  je  dis  que 
ces  tangentes  aboutiront,  sur  la  droite  OA,  au  même  point  V,  d'où  est  partie  la  pre- 
mière MV.  En  effet,  on  sait  que  dans  toute  ligne  du  second  ordre  rapportée  à  deux 
diamètres  conjugués,  la  sous-tangente  ne  dépend  que  de  l'abscisse  du  point  de  contact 
et  du  diamètre  sur  lequel  on  compte  cette  abscisse;  par  conséquent,  pour  les  divers 
points  M,  W,  Wf...,  qui  répondent  k  la  même  i^scisse  OP,  la  sous-tangente  aura 
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une  valeur  commune,  savoir  : 


PV  =  ^^-OP,     d'où    0V=^- 

Donc,  toutes  les  tangentes  menées  en  M,  M',  M",...,  formeront  bien  un  cône  cir- 
conscrit à  la  surface  du  second  degré,  et  dont  la  ligne  de  contact  sera  la  courbe 
planeMWW^,  parallèle  au  plan  diamétral  BB'C  qui  est  conjugué  avec  VO  (*).  D'ail- 
leurs, ce  diamètre  VO  contiendra  le  centre  P  de  la  courbe  3IM' M'"...,  comme  nous 
allons  le  faire  voir. 

334.  Dans  toute  surface  du  second  degré,  les  diverses  sections  faites  par  des  plans 
parallèles  entre  eux  sont  des  courbes  semblables,  dont  les  centres  sont  situés  sur  le  dia- 
mètre qui  se  trompe  conjugué  avec  celui  de  ces  plans  sécants  qui  passe  par  le  centre  de  la 
surface.  En  effet,  quelle  que  soit  une  de  ces  sections  planes  MM']\rN,  on  pourra 
mener  par  le  centre  0  un  plan  BB'B'X  qui  lui  soit  parallèle,  et  construire  le  dia- 
mètre OA  conjugué  avec  ce  dernier  plan.  Alors  toutes  les  sections  ABD,  AB'D, 
AB"D,...,  auront  pour  diamètres  conjugués,  deux  à  deux,  OA  et  OB,  OA  et  OB', 
OA  et  OB"  :  donc,  les  ordonnées  MP,  MF,  MP",...,  qui  correspondent  à  la  même 
abscisse  OP,  seront  proportionnelles  aux  diamètres  non  communs  OB,  OB',  OB",...; 
et,  par  conséquent,  ces  droites,  considérées  comme  des  rayons  vecteurs  {^wwLLtvs.^ 
menés  dans  les  deux  courbes  MM'N  et  BB'C,  satisferont  à  la  condition  générale  de 
la  similitude.  D'ailleurs,  comme  le  point  0  est  évidemment  le  centre  de  figure  de 
la  courbe  BB'C,  il  en  sera  nécessairement  de  même  du  point  P  par  rapport  à  la 
courbe  MM'N;  ainsi  les  centres  des  sections  parallèles  au  plan  diamétral  BB'C  sont 
bien  situés  tous  sur  le  diamètre  OA  conjugué  avec  ce  plan. 

553.  [Fig.  8i.)  Revenons  au  théorème  démontré  n""  533  pour  les  surfaces 
douées  d'un  centre;  et  afin  de  l'étendre  aux  surfaces  qui  en  sont  dépourvues,  c'est- 
à-dire  aux  deux  paraboloides,  modifions  la  démonstration  de  la  manière  suivante. 
Menons  par  le  point  donné  V  une  parallèle  VX'  à  Vaxe  ou  diamètre  principal  OX 
du  paraboloïde;  cette  droite  VAX'  sera  encore  un  diamètre  Aq  la  surface,  et  les 
divers  plans  sécants  menés  par  ce  diamètre  fourniront  des  sections  paraboliques 
AME,  AM'E',  AM"E"....  Cela  posé,  tirons  à  l'une  d'elles  la  tangente  VM,  et  par  le 
point  de  contact  M  menons,  parallèlement  au  plan  tangent  du  paraboloïde  en  A, 
un  plan  MM'M"N  qui  coupera  les  paraboles  suivant  des  ordonnées  MP,  M'P, 
M"P,...,  respectivement  parallèles  aux  tangentes  AT,  AT',  AT",...,  de  ces  courbes. 
Alors,  pour  de  telles  ordonnées,  on  sait  que  la  sous-tangente  sera  constamment 
double  de  l'abscisse  commune  AP;  par  conséquent,  toutes  les  tangentes  en  M,  M', 
M",...,  aboutiront  au  même  point  V,  et  formeront  ainsi  un  cône  circonscrit  qui 


(*)  Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  est  une  sphère,  la  courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  devient 
un  petit  cercle,  perpendiculaire  à  la  droite  VO,  qui  réunit  le  sommet  V  avec  le  centre  de  la  sphère,  D'ail- 
leurs, cela  se  prouve  directement,  on  faisant  tourner  autour  de  VO  un  grand  cercle  et  sa  tangente  menée 
du  point  V, 
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touchera  le  paraboloïde  de  long  de  la  courbe  plane  MM'M^N.  En  outre,  on  voit 
que  le  plan  de  cette  courbe  %^i parallèle  au  plan  tangent  en  A,  lequel  remplace  ici  le 
plan  diamétral  conjugué  avec  YX';  car  ce  dernier  serait  a  une  distance  infinie. 

Dans  rellipsoide  de  \^fig^  80»  le  plan  tangent  en  A  était  aussi  parallèle  à  BB'B''G, 
et  par  suite  à  la  courbe  de  contact  MM'M"N  ;  mais  nous  n'avons  pas  voulu  em- 
ployer alors  ce  plan  tangent  pour  la  démonstration ,  parce  qu'il  n'existerait  plus 
dans  les  hyperboloïdes,  si  le  diamètre  YO'ne  rencontrait  pas  la  surface. 

PROBLEME  I.  Trouver  la  courbe  de  contact  dune  surface  de  révolution^  avec  un 
cône  circonscrit  dont  le  sommet  est  donné. 

556.  [Fig.  84-)  Soient  (0,rZ')  l'axe  de  révolution  que  nous  regarderons 
comme  vertical,  et  (X'C'Y'D',  CD)  le  méridien  principal  de  la  surface.  Ici,  cette 
courbe  est  une  ellipse  dont  un  diamètre  principal  coïncide  avec  l'axe  de  révo- 
lution ;  mais  la  méthode  que  nous  allons  exposer  est  tout  à  fait  générale,  et  appli- 
cable à  un  méridien  quelconque.  Soit  d'ailleurs  (V,V')  le  point  assigné  pour  le 
sommet  du  cône  circonscrit  :  la  courbe  X'M' Y',  suivant  laquelle  il  touchera  l'el- 
lipsoide,  peut  se  déterminer  en  construisant  successivement  les  points  qui  se  trou- 
vent sur  chaque  parallèle  de  la  surface,  ou  bien  ceux  qui  sont  situés  sur  les  divers 
méridiens^,  ce  qui  va  donner  lieu  k  deux  méthodes,  dont  chacune  suffit  à  elle  seule 
pour  tracer  la  courbe  demandée. 

557.  Méthode  du  parallèle.  Soit  (E'F,  EMF)  le  parallèle  choisi  arbitrairement 
sur  la  surface  de  révolution  que  nous  désignerons  par  S  :  en  substituant  à  celle-ci 
un  cône  droit  engendré  par  la  révolution  de  la  tangente  Ë'Z'  autour  de  l'axe,  il 
est  évident  que  ce  cône  touchera  la  surface  S  tout  le  long  du  cercle  ET',  et  qu'ainsi 
tout  plan  tangent  qui  sera  mené  à  ce  cône  par  le  point  (Y,  Y')  touchera  S  dans  le 
point  ou  l'arête  de  contact  rencontrera  le  cercle  E'F'.  Par  conséquent,  ce  point  de 
rencontre  appartiendra  k  la  courbe  demandée  X'M' Y',  qui  n'est  autre  chose  (n®  349) 
que  le  lieu  des  points  de  contact  des  divers  plans  tangents  menés  à  la  surface  S,  par  le 
point  {Y, T). 

358.  La  question  est  donc  réduite  k  trouver  un  plan  qui,  partant  du  point 
(Y, Y'),  aille  toucher  le  cône  Z'E'F  :  car  on  y  parviendrait  (n**  123)  enjoignant 
le  sommet  (Z',0)  (*)  avec  (Y,  Y'),  puis  en  cherchant  le  point  où  cette  droite  irait 
couper  le  plan  horizontal  E'F',  en  menant  enfin  de  ce  dernier  point  des  tangentes 
au  cercle  (E'F', EMF).  Mais  comme  le  sommet  (Z',0)  peut  se  trouver,  ainsi  que 
cela  arrive  ici,  placé  k  une  distance  incommode,  et  que  d'ailleurs  le  point  d'où  par- 
tiraient les  tangentes  k  la  base  du  cône  varierait  aussi  k  mesure  qu'on  changerait  de 
parallèle,  nous  allons  employer  une  marche  qui  obviera  k  ces  deux  inconvénients. 

Adoptons  pour  base  du  cône  droit  le  cercle  (G'H',GPH),  suivant  lequel  il  est 
coupé  par  le  plan  horizontal  Y'G'H'  :  alors  cette  nouvelle  base  contenant  dans  son 


(*)  Les  trois  points  désignés  par  Z'  dans  notre  épure  sont  censés  représenter  le  point  unique  où  la  tan- 
gente E'Z' irait  couper  Taxe  vertical,  point  qui  est  le  sommet  du  cône  droit,  mais  qui  n*a  pu  se  trouver  ici 
renfermé  dans  le  cadre 
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plan  le  point  donné  (V,  V),  il  deviendra  inutile  de  recourir  au  sommet  du  cône,  et 
il  suffira  de  mener  les  tangentes  k  la  base  actuelle  par  le  point  (V,  V).  D'ailleurs, 
comme  ce  sont  les  points  de  contact  qui  seuls  nous  intéressent,  décrivons  sur  la 
(^oite  VO,  comme  diamètre,  une  circonférence  qui  coupe  le  cercle  GPH  aux  points 
P  et  Q,  et  les  payons  OP  et  OQ  seront  évidemment  les  projections  horizontales 
des  génératrices  suivant  lesquelles  le  cône  droit  sera  touché  par  les  plans  tangents 
menés  de  (V,  V).  Donc,  en  prolongeant  ces  rayons  jusqu'au  parallèle  donné  EMF. 
les  points  M  et  N,  que  l'on  projettera  sur  E'F'  en  M' et  N',  seront  deux  points  qui 
appartiendront  (n®  357)  k  la  courbe  de  contact  de  la  surface  S  avec  le  cône  cir- 
conscrit dont  le  sommet  serait  en  (V,V'). 

359.  Pour  trouver  les  points  de  cette  courbe  qui  seront  sur  un  autre  parallèle, 
on  agira  d'une  manière  toute  semblable;  et  la  même  circonférence^  décrite  sur  YO 
comme  diamètre,  servira  pour  toutes  ces  opérations^  puisque  les  tangentes  à  la  base 
du  nouveau  cône  droit  devront  encore  partir  du  point  (V,V').  Par  exemple,  si 
nous  considérons  le  parallèle  (E^P,  EMF)  égal  au  précédent,  il  faudra  tirer  la 
tangente  WGT  qui,  en  tournant  autour  de  l'axe  vertical,  décrirait  un  cône  droit 
dont  la  base,  considérée  dans  le  plan  horizontal  V'G',  sera  le  cercle  (6*'H*,G''P*'H")  : 
celui-ci  étant  coupé  par  la  circonférence  VO  en  deux  points  F'  et  Q",  les  rayons 
OP""  et  OQ"  sont  les  projections  horizontales  des  arêtes  de  contact  du  cône  droit 
G'"E*'F*'H*' avec  les  plans  tangents  qui  lui  seraient  menés  par  le  point  (V,V');  puis, 
la  rencontre  de  ces  rayons  avec  le  parallèle  (EMF,  E*F*)  fournira  les  points  (M", M*'), 
(N'',N*)  situés  sur  ce  parallèle,  et  appartenant  à  la  courbe  de  contact  delà  surface  S 
avec  le  cône  circonscrit  qui  a  son  sommet  en  (V,V'). 

360.  [Fig.  84*)  Méthode  du  méridien.  Pour  trouver  les  points  de  cette  même 
courbe,  qui  sont  situés  sur  un  méridien  quelconque  a  OS,  imaginons  par  tous  les 
points  de  cette  méridienne  des  droites  perpendiculaires  a  son  plan,  et  dont  l'en- 
semble formera  un  cylindre  horizontal,  évidemment  circonscrit  à  la  surface  S  le  long 
de  cette  courbe  méridienne.  Alors,  si  par  le  point  (Y,  V)  nous  menons  k  ce  cylindre 
un  plan  tangent,  ce  dernier  se  trouvera  aussi  tangent  k  l'ellipsoïde  dans  le  point  où 
il  touchera  la  base  du  cylindre  ;  et,  par  conséquent,  ce  point  appartiendra  à  la  courbe 
cherchée,  puisque  celle-ci  (n^  349)  est  le  lieu  de  tous  les  points  de  contact  de  l'el- 
lipsoïde avec  les  plans  tangents  qui  partiraient  de  (V,  V). 

Or,  pour  construire  ce  plan  tangent  au  cylindre  horizontal,  il  faut  (n®  116)  tirer 
du  point  (V,  V)  une  parallèle  aux  génératrices  de  cette  surface,  c'est-à-dire  une 
droite  (VF",  V'H*')  perpendiculaire  au  plan  vertical  «OS  qui  contient  la  base  du 
cylindre;  puis,  du  point  P,  où  cette  droite  rencontre  ce  plan  méridien,  mener  a 
cette  base  une  ou  plusieurs  tangentes.  Mais  pour  réaliser  cette  dernière  opération, 
je  rabats  la  méridienne  aOS  sur  le  plan  vertical,  ainsi  que  le  point  P;  ce  dernier 
se  transporte  évidemment  en  (H%  H'*),  et  en  tirant  les  tangentes  W(f'f  H"'F*,  j'ob- 
tiens les  points  de  contact  (f',  <p),  (F^,  F)  sur  la  base  du  cylindre  rabattue;  donc, 
en  les  ramenant  par  des  arcs  de  cercle  horizontaux  dans  le  méridien  primitif  a  OS^ 
ils  auront  pour  véritables  positions  [^f  ^')  et  {Wf  W). 
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361.  Ce  dernier  point  coïncide  avec  un  de  ceux  que  nous  avons  obtenus  parla 
méthode  du  parallèle^  parce  qu'ici  le  plan  méridien  Oaê  a  été  choisi  de  manière  à 
renfermer  le  point  (M",  W)  déjà  construit;  et  nous  avons  adopté  cette  disposition, 
afin  de  montrer  clairement  que,  si  les  deux  méthodes  s'appuient  sur  des  considéra- 
tions très-différentes,  elles  emploient  du  moins  les  mêmes  opérations  graphiques^ 
exécutées  dans  un  ordre  précisément  inverse^  comme  on  doit  le  voir  ici  pour  le  point 
(M",  M"').  Au  reste,  quelle  que  soit  la  méthode  que  Ton  emploiera,  il  est  des  points 
particuliers  qui  s'obtiendront  par  un  procédé  direct;  et  nous  recommandons  de 
commencer  V exécution  de  V épure  par  la  recherche  de  ces  points  remarquables. 

362.  Points  sur  les  contours  apparents.  Quant  a  ceux  qui  seront  situés  sur  l'équa- 
teur  (CD',  CLD),  il  est  clair  que  les  plans  qui  toucheront  Tellipsoïde  en  ces  points 
se  tvouyeront verticaux 9  et  dès  lors  leurs  ir^ices  horizontales  seront  les  tangentes  VL 
et  VK  partant  du  point  V;  d'ailleurs,  les  pointe  de  contact  L  et  K  se  trouvant  déter- 
minés en  projection  horizontale,  par  la  rencontre  du  cercle  CLD  avec  la  circonfé- 
rence dont  VO  est  le  diamètre,  il  suffira  de  projeter  L  et  K  en  V  et  K'  sur  CD'. 
Observons,  en  outre,  que  ces  deux  points,  étant  sur  le  contour  apparent  de  la  sur- 
face relativement  au  plan  horizontal,  formeront  les  limites  communes  de  Varc 
visible  LMXK  et  de  rare  invisible  LlVrYK  sur  cette  projection;  au  surplus,  le  pre- 
mier de  ces  arcs  se  distinguera  aisément  de  Tautre,  en  examinantsi  l'un  de  ses  points 
(M,  M')  est  placé  au-dessus  de  Téquateur  CD'. 

De  même,  pour  les  points  situés  sur  le  méridien  principal  (X'CY'D',  CD),  hh 
plans  tangents  de  rellipsoide  se  trouveront  (n^  129)  perpendiculaires  au  plan  ver^ 
tical;  ainsi  leurs  traces  passeront  par  le  point  V  et  seront  les  deux  tangentes  V'X'r, 
V'Y',  dont  les  points  (*)  de  contact  X'  et  Y'  devront  être  projetés  en  X  et  Y  sur  CD. 
D'ailleurs,  comme  ces  deux  points  sont  placés  sur  le  contour  apparent  de  la  surface 
par  rapport  au  plan  vertical,  ils  sépareront  l'arc  visible  X'M'Y'  de  l'arc  invisible 
X'N'Y'  sur  cette  projection;  et  Ton  distinguera  le  premier  de  ces  deux  arcs,  en  exa- 
minantsi l'un  de  ses  points  (M,  M')  est  placé  en  avant  du  plan  vercical  CD  qui  con- 
tient le  méridien  principal. 

363.  Points  limites.  Nous  entendons  par  là  les  points  où  la  tangente  de  la  courbe 
de  contact  se  trouvera  horizontale^  et  qui  seront,  par  conséquent,  plus  haut  ou  plus 
bas  que  tous  les  points  voisins.  D'abord,  cette  circonstance  ne  pourra  se  rencon- 
trer que  dans  le  méridien  VO  qui  passe  par  le  sommet  (V,  V)  du  cône  circonscrit. 
En  effet,  la  méthode  générale  qui  a  fourni  (n^3o8)  les  points  (M,  M')  et  (N,  N') 
montre  évidemment  que  les  divers  points  de  la  courbe  sont,  deux  à  deux,  situés  sut 
des  cordes  horizontales  (MN,  M'N')  que  le  plan  vertical  VO  divise  chacune  en  deux 
parties  égales;  donc,  lorsqu'un  de  ces  points  correspondants  se  trouvera  dans  le 
plan  vertical  VO,  l'autre  s'y  trouvera  aussi,  et,  par  suite,  la  corde  relative  à  ces 


(*)  E  suffira  de  mener  ces  tangenles  avec  une  règle  appuyée  sur  le  point  V  et  sur  le  méridien;  mais, 
ensuite,  il  faudra  fixer  leurs  points  de  contact  avec  précision,  en  se  servant  des  cordes  supplémentaireB  de 
ieiii(>se  méridiennne. 
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points  ainsi  confondus  sera  devenue  tangente  k  la  courbe,  sans  avoir  cessé  d'être 
horizontale.  Ainsi  les  points  le  plus  haut  et  le  plus  bas  sont  bien  dans  le  méridien  VO. 

Maintenant,  pour  déterminer  ces  points  limites,  j'observe  que  la  droite  qui  join- 
drait l'un  d'entre  eux  avec  (V,  V)  serait  nécessairement  tangente  à  la  méridienne 
VO,  puisqu'elle  se  trouverait  à  la  fois  dans  le  plan  de  cette  courbe  et  dans  le  plan 
tangent  de  l'ellipsoïde.  Donc,  si  je  rabats  cette  méridienne  sur  le  plan  vertical, 
ainsi  que  le  point  (V,  V)  qui  sera  transporté  évidemment  en  V";  puis,  si  je  mène  la 
tangente  VU'  dont  je  déterminerai  exactement  le  point  de  contact  U'  au  moyen  des 
cordes  supplémentaires,  il  n'y  aura  plus  qu'à  projeter  ce  point  U'  en  U,  et  à  le  rame- 
ner, par  un  arc  de  cercle  horizontal,  dans  sa  véritable  position  (R,  R').  Ce  sera  la  le 
point  le  plus  bas  de  la  courbe,  et  la  tangente  horizontale  IVW  indiquera  le  dernier 
des  parallèles  qui  peuvent  contenir  des  points  de  cette  ligne. 

Le  point  le  plus  haut  (T,  T')  s'obtiendrait  semblablement;  mais  nous  n'avons  pas 
voulu  effectuer  la  construction  qui  s'y  rapporte,  dans  la  crainte  de  jeter  quelque 
confusion  sur  la  figure. 

564.  Dans  l'exemple  actuel,  où  la  surface  de  révolution  est  du  second  degré, 
la  courbe  de  contact  est  nécessairement /?/aw6  (555),  et  ici  c'est  une  ellipse  qui  a 
pour  un  de  sesaxes^  dans  l'espace,  la  droite  (RT,  R'T'),  puisque  les  tangentes  aux 
extrémités  de  cette  lîgne  lui  sont  perpendiculaires,  attendu  qu'elles  le  sont  au  plan 
vertical  VO  (n**  565).  Userait  même  facile  d'en  conclure  le  deuxième  axe  et  les 
deux  autres  sommets,  en  faisant  une  section  horizontale  dans  Tcllipsoïde  par  le 
milieu  de  la  droite  (RT,  R'T')  ;  et  l'on  doit  observer  que  ces  deux  diamètres princi-^ 
paux  resteront  les  a^es  de  la  projection  horizontale  RLTK,  parce  que,  l'un  d'eux 
étant  horizontal,  l'angle  compris  entre  leurs  projections  demeurera  droit;  tandis 
que  sur  le  plan  vertical,  ces  deux  diamètres  ne  seront  plus  perpendiculaires  l'un 
à  l'autre,  et  deviendront  simplement  rfcoo?  rfiow^Vres  co/i/wg^wei  obliques  de  la  courbe 
R'L'T'K'. 

565.  Remarque.  Si  l'on  se  rappelle  que  toute  surface  de  révolution  peut  être 
considérée  comme  Venveloppe  d'un  cône  mobile  (n^  194)  toujours  circonscrit  le  long 
d'un  parallèle,  ou  bien  encore  comme  Venvcloppe.  d'un  cylindre  mobile  (n^  196) 
toujours  circonscrit  le  long  d'un  méridien,  on  sentira  que,  dans  les  deux  méthodes 
employées  n^'  557  et  560,  nous  avons  eu  pour  but  de  substituer  à  la  surface  de 
révolution  proposée,  une  tnçeloppée  conique  ou  cylindrique,  pour  laquelle  la  con- 
struction du  plan  tangent  mené  du  point  (V,  V)  était  plus  facile  que  pour  la  surface 
primitive.  Or,  comme  les  surfaces  de  révolution  admettent  aussi  une  enveloppée 
sphérique  [n^  195)  dont  le  rayon  est  la  normale  au  méridien,  il  en  résulte  une  troi- 
sième méthode,  moins  avantageuse  dans  la  pratique,  mais  qu'il  est  intéressant  de 

connaître. 

566.  Troisième  méthode  par  une  enveloppée  sphérique.  [Fig.  84 .  )  Avec  la  normale 
E'w'  du  méridien,  traçons  un  cercle  qui,  en  tournant  autour  de  Taxe  vertical,  en- 
gendrera une  sphère  évidemment  tangente  à  la  surface  de  révolution  S  tout  le  long 
du  parallèle  E'F;  puis,  imaginons  un  cône  circonscrit  à  cette  sphère,  et  ayant  pour 
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sommet  le  point  donné  (V,  V),  La  courbe  de  contact  de  ce  cône  auxiliaire  avec  la 
sphère  sera  un  petit  cercle  (n*^  553,  note)  dont  le  plan  se  trouvera  perpendiculaire 
à  la  droite  (Vw',  VO);  et  comme  dans  les  points  où  ce  petit  cercle  rencontrera  le 
parallèle  ET',  les  plans  tangents  de  la  sphère  seront  communs  à  la  surface  S,  il 
s'ensuit  que  ces  points  appartiendront  à  la  courbe  cherchée  X'M' Y'.  Or,  si  nous  fai- 
sons tourner  simultanément  la  sphère  et  son  cône  circonscrit,  autour  de  la  verti- 
cale 0,  jusqu'à  ce  que  l'axe  (Vw',  VO)  de  celui-ci  soit  devenu  parallèle  au  plan 
vertical,  le  sommet  (V,  V)  se  transportera  en  V";  et  en  menant  les  tangentes  V'Y> 
V^(^,  le  cercle  de  contact  sur  la  sphère  se  trouvera  alors  projeté  suivant  la  corde  7'(^. 
Dans  cette  situation,  ce  cercle  de  contact  coupe  le  parallèle  E'F'  en  deux  points 
placés  aux  extrémités  de  la  corde  projetée  verticalement  sur  le  pointe';  or,  comme 
la  distance  de  cette  corde  à  l'axe  de  révolution  ne  changera  pas  quand  nous  ramè- 
nerons la  sphère  et  le  cône  circonscrit  dans  leurs  positions  primitives,  il  est  clair 
qu'en  reportant  par  un  arc  de  cercle  le  point  s'  sur  le  méridien  primitif  VO  en  e,  et 
en  tirant  par  ce  dernier  point  une  corde  perpendiculaire  à  VO,  les  intersections  de 
cette  corde  avec  la  parallèle  EMF  fourniront  les  points  demandés  M  et  N,  qu'il  fau- 
dra ensuite  projeter  en  M'  et  N'  sur  E'F'. 

PROBLEME  IL  Par  un  point  donnée  mener  à  une  surface  de  révolution  un  plan  tan^ 
gent  qui  la  touche  sur  un  parallèle  donné. 

567.  11  ne  sera  pas  nécessaire  ici,  comme  nous  l'avions  annoncé  généralement 
au  n**  351,  de  construire  la  courbe  de  contact  de  la  surface  avec  un  cône  cir- 
conscrit; il  suffira  évidemment  d'appliquer  au  parallèle  assigné  par  la  question,  la 
méthode  du  n®  357  ou  celle  du  n®  366,  et  l'on  obtiendra  directement  les  points 
decontact  des  plans  tangents  demandés.  Dès  lors  ces  plans  seront  faciles  à  construire 
(n"  152). 

PROBLÈME  IIL  Par  un  point  donnée  mener  à  une  surface  de  rés^olution  un  plan 
tangent  qui  la  touche  sur  un  méridien  donné. 

368.  Ce  problème  se  résoudra  encore  directement,  en  appliquant  au  méridien 
assigné  par  la  question,  la  méthode  expliquée  au  n^  560.  On  connaîtra  ainsi  les 
points  de  contact  des  plans  tangents  que  l'on  cherche,  et  ces  plans  seront  alors 
faciles  à  déterminer  (n**  152). 

PROBLÈME  IV.  Trouver  la  courbe  de  contact  d'une  surface  quelconque  dusecond 
degrés  avec  un  cône  circonscrit  dont  le  sommet  est  donné. 

569.  [Fig.  85.)  Prenons  pour  exemple  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  et 
choisissons  nos  plans  de  projection  parallèles  à  deux  des  trois  plans  principaux  de 
ce  corps.  Alors,  les  contours  apparents  de  la  surface  seront  les  deux  ellipses 
(ABDE,  A'D')  et  (A'C'DT',  AD),  qui  auront  chacune  deux  axes  communs  avec 
l'ellipsoïde;  et  en  désignant  par  (V,  V)  le  sommet  du  cône  circonscrit,  nous  cher- 
cherons à  déterminer  les  points  de  la  courbe  de  contact,  qui  se  trouvent  placés  sur 
une  section  horizontale  quelconque  G'H'.  Cette  section  est  une  ellipse  semblable  k 
ABDE,  et  dont  (G'H',  GH)  est  un  des  diamètres  principaux;  alors,  si  nous  la  re- 
gardons comme  la  base  d'un  cône  auxiliaire  qui  aurait  son  sommet  au  point  T,  où 
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Taxe  vertical  de  la  surface  est  rencontré  par  la  tangente  G'T',  ce  cône  T'G'H'  sera 
circonscrit  à  Tellipsoïde.  En  effet,  toutes  les  sections  faites  dans  la  surface  par  des 
plans  menés  suivant  la  verticale  (0,  O'T'),  seraient  des  ellipses  qui  auraient  un  axe 
commun  (0,  CT').  D'ailleurs»  pour  tous  les  points  de  ces  ellipses  placées  surG'H', 
Tabscisse  O'V  étant  la  môme,  la  sous-tangente  serait  aussi  constamment  égale  à 
ri';  par  conséquent,  les  tangentes  k  ces  ellipses  verticales  aboutiraient  toutes  au 
point  T%  et  formeraient  bien  le  cône  circonscrit  T'G'H'.  Cela  posé,  si  nous  menons 
à  ce  cône  auxiliaire  un  plan  tangent  partant  de  (V,  V),  Tarête  de  contact  rencontrera 
la  base  G'H'  en  un  point  qui  appartiendra  à  la  courbe  demandée;  car,  en  ce  point, 
le  plan  tangent  du  cône  auxiliaire  touchera  Tellipsoïde  et  passera  d'ailleurs  par  le 
point  (V,  V),  ce  qui  est  le  caractère  distinctif(n**  349)  delà  courbe  de  contact  de 
la  surface  avec  le  cône  circonscrit  dont  le  sommet  serait  en  (V,  V). 

370.  Maintenant,  pour  mener  du  point  (V,  V)  un  plan  tangent  au  cône  T'G'H', 
et  afin  de  n'avoir  à  opérer  que  sur  l'ellipse  principale  ABDË,  donnée  immédiate  de 
la  question,  je  prolonge  ce  cône  jusqu'au  plan  horizontal  A''D'',  qui  a  été  choisi  de 
manière  a  couper  cette  surface  suivant  une  ellipse  égale  à  la  précédente;  puis,  en 
adoptant  cette  section  (  A''D",  ABDE)  pour  base  du  cône,  et  joignant  le  sommet  avec 
le  point (V,  V),  je  cherche  la  rencontre  de  cette  droite  (V'T'R',  VOR)  avec  le  plan 
A''D'';  et  enfin,  du  point  R  je  mène  deux  tangentes  RP,  RQ  à  l'ellipse  ABDE.  Les 
points  de  contact  de  ces  tangentes  étant  fixés  avec  précision  (au  moyen  des  cordes 
supplémentaires),  je  tire  les  rayons  OP,  OQ,  qui  seront  les  projections  horizontales 
des  arêtes  de  contact,  et  j'en  conclus  aisément  leurs  projections  verticales  T'P',  T'Q'. 
Enfin,  ces  dernières  coupant  l'ellipse  G'H' aux  points  M'  et  N^,  je  les  projette  en  M 
et  N,  et  j'obtiens  ainsi  les  deux  points  de  la  courbe  demandée,  qui  sont  placés  sur  la 
section  horizontale  G'H'  de  l'ellipsoïde. 

On  aurait  pu  trouver  directement  les  points  M  et  N,  en  projetant  H'  en  H,  et 
menant  par  ce  dernier  point  des  parallèles  HM  et  HN  aux  cordes  DP  et  DQ;  car, 
dans  deux  ellipses  semblables,  telles  que  G'H'  et  A"D",  les  rayons  vecteurs  OM  et 
OPsont  proportionnels  aux  demi-axes  OH  et  OD. 

371.  Pour  toute  section  horizontale  autre  que  G'H',  on  opérera  d'une  manière 
analogue;  mais  s'il  arrivait  que  le  sommet T' du  cône  auxiliaire  fût  a  une  distance 
incommode,  on  pourrait  adopter  pour  base  de  ce  cône  la  section  K'U  faite  parle 
plan  horizontal  mené  du  point  (V,  Y')  ;  et  alors  il  suffirait  de  concevoir,  par  ce  der- 
nier point,  des  tangentes  à  cette  ellipse  K'L^  Or  ces  droites,  ainsi  que  leurs  points 
de  contact,  sont  très-faciles  à  déterminer  par  une  construction  directe,  sans  décrire 
la  courbe^  et  d'après  la  seule  connaissance  des  axes,  qui  sont  ici  proportionnels 
avec  AD  et  BE,  et  dont  l'un  est  K'L'.  Cette  construction  se  trouvera  expliquée  tout  à 
l'heure,  dans  un  cas  analogue  (n°  374). 

372.  Points  sur  les  contours  apparents.  On  les  déterminera  comme  dans  le  pro- 
blème précédent  (n®  362),  en  menant  les  tangentes  V'X'  et  V'Y'  au  contour  appa- 
rent de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  vertical,  et  projetant  les  points  de  contact  X'  et  Y'  en 
X  et  Y,  sur  AD.  De  même,  les  tangentes  Va?  et  Vy  au  contour  apparent  sur  le  plan 
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horizontal,  fourniront  deux  points  a?  et  y  qu'il  faudra  projeter  en  a/  et  y  sur  A'D'. 
D'ailleurs,  ces  deux  systèmes  dépeints  indiqueront  les  extrémités  des  arcs  visibles 
sur  les  deux  plans  de  projection. 

375.  [Fig-  85.)  Les  points  limites ,  c'est-â-dire  ceux  où  la  tangente  de  la  courbe 
sera  horizontale^  se  trouveront  nécessairement  situés  dans  le  plan  vertical  VO.  En 
effet,  il  résulte  évidemment  de  la  construction  générale  qui  a  donné  les  points  P 
et  Q,  ou  M  et  N,  que  les  points  de  la  courbe  de  contact  sont  deux  à  deux  sur  des 
cordes  horizontales  (MN,  M'N'),  constamment /7arai/e/e5  au  diamètre  conjugué  àe 
OR  dans  Tellipse  ABDE;  et,  par  suite,  chacune  de  ces  cordes  est  divisée  en  deux 
parties  égales  par  le  plan  vertical  VOR.  Donc,  lorsqu'un  de  ces  points  correspon- 
dants se  trouvera  dans  le  plan  VOR,  l'autre  y  sera  pareillement;  et  la  corde  qui  les 
réunissait  sera  devenue  tangente  à  la  courbe,  sans  avoir  cessé  d'être  horizontale. 

374.  Maintenant,  pour  construire  ces  points  dont  la  hauteur  sera  maximum  ou 
minimum^  il  suffira  évidemment  de  mener,  par  le  point  (V,  V),  deux  tangentes  à  la 
section  produite  dans  l'ellipsoïde  par  le  plan  vertical  VOR.  Or  cette  section  est  une 
ellipse  dont  les  demi-axes  sont  O'C  et  Oa;  et  si,  en  la  faisant  tourner  autour  de 
l'axe  (0,  Q'Z'),  nous  la  rabattons  sur  le  plan  vertical,  ainsi  que  le  point  (V,  V)  qui 
se  transportera  en  V",  il  s'agira  de  mener  par  ce  dernier  deux  tangentes  à  une 
ellipse  dont  les  demi-axes  deviendront  O'C  et  O'a',  problème  qui  peut  se  résoudre 
sans  tracer  la  courbe.  En  effet,  après  avoir  construit  les  foyers  ç  et  ij;  de  cette  ellipse, 
je  décris  un  arc  de  cercle  avec  le  rayon  Vç  et  un  second  arc  de  cercle  du  point  ^ 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  au  grand  axe  de  l'ellipse;  alors,  ces  deux  circon- 
férences se  coupant  aux  points  6  et  7,  on  sait  (*)  que  la  droite  V'c^,  menée  par  le 
milieu  de  l'arc  96,  est  la  tangente  demandée,  et  que  son  point  de  contact  e"  est 
fourni  par  sa  rencontre  avec  la  droite  i|;ê.  Par  conséquent,  il  n'y  aura  plus  qu'à 
ramener  le  point  (ê',  e)  dans  le  plan  vertical  VO,  au  moyen  d'un  arc  de  cercle 
horizontal,  et  l'on  obtiendra  ainsi  le  point  (X,  X')  le  plus  bas  de  la  courbe  de  contact. 

De  même,  la  seconde  tangente  à  l'ellipse  précédente  sera  la  droite  V*' w  passant 
par  le  milieu  de  l'arc  <p7,  et  sa  rencontre  avec  ^l^y  déterminera  son  point  de  contact 
(tt',  7r),  lequel  ramené  dans  le  plan  vertical  VO,  deviendra  le  point  (^a,  /x')  le  plus 
haut  de  la  courbe  en  question. 

375.  On  pourrait  encore  construire,  d'une  manière  analogue,  les  deux  points  de 
cette  courbe  qui  seraient  placés  dans  le  plan  VO',  perpendiculaire  au  plan  vertical; 
car  la  section  produite  dans  l'ellipsoïde  par  ce  plan  sécant  VO'  serait  une  ellipse 
dont  les  axes  sont  faciles  à  trouver  :  mais,  pour  ne  pas  rendre  l'épure  difficile  à 
lire,  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  s'exercer  à  cette  construction,  qui  est 
entièrement  semblable  a  la  précédente. 

376.  Nous  ferons  observer,  en  terminant,  que  la  méthode  employée  ici  pour  un 


(  *  )  T^oyrZy  dans  les  Traités  de  Géométrie  analytique,  la  méthode  graphique  des  Anciens  pour  mener  les 
tangentes  aux  sections  coniques. 
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ellipsoïde  est  également  applicable  k  un  hyperboloîde»  ou  même  à  un  paraboloîde 
avec  les  modifications  légères  qu'amènerait  tout  naturellement  la  nature  des  sec* 
tiens  planes  qui  seraient  faites  dans  ces  surfaces. 


CHAPITRE  IL 

DES  PLANS  TANGENTS   PARALLÈLES  A  UNE  DROITE  DONNÉE, 

377.  [Fig.  80.)  Soient  S  une  surface  quelconque,  et  VO  la  droite  donnée  (ou 
bien  une  ligne  parallèle  à  la  droite  donnée,  et  menée  par  un  point  pris  arbitraire- 
ment dans  Tintérieur  de  S)  :  si,  par  la  ligne  VO,  nous  conduisons  divers  plans  sé- 
cants, ils  couperont  la  surface  S  suivant  des  courbes  ABD,  AB'D,  AB"D,...,  qui 
pourront  toujours  être  construites  par  les  méthodes  générales  du  livre  IV;  et  en 
menant  a  ces  sections  des  tangentes  BU,  B'U',B"U",...,  parallèles  à  VO,  elles  for- 
meront un  cylindre  qui  sera  circonscrit  à  S,  c'est-k-dire  qui  touchera  cette  surface 
tout  le  long  de  la  courbe  BB'B"E.  En  effet,  le  plan  tangent  de  S,  relatif  au  point 
quelconque  B",  renfermera  évidemment  l'arête  B"U"  du  cylindre,  ainsi  que  la  tan- 
gente Wt  à  la  courbe  BB'B''...  qui  lui  sert  de  base;  donc  ce  plan  sera  aussi  tangent 
au  cvlindre,  et  dès  lors  cette  dernière  surface  aura  un  véritable  contact  avec  S  au 
point  B%  comme  aussi  tout  le  long  de  la  ligne  BB'B^'E. 

378.  Cela  posé,  pour  mener  à  la  surface  S  un  plan  tangent  qui  soit  parallèle  à  une 
droite  donnée  VO,  il  suffira  de  chercher  la  courbe  de  contact  BB'E  de  cette  surface 
avec  un  cylindre  circonscrit  parallèle  à  VO,  puis  de  construire  le  plan  tangent  de  S 
pour  un  quelconque  des  points  de  cette  ligne  de  contact  ;  car  ce  plan  touchera  néces- 
sairement le  cylindre  circonscrit,  et  par  suite  il  renfermera  une  de  ses  arêtes,  qui 
sont  toutes  parallèles  à  VO;  donc  lui-même  sera  parallèle  à  cette  droite. 

Réciproquement,  tout  plan  parallèle  à  VO  et  qui  touchera  la  surface  S  en  un 
certain  point  que  j'appelle  è,  contiendra  nécessairement  une  droite  menée  paral- 
lèlement à  VO,  par  ce  point  b;  donc  cette  dernière  droite  sera  une  arête  du  cy- 
lindre circonscrit,  et  son  point  de  contact  b  devra,  par  conséquent,  se  trouver  sur 
la  courbe  BB'E,  qui  devient  ainsi  le  lieu  exclusif  de  toutes  les  solutions  du  problème 
proposé. 

Ce  problème  sera  donc  impossible,  quand  le  cylindre  circonscrit  parallèlement  à 
la  droite  donnée  n'existera  pas;  ce  qui  arriverait,  entre  autres  exemples,  dans  un 
paraboloîde,  si  la  droite  proposée  était  parallèle  à  l'axe  de  la  surface;  car  alors  les 
sections  ABD,  AB'D,...,  seraient  des  paraboles,  lesquelles  n'admettent  pas  de  tan- 
gente parallèle  a  leur  diamètre  principal. 

37ÎI.  Il  résulte  de  ces  principes  que  la  question  générale  qui  nous  occupe  est 
susceptible  d'une  infinité  de  solutions,  ou  bien  elle  n'en  admet  aucune.  On  doit  seu- 
lement excepter  le  cas  où  S  est  une  surface  déçeloppablej  parce  qu'alors,  d'après  la 
remarque  faite  au  n^  350,  le  plan  mobile  qui  engendre  une  telle  surface,  et  qui  est 
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en  même  temps  son  plan  tangent»  se  trouvera  complètement  déterminé  par  la  con- 
dition nouvelle  d'être  parallèle  à  une  droite  donnée.  C'est  ce  que  nous  avons  déjà 
reconnu  pour  les  cylindres  et  pour  les  cônes,  dans  le  chapitre  îll  du  livre  11. 

380.  Le  problème  de  mener  à  une  surface  S  non  développable,  un  plan  tangent 
parallèle  a  une  droite  donnée,  redeviendrait  déterminé  si  Ton  ajoutait  la  condition 
que  ce  plan  dût  avoir  son  point  de  contact  sur  une  courbe  connue;  parce  qu'alors  ce 
point  serait  fourni  par  la  rencontre  de  cette  courbe  avec  la  ligne  de  contact  du 
cylindre  circonscrit. 

Quant  à  la  construction  de  cette  dernière  ligne,  qui  est  aussi  fort  utile  dans  la 
théorie  des  ombres,  la  seule  méthode  générale  est  celle  que  nous  avons  indiquée 
n®577;  mais  nous  donnerons  bientôt  des  procédés  plus  commodes  pour  certains 
genres  de  surfaces  qui  se  rencontrent  fréquemment,  après  que  nous  aurons  fait  quel- 
ques remarques  sur  ces  lignes  de  contact  dans  les  surfaces  du  second  degré. 

381 .  La  courbe  de  contact  d*un  cylindre  circonscrit  à  une  surface  du  second  degré 
est  toujours  plane,  et  située  dans  le  plan  diamétral  qui  se  trouve  conjugué  avec  le  dia-- 
métré  parallèle  au  cylindre. 

En  effet,  si  l'on  conçoit  par  le  centre  0  de  la  surface  du  second  degré  S  {fig,  8o), 
une  droite  VO  parallèle  à  la  direction  du  cylindre,  les  diverses  sections  ABD,  AB'D, 
AB"D,...,  produites  par  des  plans  menés  suivant  VO,  seront  des  courbes  du  second 
degré  qui  auront  toutes  un  diamètre  commun  AOD  ;  or,  en  coupant  ces  courbes 
par  le  plan  diamétral  BB'E,  conjugué  avec  AD  (c'est-à-dire  le  plan  qui  diviserait  en 
deux  parties  égales  chacune  des  cordes  parallèles  k  AD),  les  intersections  seront 
des  droites  OB,  OB',  OB",...,  qui  se  trouveront  nécessairement  diamètres  conjugués 
avec  OA,  dans  chacune  des  courbes  correspondantes.  Donc,  les  tangentes  BU,  B'U', 
B"U",...,  que  Ton  mènera  à  ces  sections  par  les  divers  points  B,  B',  B'',...,  seront 
parallèles  k  OA,  et  formeront  ainsi  un  cylindre  circonscrit  k  la  surface  S,  dont  la 
ligne  de  contact  BB'B''  sera  placée  tout  entière  dans  le  plan  diamétral  BB'E  conjugué 
avecOA(*). 

Au  reste,  ce  résultat  important  peut  être  regardé  comme  une  conséquence  du 
théorème  démontré  n®  353,  pour  la  ligne  de  contact  d'une  cône  VMM'N  circon- 
scrit k  S;  car,  si  le  sommet  V  s'éloigne  k  l'infini  sur  la  droite  OAV,  il  est  facile 
de  voir  que  les  divers  points  de  contact  M,  M',  M",...,  se  transporteront  en  B, 
B  ,  B  ,•••• 

582.  [Fig.  82.)  Pour  étendre  le  théorème  précédent  aux  deux  paraboloïdes  qui 
sont  dépourvus  de  centre,  imaginez,  par  l'axe  principal  OX  de  la  surface,  un  plan 
EOF  parallèle  k  la  direction  assignée  pour  les  génératrices  du  cylindre,  et  menez 
dans  cette  direction  une  tangente  YBU  k  la  parabole  EOF;  alors,  le  plan  diamétral, 
qui  coupera  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  parallèles  k  YBU,  passera  évi- 


(*)  Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  proposée  est  une  sphère,  la  courbe  de  contact  du  cylindre  cir- 
conscrit devient  un  grand  cercle  y  perpendiculaire  à  la  direction  VO  des  arêtes  du  cylindre;  résultat  qui  se 
prouve  directement  en  faisant  tourner  autour  de  VO  un  grand  cercle  et  sa  tangente  parallèle  à  cette  droite. 
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demment  par  le  point  de  contact  B  de  cette  tangente,  et  produira  dans  la  surface  une 
section  parabolique  BB'B"C.  Cela  posé,  toutes  les  droites  B'U',  B"U",...,  menées  par 
les  divers  points  de  cette  dernière  parabole»  parallèlement  à  VBU,  se  trouveront  né- 
cessairement tangentes  à  la  surface;  sans  quoi  leurs  parties  intérieures,  ou  cordes^ 
ne  seraient  plus  coupées  en  leurs  milieux  par  le  plan  BB'C  qui  est  supposé  diamétral 
et  conjugué  avec  VBU.  Par  conséquent,  toutes  les  droites  BU,  B'U',  B''U",,..,  for- 
meront bien  le  cylindre  circonscrit  que  Ton  demandait,  et  Ton  voit  que  sa  ligne  de 
contact  BB'B'X  avec  la  surface  sera  plane  et  tou]OUTs  parabolique. 

lin  raisonnement  semblable,  fondé  sur  la  définition  même  du  plan  diamétral, 
aurait  pu  être  employé  dans  le  n®  381 . 

PROBLEME  I.  Trouçer  la  courbe  de  contact  d'une  surface  de  réçolution^  avec  un 
cylindre  circonscrit  et  parallèle  à  une  droite  donnée. 

585.  [Fig.  86.)  Soient  (0,  l'Z')  Taxe  de  la  surface  de  révolution,  et  (E'C'E^'D',  CD) 
le  méridien  principal,  dont  la  forme  particulière  n'aura  point  d'influence  sur  le 
succès  de  la  méthode.  Soit  d'ailleurs  (AB,  A'B')  la  droite  à  laquelle  doit  être  pa- 
rallèle le  cylindre  circonscrit  :  la  courbe  de  contact  acfniy'  (*)  de  ce  cylindre  avec 
la  surface  proposée  peut  se  construire  en  cherchant  successivement  les  points  qui 
sont  situés  sur  chaque  parallèle,  ou  bien  ceux  qui  se  trouvent  sur  chaque  méridien  ; 
d'où  résultent  les  deux  procédés  suivants. 

384.  Méthode  du  parallèle.  Soit  (E'F',  EmF)  un  parallèle  choisi  arbitrairement 
sur  la  surface  de  révolution  S;  en  substituant  k  celle-ci  le  cône  droit  engendré  par 
la  révolution  de  la  tangente  YITJ  du  méridien,  il  est  clair  que  ce  cône  touchera  la 
surface  tout  le  long  du  parallèle  E'F',  et  qu'ainsi  tout  plan  tangent  mené  à  ce  cône, 
parallèlement  à  (AB,  A'B'),  touchera  S  dans  le  point  où  l'arête  de  contact  rencon- 
trera le  parallèle  E'F';  donc  ce  point  appartiendra  à  la  courbe  demandée,  dont  la 
propriété  caractéristique  (n**  578)  consiste  en  ce  que,  pour  chacun  de  ces  points,  le 
plan  tangent  de  la  surface  S  se  trouve  parallèle  à  (AB,  A'B'). 

Nous  sommes  ainsi  ramenés  k  conduire  un  plan  tangent  au  cône  Z'E'F,  paral- 
lèlement à  une  droite  donnée  ;  mais  pour  ne  pas  être  obligés  de  recourir  au  som-^ 
met  Z'  de  ce  cône,  qui  pourrait  se  trouver  à  une  distance  incommode,  et  afin  ' 
n'avoir  à  mener  des  tangentes  que  d'un  même  point  fixe,  nous  modifierons  le  p. 
cédé  général  du  n®  124,  de  la  manière  suivante. 

Imaginons  que  le  cône  droit  Z'E'F'  a  été  transporté  parallèlement  à  lui-même, 
avec  le  plan  tangent  demandé,  jusqu'à  ce  que  son  sommet  soit  venu  se  placer  en  un 
certain  point  0'  de  Taxe  vertical  (0,  l'Z');  dans  ce  mouvement,  on  sent  bien  que 
l'arête  de  contact  aura  conservé  la  même  projection  horizontale;  et  la  trace  horizon- 
tale du  cône  ainsi  transporté  s'obtiendra  en  tirant  la  droite  O'e'  parallèle  à  Z'E',  et 
en  décrivant,  avec  un  rayon  0^  =  l'e',  le  cercle  epf.  Alors,  pour  mener  k  ce  cône  un 


(*)  Comme  le  problème  actuel  a  beaucoup  d'analogie  avec  celui  du  n**  356,  nous  emploierons  ici  des 
lettres  italiques^  afin  qu'on  aperçoive  les  parties  analogues  des^.  84  et  86,  sans  confondre  cependant  les 
deux  courbes  qui  se  trouveront  reproduites  à  la  fois  dans  Tépure  89. 
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plan  tangent  parallèle  à  (AB,  A'B'),  je  tire  dans  cette  direction  la  droite  {0'a\  Oa) 
qui  vient  percer  le  plan  horizontal  au  point  {a,  a')  duquel  devraient  partir  les  tan- 
gentes au  cercle  epf:  mais  comme  je  n'ai  besoin  que  des  points  de  contact,  je  décris 
sur  Oa,  comme  diamètre,  une  circonférence  qui,  par  sa  rencontre  avec  le  cercle  epf, 
déterminera  ces  points/?  et  9;  et  les  rayons  Op,  Oq  seront  les  projections  horizon- 
tales des  génératrices  de  contact  des  plans  tangents  que  Ton  cherchait.  Maintenant, 
ces  génératrices  vont  rencontrer  le  parallèle  (  EmF,  E'P),  base  du  cône  primitif,  aux 
points  {m,  m')  et{n,  nf);  par  conséquent,  ce  sont  là  deux  points  de  la  courbe  de 
contact  de  la  surface  de  révolution  avec  le  cylindre  circonscrit. 

385.  Les  points  de  cette  courbe,  situés  sur  un  autre  parallèle,  se  construiront 
d'une  manière  semblable,  en  transportant  toujours  au  point  0'  le  sommet  du  cône 
droit  circonscrit  le  long  de  ce  parallèle;  et  par  là,  la  circonférence  décrite  sur  le  dia-- 
mètre  Oa  servira  pour  toutes  ces  opérations. 

Mais  il  sera  fort  avantageux  de  chercher  immédiatement  les  points  situés  sur  le 
parallèle  E'^F"  égal  à  E'F',  surtout  si  le  méridien  se  trouve,  comme  dans  cet  exemple, 
symétrique  au-dessus  et  au-dessous  du  plan  horizontal  CD';  car  alors  il  n'y  aura 
aucunes  nouvelles  constructions  graphiques  à  exécuter.  En  effet,  si  l'on  conçoit  le 
cône  Z"'WY'"  circonscrit  le  long  du  parallèle  E'^F"',  il  est  évident  que  ses  généra- 
trices seront  respectivement  parallèles  à  celles  du  cône  Z'E'F',  de  sorte  que,  quand 
nous  le  transporterons  au  point  0',  suivant  la  règle  précédente,  il  coïncidera  entiè- 
rement avec  le  cône  O'e'f;  et  toutes  les  opérations  ultérieures  redevenant  les 
mêmes  que  ci-dessus,  nous  en  conclurons  que  les  arêtes  de  contact  avec  les  plans 
tangents  cherchés,  se  trouvent  encore  projetées  horizontalement  sur  les  rayons  0/?, 
Oç,  qui,  par  leur  rencontre  avec  le  cercle  EwF,  fourniront  aussi  les  points  de- 
mandés. Toutefois,  il  y  aura  ici  une  petite  modification  ;  car  on  devra  prolonger  ces 
rayons  au  delà  de  0  pour  obtenir  la  véritable  position  des  points  cherchés  m"  et  n'\ 
que  l'on  projettera  en  m'"  et  n"'  sur  le  parallèle  E^T*^;  et  la  raison  de  cette  différence 
tient  à  ce  que  ce  parallèle  était  situé  sur  la  nappe  supérieure  du  cône  Z'^E'T*', 
tandis  que  le  cercle  epf  auquel  nous  menons  les  tangentes  ap  et  aq,  se  trouve  sur 
la  nappe  inférieure  de  ce  cône  transporté  dans  la  position  O'e'/'. 

386.  Méthode  du  méridien.  {Fig.  86.  )  Si  l'on  veut  obtenir  les  points  de  la  courbe 
en  question,  qui  seraient  situés  sur  un  méridien  donné  aO€^  on  imaginera  par  tous 
les  points  de  cette  méridienne  des  droites  perpendiculaires  à  son  plan,  lesquelles 
formeront  un  cylindre  horizontal  éyidemtneni  circonscrit  à  la  surface  de  révolution 
tout  le  long  de  cette  méridienne.  Alors,  si  Ton  mène  à  ce  cylindre  auxiliaire  un  plan 
tangent  parallèle  à  (AB,  A'B'),  ce  plan  touchera  la  surface  S  dans  le  point  où  il 
rencontrera  la  méridienne  aê,  base  du  cylindre  ;  et  par  conséquent  ce  point  appar- 
tiendra à  la  courbe  cherchée,  qui  est  (n°  378)  le  lieu  de  tous  les  points  de  contact  des 
plans  tangents  de  S  menés  parallèlement  à  la  droite  (AB,  A'B'). 

Pour  construire  ce  plan  tangent  au  cylindre  auxiliaire  qui  est  horizontal,  je  tire 
(n"  117)  la  droite  (Oa,  O'a')  parallèle  à  (AB,  A'B'),  et  du  pied  (a,  a')  j'abaisse 
une  perpendiculaire  ^ip  sur  le  plan  vertical  aOê;  alors,  enjoignant  le  point/?  avec 
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(0,  0'),  j'aurais  la  direction  suivant  laquelle  il  faudrait  mener  une  tangente  à  la 
méridienne  a§,  base  du  cylindre  proposé.  Mais,  pour  pouvoir  effectuer  cette  opéra- 
tion, je  rabats  sur  le  plan  vertical  cette  méridienne  et  la  droite  qui  réunirait  les 
points /7  et  (0,  0')  :  parla,  le  point />  se  transporte  en  (e,  e!)  et  la  droite  en  ques- 
tion devient  (Oe,  OV);  je  mène  donc,  parallèlement  à  cette  dernière,  une  tangente 
Z'E'  au  méridien  principal,  et  le  point  de  contact  (E',  E),  étant  ramené  dans  le 
méridien  primitif  0 a  par  un  arc  de  cercle,  fournira  le  point  demandé  (m,  m'). 

Comme  on  peut  mener  au  méridien  principal  une  seconde  tangente  parallèle  à 
O'e',  il  existe  un  second  point  de  contact  (F",  F)  qui,  ramené  dans  le  méridien  aOê, 
fournira  un  nouveau  point  {m'^mT)  appartenant  aussi  à  la  courbe  cherchée. 

387.  Nous  retrouvons  ici  deux  points  que  nous  avons  déjà  construits  par  l'autre 
méthode,  attendu  que  le  méridien  aO§  a  été  choisi  de  manière  à  passer  par  ces 
mêmes  points;  et  par  là  nous  avons  voulu  manifester  cette  circonstance  remarquable, 
que  si  les  deux  méthodes  sont  fondées  sur  des  considérations  très-différentes,  elles 
emploient  du  moins  les  mêmes  opérations  graphiques  exécutées  dans  un  ordre  préci- 
sément inverse.  Mais,  outre  les  points  situés  sur  un  parallèle  ou  sur  un  méridien 
quelconque,  il  en  est  plusieurs  qui  s'obtiennent  par  des  procédés  directs,  et  nous 
recommandons  au  lecteur  de  commencer  le  tracé  de  l'épure  par  la  recherche  de  ces 
points  remarquables. 

388.  {Fig-  86.  )  Points  sur  les  contours  apparents.  Pour  les  points  de  la  courbe  en 
question  qui  se  trouveront  sur  l'équateur  (CD',  C/D),  les  plans  tangents  de  la  sur- 
face seront  verticaux;  ainsi  les  traces  horizontales  de  ces  plans  seront  des  droites 
parallèles  à  AB  et  tangentes  au  cercle  C/D.  Donc,  en  tirant  le  diamètre  ^/perpen- 
diculaire à  AB,  les  extrémités  ketl  que  l'on  projettera  sur  C/D'  en  k^  et  /'  fourniront 
les  points  demandés.  D'ailleurs,  l'arc  de  courbe  qui  sera  visible  sur  le  plan  horizon- 
tal, se  terminera  précisément  à  ces  deux  points,  puisqu'ils  appartiennent  au  contour 
apparent  de  la  surface  par  rapport  à  ce  plan  de  projection;  et  cet  arc  visible  Imnk 
se  distinguera  du  reste  de  la  courbe,  en  examinant  si  un  de  ses  points  (/w,  m')  se 
trouve  au-dessus  de  l'équateur  CD'. 

Quant  aux  points  de  la  courbe  qui  seront  placés  sur  le  contour  apparent  de  la 
surface  relativement  au  plan  vertical,  c'est-à-dire  sur  le  méridien  principal,  on 
observera  que  les  plans  tangents  correspondants  se  trouveront  perpendiculaires  au 
plan  vertical;  donc  leurs  traces  seront  des  droites  parallèles  à  A'B'  et  tangentes  à  la 
méridienne  E'C'E"'.  Ainsi,  en  menant  ces  tangentes,  et  déterminant  leurs  points  de 
contact  x'  et  y,  que  Ton  projettera  sur  CD  en  x  et  y,  on  obtiendra  les  points  cher- 
chés, lesquels  formeront  aussi  les  extrémités  de  l'arc  de  courbe  visible  sur  le  plan 
vertical;  cet  arc  sera  ici  a/ m'y,  parce  que  l'un  de  ses  points  (m,  m')  se  trouve  placé 
en  avant  du  plan  vertical  CD  qui  contient  le  méridien  principal. 

389.  Les  points  limites ,  c'est-à-dire  ceux  où  la  tangente  de  la  courbe  sera  hori- 
zontale, se  trouveront  nécessairement  situés  dans  le  méridien  Oa  parallèle  à  la  droite 
donnée  (AB,  A'B').  En  effet,  il  résulte  évidemment  de  la  construction  générale  qui 
a  fourni  les  deux  points  (m,  m')  et  (/i,  n')  relatifs  à  un  même  parallèle,  que  ce  plan 
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vertical  Oa  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  qui  lui  sont  perpendicu- 
laires, telles  que  (mn,  m'n')  ;  donc,  lorsqu*un  de  ces  points  se  trouvera  dans  le  plan 
méridien  Oa,  l'autre  point  correspondant  devra  s'y  trouver  pareillement,  et  la 
droite  indéfinie  qui  les  réunissait  sera  devenue  tangente  à  la  courbe  sans  avoir  cessé 
d'être  horizontale. 

Maintenant,  pour  construire  ces  points  placés  sur  le  méridien  Oa,  j'observe  que 
l'arête  du  cylindre  circonscrit,  qui  passerait  par  l'un  d'eux,  se  trouverait  nécessai- 
rement tangente  à  la  méridienne  Oa,  puisqu'elle  serait  dans  son  plan;  par  consé- 
quent, il  suffira  de  mener  des  tangentes  à  cette  méridienne,  parallèlement  k  la  droite 
(AB,  A'B').  A  cet  effet,  je  rabats  sur  le  plan  vertical  le  méridien  Oa  et  la  droite 
(Oa,  O'a')  déjà  parallèle  à  (AB,  A'B'):  cette  droite  rabattue  devient  O'a",  et  en 
tirant  daps  cette  direction  une  tangente  au  méridien  principal,  le  point  de  contact 
uf  se  projette  en  u;  puis,  lorsqu'on  ramènera  ce  point  dans  le  méridien  primitif  Oa, 
il  prendra  la  position  (r,  r'),  qui  est  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe.  Le  point  le 
plus  haut  {t,  f)  s'obtiendra  d'une  manière  semblable,  en  menant  au  méridien  prin- 
cipal une  seconde  tangente  parallèle  à  O'a^;  mais  dans  l'exemple  actuel,  ou  le 
méridien  est  une  ellipse,  on  sait  que  les  deux  points  de  contact  de  ces  tangentes 
parallèles  seraient  sur  un  même  diamètre  dont  le  milieu  0'  restera  immobile  quand 
on  fera  tourner  le  méridien  autour  de  l'axe  vertical;  par  conséquent,  les  deux  points 
(r,  r^)  et  (/,  f)  devront  encore  se  trouver  sur  un  diamètre  de  la  surface,  et  ce  dernier 
point  pourra  se  déduire  de  l'autre. 

390.  Cette  relation  et  la  dépendance  analogue  qui  existe  manifestement  ici  entre 
les  points  (m,  m')  et  (m",  rn^),  (/*,  nf)  et  (n",  /i"'),...,  sont  une  suite  nécessaire  du 
théorème  démontré  au  n^  581,  d'après  lequel  on  a  vu  que,  quand  la  surface  est  du 
second  degré,  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  circonscrit  est  tout  entière  dans  le 
plan  diamétral  conjugué  avec  le  diamètre  (Oa,  O'a'),  d'où  il  résulte  évidemment 
que  le  centre  (0,  0')  de  la  surface  du  second  degré  doit  être  aussi  le  centre  de  la 
courbe  de  contact.  On  peut  encore  observer  que  les  deux  axes  de  cette  courbe  dans 
l'espace  sont  les  diamètres  [kl.  Kl)  et  [rt,  ft),  puisque  les  tangentes  menées  aux 
extrémités  de  chacun  d'eux  lui  sont  perpendiculaires  (n^  589).  Puis,  comme  un  de 
ces  deux  axes  est  horizontal,  ils  continueront  d'être  les  diamètres  principaux  de  la 
courbe  en  projection  horizontale;  mais  il  n'en  sera  pas  de  même  sur  le  plan  verti- 
cal, où  ils  deviennent  simplement  diamètres  conjugués  obliques. 

591.  Troisième  méthode,  par  une  enveloppée  sphérique.  [Fig.  86.)  D'après  les 
remarques  faites  au  n^  565,  nous  pouvons  obtenir  les  points  de  la  courbe  précé- 
dente, qui  sont  situés  sur  un  parallèle  donné  Ë'F',  en  substituant  k  la  surface  de 
révolution  S  une  sphère  qui  lui  soit  circonscrite  le  long  de  ce  parallèle,  et  dont  le 
rayon  sera  la  normale  F'g)'  au  point  F  du  méridien  principal.  En  efTet,  imaginons 
un  cylindre  auxiliaire  circonscrit  à  cette  sphère,  et  parallèle  à  (AB,  A'B');  la  courbe 
de  contact  sera  ici  un  grand  cercle  perpendiculaire  à  cette  droite  (n®581,  note),  et 
>omme  dans  les  points  où  ce  grand  cercle  rencontrera  le  parallèle  Ë'F,  les  plans  tan- 
gents de  la  sphère  seront  communs  a  la  surface  S,  il  s'ensuit  que  ces  points  appar- 
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tiendront  à  la  courbe  demandée,  dont  le  caractère  consiste  en  ce  que  chaque  plan 
tangent  de  S  se  trouve  parallèle  à  (AB,  A'B').  Or,  si  nous  faisons  tourner  autour  de 
la  verticale  0  la  sphère  et  le  cylindre  circonscrit,  ainsi  que  la  droite  (Oa,  O'a')  qui 
indique  la  direction  des  arêtes  de  ce  cylindre,  Jusqu'à  ce  que  cette  dernière  droite 
soit  venue  dans  la  position  O'o"  parallèle  au  plan  vertical,  alors  le  grand  cercle  de 
contact  sur  la  sphère  se  trouvera  projeté  suivant  le  diamètre  '/tù'd'  perpendiculaire 
à  O'o";  et,  dans  cette  situation,  ce  grand  cercle  coupera  le  parallèle  E'F'  en  deux 
points  placés  aux  extrémités  de  la  corde  horizontale  projetée  en  é.  Mais  cette 
corde  ne  changera  pas  de  distance  par  rapport  à  Taxe  vertical  0,  quand  nous  ramè- 
nerons le  système  dans  Tétat  primitif;  par  conséquent,  si  l'on  rapporte,  par  un  arc 
de  cercle,  le  point  e'  en  e  sur  le  méridien  Oa,  et  que  Ton  tire  la  corde  msn  perpen- 
diculaire à  Oa,  les  points  m  et  /i,  où  cette  corde  rencontrera  le  parallèle  EmF, 
seront  les  points  demandés  qu'il  faudra  ensuite  projeter  sur  ET',  en  m!  et  n'. 

PROBLEME  II.  Mener  à  une  surface  de  révolution  un  plan  tangent  parallèle  à  une 
droite  donnée^  et  dont  le  point  de  contact  se  trouve  sur  un  parallèle  connu. 

392.  11  ne  sera  pas  nécessaire  ici,  comme  nous  l'avions  indiqué  généralement  au 
n°  380,  de  construire  la  courbe  de  contact  de  la  surface  de  révolution  avec  un  cy- 
lindre circonscrit,  dont  les  arêtes  seraient  parallèles  à  la  droite  donnée;  mais  il 
suffira  d'appliquer  immédiatement  au  parallèle  assigné  par  la  question,  la  méthode 
du  n**  384  ou  celle  du  n^  391,  ce  qui  fera  connaître  le  point  de  contact  du  plan 
demandé;  après  quoi,  la  construction  de  ce  plan  deviendra  bien  facile. 

PROBLÈME  III.  Mener  à  une  surface  de  révolution  un  plan  tangent  parallèle  à  une 
droite  donnée ^  et  dont  le  point  de  contact  se  trouve  sur  un  méridien  connu. 

393.  On  résoudra  encore  directement  ce  problème,  en  appliquant  au  méridien 
donné  parla  question  la  méthode  exposée  n**  386;  car  elle  fera  connaître  immédia- 
tement le  point  de  contact  du  plan  tangent  cherché,  ce  qui  suffira  pour  construire 
ce  plan. 

PROBLÈME  rV.  Construire  la  courbe  de  contact  d'une  surface  quelconque  du 
second  degrés  avec  un  cylindre  circonscrit  parallèlement  à  une  droite  donnée. 

394.  En  disposant  les  données  de  la  question  comme  dans  l'épure  85  relative  au 
problème  du  n^  369,  on  substituera  d'abord  à  l'ellipsoïde  un  cône  circonscrit  le 
long  d'une  section  horizontale  G'H';  puis,  on  mènera  à  ce  cône  T'G'IF  un  plan 
tangent  parallèle  à  la  droite  donnée,  au  lieu  de  le  faire  passer  par  le  point  (V,  V). 
On  sait  qu'à  cet  effet  il  faudra  tirer  par  le  sommet  T'  une  parallèle  à  la  droite  assi- 
gnée par  la  question,  puis  chercher  le  point  de  rencontre  de  cette  parallèle  avec  le 
plan  A''D''  que  Ton  adoptera  encore  pour  base  du  cône;  et  ce  sera  par  ce  point 
qu'il  faudra  mener  des  tangentes  à  l'ellipse  ABDE.  Â  cela  près  de  cette  modifica- 
tion, les  opérations  graphiques  seront  les  mêmes  que  dans  le  n^  369  déjà  cité;  c'est 
pourquoi  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'exécuter  les  constructions,  qui  d'ail- 
leurs seront  applicables,  d'une  manière  analogue,  à  toute  autre  surface  du  second 
degré. 
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CHAPITRE  III. 

DES   PLANS   TANGENTS   MENÉS   PAR   UNE  DROITE  DONNÉE. 

395.  {Fig.  83.)  Pour  résoudre  généralement  ce  problème  par  rapport  à  une 
surface  quelconque  S,  qu'il  faut  supposer  non  développable^  puisque  autrement  la 
question  serait  impossible  (n^  350  j^  imaginons  un  cône  circonscrit  à  S  et  dont  le 
sommet  V  soit  placé  arbitrairement  ^ar /a  droite  donnée  AB;  puis  déterminons,  par 
quelqu'une  des  méthodes  exposées  précédemment,  la  courbe  de  contact  XXY  de 
ce  cône  avec  la  surface  S.  Cette  courbe  étant  (n**  549)  le  lieu  des  points  de  contact  de 
tous  les  plans  tangents  de  S  qui  vont  passer  sur  le  pointM^  elle  contiendra  nécessaiar 
rement  le  point  de  contacta  du  plan  tangent  mené  par  AVB;  et  si  l'on  construit  de 
même  la  courbe  de  contact  X'XY'  d'un  second  cône  circonscrit  à  S,  et  ayant  aussi 
son  sommet  V  sur  AB,  cette  courbe  devra  encore  passer  par  le  point  cherché  X. 
Donc  ce  point  sera  fourni  par  l'intersection  des  deux  lignes  XXY  et  X'XY'. 

Réciproquement,  tout  point  X  ou  /x,  qui  sera  commun  à  ces  deux  courbes,  satis- 
fera aux  conditions  du  problème,  car,  dès  lors  que  le  point  |x  se  trouve  sur  XY,  le 
plan  tangent  de  S  en  |x  passera  par  le  point  Y;  puis,  à  cause  que  ce  point  jx  se  trouve 
sur  X'Y',  ce  même  plan  tangent  passera  par  V'  :  d'où  l'on  doit  conclure  qu'il  ren- 
fermera la  droite  donnée  AB. 

396.  On  peut  aussi  combiner  la  courbe  XXY  avec  la  ligne  de  contact  xXy  d'un 
cylindre  circonscrit  k  S,  parallèlement  à  la  droite  AB.  En  effet,  cette  dernière  ligne 
est  le  lieu  des  points  de  contact  de  tous  les  points  tangents  de  S,  qui  sont  parallèles  à 
AB  (n^  378);  et  comme  le  plan  cherché  satisfait  à  cette  condition,  son  point  de 
contact  X  devra  se  trouver  encore  sur  la  courbe  xly.  Réciproquement,  pour  tout 
point  commun  aux  courbes  a?Xy  et  XXY,  le  plan  tangent  de  S  satisfera  aux  deux 
conditions  suivantes  :  i^  d'être  parallèle  k  AB;  2?  de  passer  par  le  point  V  :  donc  ce 
plan  renfermera  bien  la  droite  AVB. 

397.  On  peut  encore  n'employer  que  le  seul  cône  VXY,  circonscrit  à  la  sur- 
face S;  car,  en  menant  à  ce  cône  un  plan  tangent  par  la  droite  AVB,  on  aura  évi- 
demment une  solution  de  la  question.  Au  reste,  quand  les  courbes  ocy^  XY,  X'Y' 
ne  se  rencontreront  pas,  le  problème  de  mener  un  plan  tangent  a  la  surface  S  par 
la  droite  donnée  AB,  deviendra  impossible;  et  Ton  sent  bien  à  priori  que  cela  doit 
arriver  pour  certaines  positions  de  cette  droite. 

398.  Remarques.  Lorsque  la  surface  proposée  S  est  du  second  degré,  on  sait 
(n**  553)  que  toutes  les  courbes  de  contact  XY,  X'Y',  X"Y",...,  des  cônes  circon- 
scrits dont  les  sommets  se  trouvent  sur  AB  sont  planes;  par  conséquent,  les  plans 
de  ces  courbes  ont  alors  pour  intersection  commune  la  corde  X/x,  qui  réunit  les 
points  de  contact  des  deux  plans  tangents  menés  par  AB  a  la  surface  S.  Il  est  d'ail- 
leurs facile  de  voir  que  cette  corde  est  conjuguée  avec  le  plan  diamétral  qui  passe- 
rait par  AB. 

399.  En  outre,  quand  la  droite  AB  se  trouvera  située  dans  un  plan  principal 
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de  la  surface  S,  que  nous  appellerons  horizontal  pour  simplifier  le  langage,  les 
plans  des  courbes  XY,  X'Y',  X"Y%...,  qui  sont  (n^  535)  respectivement  parallèles 
aux  plans  diamétraux  conjugués  avec  les  droites  VO,  V'O',  V"0",  seront  tous  ver- 
ticaux,  et  par  suite  les  courbes  XY,  X'Y',...,  vse  projetteront  suivant  des  droites 
qui  passeront  toutes  par  le  point  où  se  projettera  la  corde  Xfx;  puis,  comme  d'ail- 
leurs les  cônes  circonscrits  h  la  surface  S  se  projetteront  eux-mêmes  suivant  des 
couples  de  tangentes  a  la  section  principale,  on  peut  en  conclure  ce  tbéorème  re- 
marquable de  géométrie  plane  :  Si  l'on  fait  mouchoir  sur  une  droite  AB  le  sommet  V 
d'un  angle  variable  XVY  dont  les  côtés  demeurent  tangents  à  une  courbe  du  second 
degré,  les  cordes  qui  joindront  deiuv  à  deux  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  cor-- 
respondantes  se  rencontreront  toutes  en  un  point  unique^  lequel  sera  situé  sur  le  diamètre 
conjugué  avec  la  droite  AB.  Cette  dernière  circonstance  résulte  de  ce  que  la  corde  Xfx 
se  trouvait  dans  le  plan  x\y^  qui  est  lui-même  (n^  581  )  le  plan  diamétral  conjugué 
avec  AB. 

400.  En  revenant  au  problème  général  qui  fait  l'objet  de  ce  chapitre,  on  voit 
que  la  solution  exigera  ordinairement  le  tracé  des  courbes  de  contact  de  deux  cônes, 
ou  bien  d'un  cône  et  d'un  cylindre,  circonscrits  à  la  surface  proposée  S;  mais,  dans 
plusieurs  cas,  cette  marche  pourra  être  simplifiée  par  des  considérations  particu- 
lières que  nous  allons  exposer  sur  divers  exemples. 

PROBLÈME  I .  Par  une  droite  donnée^  mener  un  plan  tangent  à  une  sphère. 

401.  {Fig.  87.)  Faisons  passer  nos  deux  plans  de  projection  par  le  centre  de  la 
sphère  donnée;  alors  les  sections  produites  par  ces  plans,  et  qui  formeraient  les 
contours  apparents  de  la  surface,  se  trouveront  rabattues  suivant  un  cercle  unique 
EE'F'F,  décrit  du  point  0  avec  le  rayon  même  de  la  sphère.  Soit  d'ailleurs  (AB, 
A'B')  la  droite  donnée;  en  imaginant  un  cône  circonscrit  à  la  sphère,  et  dont  le 
sommet  soit  en  un  point  quelconque  de  cette  droite,  il  suffira  évidemment  de 
mener  k  ce  cône  un  plan  tangent  qui  passe  par  (AB,  B'A'),  pour  obtenir  la  solution 
du  problème  proposé;  car  ce  plan  renfermera  une  génératrice  du  cône  circonscrit 
et  une  tangente  à  sa  base,  qui  sont  deux  droites  tangentes  à  la  sphère;  et  dès  lors 
il  sera  lui-même  tangent  k  cette  dernière  surface. 

Choisissons  pour  sommet  de  ce  cône  circonscrit  le  point  (A,  A'),  où  la  droite 
donnée  vient  percer  le  plan  horizontal.  Alors,  en  menant  les  tangentes  AE  et  AF 
au  grand  cercle  horizontal  de  la  sphère,  cette  surface  sera  touchée  par  le  cône 
EAF  suivant  un  petit  cercle  perpendiculaire  k  la  ligne  AO  [note  du  n®  555);  par 
conséquent,  ce  petit  cercle  sera  vertical  et  projeté  sur  son  diamètre  EF;  puis, 
comme  le  plan  vertical  EF  va  rencontrer  la  droite  donnée  au  point  (R,  R'),  c'est 
de  ce  point  qu'il  faut  (n°  125)  mener  des  tangentes  k  la  base  du  cône.  A  cet  effet, 
je  rabats  le  cercle  vertical  EF  sur  le  plan  horizontal,  en  le  faisant  tourner  autour 
de  son  diamètre  EF,  et  ce  cercle  devient  ETF;  mais,  par  suite  de  ce  mouvement, 
le  point  (R,  R'),  dont  la  plus  courte  distance  k  la  charnière  EF  était  la  verticale 
(R,  R'G),  se  transportera  perpendiculairement  k  cette  charnière,  k  une  distance 
RR"  =  R'G;  donc  les  tangentes  R'S  et  R"T  feront  connaître,  en  rabattement,  les 
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points  de  contact  S  et  T  des  plans  tangents  demandés  avec  la  base  du  cône»  et  aussi 
avec  la  sphère.  A  présent,  pour  ramener  ces  points  dans  leur  véritable  position,  je 
relève  le  système  autour  de  la  charnière  EF,  et,  en  abaissant  sur  cette  ligne  les  per- 
pendiculaires SX  et  Tfx,  j'obtiens  les  projections  horizontales  X  et  jtx  des  points  de 
contact  cherchés.  Quant  aux  projections  verticales,  j'observe  que  les  points  S  etT, 
quand  ils  seront  relevés,  auront  pour  hauteurs  au-dessus  du  plan  horizontal  les 
ordonnées  SX  et  Tjui;  donc,  en  prenant  sur  des  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre 
les  distances  IX'  =  SX,  Vfx'  =  T/jL,  on  aura  enfin  (X,  X')  et  (/x,  /x')  pour  les  points  de 
contact  de  la  sphère  avec  les  plans  tangents  menés  par  la  droite  (ÂB,  A'B'). 

402.  Une  fois  les  points  de  contact  trouvés,  il  sera  bien  difficile  d'obtenir  les 
traces  AO  et  XB',  AY  et  YB'  de  chaqpe  plan,  puisqu'elles  doivent  passer  par  les 
points  A  et  B',  et  se  trouver  respectivement  perpendiculaires  sur  les  projections  des 
rayons  menés  aux  points  de  contact.  Cependant  comme  cette  dernière  condition 
n'offrira  pas  toujours,  dans  la  pratique,  toute  la  précision  désirable,  on  pourra  la 
remplacer  par  une  droite  qui  unirait  le  point  de  contact  avec  un  point  arbitraire  de 
( AB,  A'B'),  ou  qui  serait  parallèle  à  cette  dernière  ligne. 

405.  Deuxième  méthode.  {Fig.  87.)  Outre  le  cône  EAF  déjà  circonscrit  k  la  sphère, 
imaginons-en  un  second  pareillement  circonscrit,  et  dont  le  sommet  soit  en  (B,  B'). 
Ce  dernier  touchera  la  sphère  suivant  un  petit  cercle  perpendiculaire  à  la  ligne  B'O 
(n^  353,  noie),  et  par  conséquent  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection 
dans  lequel  est  située  cette  ligne;  ainsi,  en  menant  les  tangentes  B'E'  et  B'F',  ce 
petit  cercle  de  contact  sera  projeté  verticalement  sur  ET'  qui  en  sera  le  diamètre. 
Or,  d'après  les  considérations  générales  exposées  au  n^  395,  les  cercles  EF  et  E'F' 
doivent  passer  l'un  et  l'autre  par  les  points  de  contact  de  la  sphère  avec  les  plans 
tangents  menés  par  (AB,  A'B');  donc  ces  deux  points  seront  aux  extrémités  de  la 
corde  suivant  laquelle  se  coupent  ces  deux  cercles,  corde  qui  a  nécessairement  pour 
projection  horizontale  la  droite  indéfinie  EF,  et  pour  projection  verticale  E'F'. 

Cela  posé,  rabattons  cette  corde  avec  un  des  deux  cercles  qui  la  contiennent, 
par  exemple  avec  le  cercle  vertical  EF,  qui,  en  tournant  autour  de  son  diamètre 
horizontal,  est  déjà  venu  se  placer  en  ETF.  Pendant  ce  mouvement,  le  point  (K,  K'), 
où  la  corde  en  question  vient  percer  le  plan  horizontal,  restera  immobile,  parce 
qu'il  est  sur  la  charnière  EF.  Un  second  point  de  cette  corde,  par  exemple  sa  trace 
verticale  (L,  U),  décrira  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  sera  la  verticale  L'L  abaissée 
de  ce  point  sur  la  charnière;  donc  si,  dans  une  direction  perpendiculaire  a  ËF,  on 
porte  la  distance  U/  =  LL\  le  point  L''  sera  la  position  que  prendra  (L,  L')  après 
le  rabattement  de  la  corde,  et  cette  dernière  deviendra  KL''.  Alors  les  points  S  et  T, 
où  cette  droite  coupera  le  petit  cercle  rabattu  suivant  ETF,  seront  les  deux  extré- 
mités de  la  corde;  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  les  ramener  sur  EF,  par  des  perpendicu- 
laires SX  et  T/x,  puis  enfin  à  projeter  les  points  X  et  ]x  sur  ET',  en  X'  et  jui'. 

404.  Troisième  méthode.  {Fig.  87.)  Après  avoir  déterminé  seulement  les  droites 
EF  et  E'F',  au  moyen  des  couples  de  tangentes  menées  à  la  sphère  par  les  points 
A  et  B',  et  avoir  observé  que  ce  sont  là  les  projections  de  la  corde  qui  réunit  les 
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deux  points  de  contact  des  plans  tangents  demandés,  on  peut  éviter  de  tracer  une 
nouvelle  circonférence,  en  cherchant  la  rencontre  de  cette  corde  (EF,  ET')  avec 
k  grand  cercle  qui  la  contient.  Le  plan  de  ce  dernier  aura  pour  trace  horizontale 
OK;  et,  en  le  rabattant  autour  de  cette  droite,  ce  grand  cercle  se  confondra  avec  le 
contour  de  la  sphère.  Quant  à  la  corde  (EF,  E'F'),  emportée  par  le  même  mouve- 
ment, elle  passera  toujours  par  le  point  K  qui,  étant  sur  la  charnière,  demeure 
immobile;  tandis  que  le  point  (L,  L')  de  cette  corde  décrira  un  arc  de  cercle  dont 
le  rayon  sera  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  OE.  Or,  si  l'on  tire  LM  à 
angle  droit  sur  OK,  il  est  facile  de  voir  que  le  rayon  en  question  aboutira  en  M,  et 
se  trouvera  Fhypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ayant  pour  côtés  LM  et  LL';  si 
donc  on  construit  ce  triangle  NLM,  et  que  Ton  prolonge  LM  d'une  quantité  M/"  =  MN, 
le  point  r  sera  la  position  que  prendra  (L,  L')  après  le  rabattement  de  la  corde,  et, 
par  conséquent,  cette  droite  deviendra  Kl'\  Alors  les  points?  et  Q,  où  celte  der- 
nière ligne  coupera  le  contour  de  la  sphère,  seront  les  points  cherchés  qu'il  faudra 
ensuite  ramener,  par  des  perpendiculaires  à  la  charnière  OE,  en  X  et  /x  sur  EF; 
puis,  enfin,  on  projettera  ces  derniers  points  sur  E'F  en  X'  et /x'. 

405.  Quatrième  méthode.  {Fig.SS.)  Dans  cette  méthode,  qui  deviendrait  néces- 
saire si  les  deux  traces  de  la  droite  donnée  étaient  placées  à  des  distances  trop  con- 
sidérables, on  regarde  comme  construits  les  deux  plans  tangents  menés  à  la  sphère 
parla  droite  (AB,  A'B');  puis,  en  les  coupant  par  un  plan  conduit  suivant  les 
rayons  qui  aboutissent  aux  points  de  contact,  il  est  clair  qu'on  aura  pour  sections 
deiuv  droites  tangentes  au  grand  cercle  contenu  dans  ce  plan  sécant,  et  que  la  con- 
naissance de  ces  tangentes  suffira  pour  déterminer  les  points  de  contact  cherchés. 
Or  il  est  aisé  de  construire  ces  tangentes,  parce  que  le  plan  sécant  dont  nous  par- 
lons, passant  par  deux  rayons  respectivement  perpendiculaires  aux  plans  tangents, 
se  trouvera  lui-même  perpendiculaire  à  ces  deux-ci,  et,  par  conséquent,  il  le  sera  à 
leur  intersection  (  AB,  A'B')  ;  ainsi  ses  traces  seront  les  droites  OC  et  OD'  menées  a 
angle  droit  sur  AB  et  A'B'.  D'ailleurs  ce  plan  COD'  coupera  la  droite  (AB,  A'B')  en 
un  point  (R,  R')  que  l'on  sait  construire  (n^  30),  et  d'où  il  faudra  mener  des  tan- 
gentes au  grand  cercle  {*)  suivant  lequel  la  sphère  est  coupée  par  ce  même  plan 
COD'.  Pour  cela,  rabattons  ce  plan  autour  de  sa  trace  horizontale  OC  :  le  grand  cercle 
en  question  viendra  se  confondre  avec  le  contour  de  la  sphère;  le  point  (R,  R') 
décrira  autour  de  la  charnière  OC  un  arc,  dont  le  rayon  sera  la  perpendiculaire 
(RC,  R'C)  abaissée  sur  cette  droite  :  donc,  en  construisant  la  vraie  grandeur  CH  de 
ce  rayon,  et  la  rabattant  de  G  en  R",  ce  dernier  point  sera  la  position  nouvelle  de 
(R,  R'),  et  les  tangentes  cherchées  seront  rabattues  suivant  R"P  et  R"Q. 

Maintenant,  voyons  ce  que  deviennent  les  points  de  contact  F  et  Q,  lorsqu'on 
ramène  ces  tangentes  dans  le  plan  COD'.  La  première,  R"P,  rencontrait  la  char- 


(*)  Ce  grand  cercle  n'est  autre  chose  que  la  courbe  de  contact  de  la  sphère  avec  un  cylindre  circonscrit 
et  parallèle  à  la  droite  (AB,  A'B')  :  de  sorte  que,  pour  tous  les  points  de  cette  drconférence,  les  plans 
tangents  de  la  sphère  sont  parallèles  à  la  droite  donnée»  ^ 
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oière  OC  en  un  point  V  qui  restera  immobile;  ainsi  cette  droite  sera  projetée 
horizontalement  sur  RV,  et,  par  suite,  sa  projection  verticale  sur  R'V  :  donc,  en 
ramenant,  par  une  perpendiculaire  à  OC,  le  point  P  en  X  sur  RV,  puis  en  projetant  X 
en  X'  sur  R' V,  on  obtiendra  la  vraie  situation  du  point  de  contact  (X,  X')  du  premier 
plan  tangent  à  la  sphère. 

Quant  à  la  tangente  rabattue  suivant  R"Q,  elle  va  couper  ici  la  charnière  OC  à  une 
distance  trop  considérable  pour  qu'on  puisse  tirer  parti  de  ce  point  immobile.  Mais 
pour  y  suppléer,  j'observe  que  PQ  représente  le  rabattement  de  la  corde  qui  unirait 
les  deux  points  de  contact  des  plans  tangents;  et  comme  cette  corde  rencontre  la 
charnière  OC  au  point  (K,  K'),  elle  a  nécessairement  pour  projections  KX  et  K'X'. 
Donc,  en  ramenant,  par  une  perpendiculaire  à  OC,  le  point  Q  en  /x  sur  KX,  puis 
projetant  \l  en  ^  sur  K'X',  on  obtiendra  le  point  de  contact  (/x,  |x')  du  second  plan 
tangent  à  la  sphère.  On  pourrait  d'ailleurs  s'appuyer  aussi  sur  cette  considération, 
que  la  corde  (Xfx,  X'|x')  doit  évidemment  se  trouver  perpendiculaire  au  plan  AOB 
qui  passerait  par  le  centre  de  la  sphère  et  par  la  droite  donnée  (  AB,  A'B'). 

PROBLEME  IL  Par  une  droite  donnée  y  mener  un  plan  tangent  à  une  surface  de 
résolution  dont  le  méridien  quelconque  est  connu, 

406.  {Fig.  89.)  Soient  (0,rZ')  l'axe  de  révolution,  (X'C'Y'D',  CD)  le  méri- 
dien principal  de  la  surface,  et  (AB,  A'B')  la  droite  par  laquelle  il  faut  conduire  le 
plan  tangent  demandé.  Nous  emploierons  ici  la  méthode  générale  indiquée  aux 
n^  395 ,  596,  et  conséquemment  nous  chercherons  : 

1®  La  courbe  de  contact  (XKYRL,  X'K'Y'R'L')  de  la  surface  proposée  avec  un 
cône  circonscrit  dont  le  sommet  (V,  V)  est  pris  à  volonté  sur  la  droite  (  AB,  A'B')  ; 
cette  courbe  se  construira  par  les  moyens  employés  pour  le  problème  du  n°  336, 
et  nous  avons  eu  soin  de  conserver  ici  les  mêmes  lettres  qui  avaient  servi  dans 
l'épure  84»  relative  à  ce  problème  isolé  :  de  sorte  que  les  explications  antérieures 
s'appliqueront  littéralement  à  l'épure  actuelle; 

2i^  La  courbe  de  contact  {xttyr,  ocft'  V y  r')  de  la  surface  proposée  avec  un  cylin- 
dre circonscrit  parallèlement  k  (AB,  A'B'),  laquelle  courbe  se  construira  aussi  par 
les  moyens  employés  pour  résoudre  le  problème  du  n**  385,  sur  l'épure  86,  dont 
les  notations  ont  été  conservées  dans  l'épure  actuelle. 

Maintenant,  examinons  si  ces  deux  courbes  de  contact  se  coupent  quelque  part, 
et,  pour  trouver  leurs  points  de  section,  gardons-nous  de  combiner,  sur  un  même 
plan  de  projection,  une  branche /?feme  ou  visible,  avec  une  hv^x^ùv^  ponctuée  ou 
invisible;  carde  telles  branches,  n'étant  pas  situées  sur  la  même  nappe  de  la  sur- 
face, ne  sauraient  se  rencontrer.  Nous  voyons  ici  que  les  courbes  se  coupent  en 
deux  points  (>,  X')  et  (jx,  /x') ,  dont  les  projections  horizontales  et  verticales  doivent 
d'ailleurs,  pour  chacun  d'eux,  être  placées  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  terre;  alors,  d'après  les  raisonnements  développés  aux  n*^*  595  et  596,  ce  sont 
là  les  points  de  contact  de  la  surface  de  révolution  avec  les  plans  tangents  qui  pas- 
seraient par  (AB,  A'B'),  et,  une  fois  ces  points  connus,  il  sera  bien  facile  de  con- 
struire, par  divers  moyens,  les  traces  des  plans.  Nous  ferons  seulement  observer 
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que  les  traces  horizontales  devront  passer  par  le  pied  Â  de  la  droite,  et  être  perpen- 
diculaires aux  projections  OX  et  Ofx  des  normales  relatives  aux  deux  points  de 
contact  trouvés. 

407.  Cas  particuliers.  Si  la  droite  donnée  était  verticale,  il  suffirait  évidemment 
de  mener  par  son  pied  deux  tangentes  à  la  projection  horizontale  de  Téquateur. 

Si  cette  droite  était  horizontale,  on  mènerait  un  plan  méridien  qui  lui  fût  per- 
pendiculaire, et,  du  point  où  il  la  rencontrerait,  on  tirerait  deux  tangentes  à  la 
méridienne  contenue  dans  ce  plan;  opération  facile  a  exécuter,  quand  on  aurait 
rabattu  ce  point  et  la  méridienne  en  question  sur  le  plan  vertical,  comme  on  Ta  fait 
au  n^  560  pour  le  point  F  de  l'épure  84. 

408.  Deuxième  méthode.  Lorsque  la  surface  de  révolution  sera  du  second  degré, 
il  y  aura  beaucoup  d'avantage  à  employer,  comme  au  n°  593,  deux  cônes  cir- 
conscrits dont  on  placera  les  sommets  aux  deux  points  où  la  droite  donnée  rencon- 
trera le  plan  de  l'équateur  et  le  plan  du  méridien  principal;  parce  qu'alors,  d'après 
le  théorème  démontré  n®  555,  chacune  des  courbes  de  contact  sera  projetée  sui- 
vant une  droite  sur  un  des  deux  plans  de  projection:  et  il  n'y  aura  à  construire 
dans  toute  l'épure  qu'i^ne  seule  courbe,  ainsi  que  nous  l'expliquerons  en  détail  dans 
le  problème  analogue  etplus  généralqni  sera  traité  au  n^  417. 

409.  Troisième  méthode.  En  supposant  encore  que  la  surface  de  révolution  soit 
du  second  degré,  on  pourra  n'employer  qu'un  seul  des  deux  cônes  circonscrits  dont 
nous  venons  de  parler;  car,  comme  la  courbe  de  contact  sera  (n**  535)  tout  entière 
dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  horizontal  (ou  au  plan  vertical) ,  il  suffira  de 
mener  a  cette  courbe  deux  tangentes  par  le  point  où  son  plan  rencontrera  la  droite 
donnée  (*).  D'ailleurs  on  a  vu  (n®  574)  combien  il  était  facile  de  construire  ces  tan- 
gentes avec  leurs  points  de  contact,  sans  tracer  la  courbe  du  second  degré  en  ques- 
tion, maison  connaissant  seulement  ses  deux  axes;  or  Tun  de  ceux-ci  s'obtiendra 
immédiatement  en  menant  par  le  sommet  du  cône  circonscrit  deux  tangentes  à 
l'équateur  (ou  au  méridien  principal) ,  et  le  second  axe  s'en  déduira  d'une  manière 
bien  facile  k  imaginer  [voyez  n®  418). 

Nous  engageons  le  lecteur  à  appliquer  cette  méthode  à  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution; mais  ici,  pour  varier  les  exemples,  nous  allons  en  faire  l'application  à  un 
hyperboloide  gauche  de  révolution,  défini  par  sa  génératrice  rectiligne,  et  non  par 
sa  méridienne. 

PROBLÈME  III.  Par  une  droite  donnée^  mener  un  plan  tangent  à  un  hyperboloide 
gauche  de  révolution. 

410.  Soient  (0,  O'O")  l'axe  vertical  de  la  surface,  et  (ADB,  A'D'A")  [fig.  90) 
la  droite  mobile  qui,  en  tournant  autour  de  cet  axe,  engendre  (n^  140)  l'hyperbo- 
loîdeque  nous  supposons  terminé  aux  deux  sections  horizontales  A'B'  et  A"B", 
également  éloignées  du  cercle  de  gorge.  Nous  n'exécuterons  pas  la  représentation 


(*)  Cette  marche  est  aoalo^ue  à  celle  qui  nous  a  servi  pour  la  sphère,  au  n°  401. 
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de  la  surface  sur  le  plan  vertical,  puisque  cela  conduirait  à  tracer  l'hyperbole  méri- 
dienne dont  nous  voulons  éviter  l'emploi;  mais  sur  le  plan  horizontal,  nous  regar- 
derons la  surface  comme  réellement  projetée,  et  en  conséquence  nous  ponctuerons 
les  parties  de  lignes  principales  qui  seront  au-dessous  de  la  nappe  supérieure. 

41 1.  Maintenant,  soit  (a§,  a'&)  la  droite  par  laquelle  il  s'agit  de  mener  un  plan 
tangent;  si  du  point  (V,  V) ,  où  elle  perce  le  plan  horizontal  du  cercle  de  gorge, 
on  imagine  un  cône  circonscrit  dont  deux  des  arêtes  seront  évidemment  les  tan- 
gentes VX  et  VY,  ce  cône  touchera  Thyperboloïde  suivant  une  courbe  située  tout 
entière  (n**  355)  dans  le  plan  vertical  XY,  et  qui,  par  conséquent,  sera  une  hyper- 
bole ayant  pour  axe  réel  la  corde  XY.  Donc,  en  menant  deux  tangentes  k  cette 
courbe  par  le  point  (R,  R'),  où  son  plan  va  couper  la  droite  (aV6,  a'V'6'),  on 
obtiendra  les  points  de  contact  des  plans  tangents  à  Thyperboloïde. 

412.  Pour  construire  ces  tangentes,  il  faut  d'abord  faire  tourner  autour  de 
Taxe  (X,  O'O'')  le  plan  vertical  XY,  jusqu'à  ce  qu'il  prenne  la  position  xy,  paral- 
lèle au  méridien  principal,  et  alors  le  point  (R,  R')  se  transportera  en  (r,  r').  Dans 
cette  situation,  l'hyperbole  contenue  dans  le  plan  vertical  xy  est  semblable  à  la 
méridienne  principale  de  la  surface,  et  a  comme  elle,  pour  projections  de  ses 
asymptotes,  les  droites  A'D'  etB'D';  de  là,  et  au  moyen  de  l'axe  réel  a/y,  on  dé- 
duit aisément  les  deux  foyers  9  et  t]^.  Gela  posé,  pour  mener  des  tangentes  à  cette 
hyperbole  par  le  point  r'  (*) ,  je  décris  un  arc  de  cercle  avec  la  distance  r'cp  pour 
rayon,  et  un  autre  arc  dont  le  centre  soit  en  \\f  et  le  rayon  égal  à  x'y  ;  puis,  en 
tirant  la  droite  r'  /'  par  le  milieu  de  l'arc  çy,  j'obtiens  l'une  des  tangentes  cher- 
chées, et  son  point  de  contact  /'  sera  déterminé  par  sa  rencontre  avec  la  droite  ij^y. 
De  même,  l'autre  tangente  sera  la  droite  r'm!  menée  par  le  milieu  de  l'arc  (pJ,  et  la 
ligne  i^d  prolongée  déterminera  le  point  de  contact  m' de  cette  seconde  tangente. 

A  présent,  il  ne  reste  plus  qu'à  projeter  les  points  /'  et  m'  en  /  et  m  sur  xy,  puis 
à  ramener  ces  points  dans  le  plan  vertical  primitif  XY,  en  (X,  X')  et  (/x,  /x').  Ce  sont 
là  les  points  de  contact  de  l'hyperboloide  avec  les  deux  plans  tangents  menés  par  la 
droite  (aê,  a'6');  et  leurs  traces  aBsA^  et  aAaB,  sont  faciles  à  construire  avec  ces 
seules  données. 

413.  Mais  comme,  dans  Thyperboloide  gauche,  nous  savons  que  chaque  plan 
tangent  doit  renfermer  deux  génératrices  rectilignes  de  la  surface,  lesquelles  se 
coupent  au  point  de  contacf ,  on  pourra  mener  par  les  points  X  et  (i  quatre  tangentes 
au  cercle  dégorge,  savoir  XA2,  XB^,  /xA3,/jlB3,  lesquelles  fourniront,  par  leurs 
rencontres  avec  la  trace  horizontale  de  la  surface,  quatre  points  appartenant  aux 
traces  des  plans  tangents.  D'ail]eurs  les  deux  génératrices  XA2  et  juiBa,  faisant  partie 
l'une  du  système  (AD,  A'D'),  l'autre  du  système  (BD,  B'D'),  iront  nécessairement 
se  couper  (n®  144)  en  un  point  qui  devra  évidemment  se  trouver  sur  la  droite 
(aê,  a' 6');  et  ce  point  (e,  e')  sera  précisément  celui  où  cette  droite  perce  V hyperho^ 


(  *  )  Voyez^  dans  les  Traités  des  sections  coniques,  la  méthode  des  Anciens  pour  mener  des  tangentes  à 
ces  courbes. 
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loîde.  Il  y  aurait  aussi  un  second  point  de  section  qui  serait  fourni  par  la  rencontre 
dQ3  génératrices  XBa  et  fjiAj. 

41  i.  Observation.  Si  le  point  (V,  V),  où  la  droite  donnée  (aê,  a'ê')  perce  le  plan 
horizontal  du  cercle  de  gorge,  se  trouvait  en  dedans  de  ce  cercle,  on  ne  pourrait 
plus  mener  les  tangentes  VX,  VY;  et  cela  indiquerait  que  la  courbe  de  contact  de 
Thyperboloïde  avec  le  cône  circonscrit  qui  a  son  sommet  en  (V,  V)  change  de 
position,  et  devient  une  hyperbole  dont  Tû^e  réel  est  vertical,  et  dont  le  plan  est 
toujours  perpendiculaire  à  l'horizontale  VO.  Dans  ce  cas,  on  mènerait  du  point 
(V,  V)  deux  tangentes  à  la  méridienne  située  dans  le  plan  VO,  et  la  corde  com- 
prise entre  leurs  points  de  contact  serait  Taxe  réel  cherché;  ensuite,  le  reste  des 
constructions  s'effectuerait  d'une  manière  analogue  à  ce  qui  a  été  fait  dans  le  pre- 
mier cas. 

413.  Autre  solution.  {Fig.  90.)  Les  remarques  faites  au  n^  413  fournissent  une 
méthode  fort  simple  et  applicable  à  toutes  les  positions  de  la  droite  donnée.  En  effet, 
si,  après  avoir  construit,  par  le  procédé  du  n®  284,  les  points  d'intersection  de  la 
droite  (a§,  a!&)  avec  l'hyperboloïde,  on  mène  par  l'un  d'eux  (e,  s')  des  tan- 
gentes êAj,  êBj  au  cercle  de  gorge,  ces  génératrices,  combinées  tour  à  tour  avec 
(a@,  a'§'),  détermineront  immédiatement  les  deux  plans  tangents  demandés,  qui 
auront  pour  traces  horizontales  aÂa  etaB,.  Quant  aux  points  de  contact,  ils  seront 
fournis  parles  deux  autres  génératrices  partant  des  points  Bg  et  A,  (*). 

416.  Il  résulte  de  là  que,  si  la  droite  donnée  ne  coupait  pas  l'hyperboloïde  quel- 
que part,  il  serait  impossible  de  mener  par  cette  droite  un  plan  tangent  à  la  sur- 
face; condition  qui  est  évidente  à  priori,  puisque  tout  plan  tangent  devant  renfermer 
ici  deux  génératrices  qui  se  coupent,  il  y  en  aura  au  moins  une  qui  rencontrera  la 
droite  («S,  a' 6')  située  par  hypothèse  dans  ce  plan  tangent.  Seulement,  ce  point 
de  rencontre  s'éloignera  à  l'infini,  dans  le  cas  tout  particulier  où  ces  deux  géné- 
ratrices et  la  droite  (aS,  a' 6')  se  trouveront  parallèles  toutes  trois  ;  mais  alors  la  posi- 
tion du  plan  tangent  n'en  deviendra  que  plus  facile  à  assigner,  puisqu'il  sera  évi- 
demment (n®  280)  tangent  au  cône  asymptote. 

PROBLEJIE  IV.  Par  une  droite  donnée ,  mener  un  plan  tangent  à  une  surface 
QUELCONQUE  du  second  degré. 

417.  [Fig.  91.)  Prenons  pour  exemple  un  ellipsoïde  rapporté  à  deux  plans  do 
projection,  dont  chacun  soit  parallèle  à  un  plan  principal  de  la  surface;  celle-ci 
aura  pour  contours  apparents  les  ^Wi^s^^  principales  (ABDE,  A'D')  et(  A'C'D'F',  AD) 
qui  ont  chacune  deux  axes  communs  avec  l'ellipsoïde.  Soit  d'ailleurs  (RS,  R'S') 
la  droite  donnée;  les  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  par  cette  droite 
seront  fournis  (n**593)  par  les  intersections  des  courbes  de  contact  de  deux  cônes 
circonscrits  à  l'ellipsoïde,  et  ayant  leurs  sommets  situés  où  l'on  voudra  sur  la  droite 
donnée;  mais,  pour  simplifier  la  construction  de  ces  courbes,  plaçons  les  sommets 


(*)  Une  solution  semblable  peut  être  appliquée  à  l'hyperboloïde  à  une  nappe  et  non  de  révolution. 
(Voytz  n*  590.) 


—     I 
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de  ces  cônes  aux  points  (V,  V)  et  (^>  ^),  où  la  droite  (RS,  R'S')  va  rencontrer  les 
plans  des  deux  ellipses  principales  qui  se  trouvent  parallèles  aux  plans  de  pro- 
jection. 

418.  Alors,  si  l'on  mène  les  tangentes  Tod  et  V'c^  à  l'ellipse  A'C'DT',  les  points 
a!  et  â'  appartiendront  évidemment  à  la  projection  verticale  de  la  courbe  de  contact 
du  cône  circonscrit  (V,  V);  et  cette  courbe,  qui  est  plane  (n^  333),  se  trouvera 
projetée  verticalement  sur  la  droite  a'c^.  En  effet,  comme  le  sommet  (V,  V)  est 
situé  dans  un  plan  vertical  VAD  qui  divise  l'ellipsoïde  en  deux  parties  exactement 
symétriques,  il  est  certain  que  les  points  de  la  courbe  de  contact  doivent  être,  deux 
a  deux,  sur  des  cordes  perpendiculaires  à  ce  plan  principal;  donc  aussi  le  plan  de  la 
courbe  cherchée  sera  perpendiculaire  au  plan  vertical  VAD,  et  s'y  projettera  sui- 
vant la  droite  a'à'  qui  réunit  les  deux  points  déjà  trouvés. 

Par  les  mêmes  raisons,  la  droite  (ad^,  a'(^)  est  un  axe  de  la  courbe  dans  l'espace, 
et  elle  continue  a  jouir  de  cette  propriété  en  projection  horizontale,  où  elle  fournit 
les  deux  sommets  ol  et  è.  La  direction  coS  du  second  axe  se  déduit  aisément  de  là; 
mais,  pour  déterminer  sa  longueur,  j'observe  que  ces  deux  axes  sont  proportion- 
nels à  ceux  de  la  section  faite,  dans  l'ellipsoïde,  par  un  plan  diamétral  O'a'y  paral- 
lèle à  la  courbe  de  contact  a'(?'.  Si  donc  on  projette  a'  en  a,  et  que  l'on  tire  aê  pa- 
rallèle à  aB,  on  obtiendra  la  longueur  oSdu  second  axe  cherché;  et  alors  il  sera 
bien  facile  de  tracer  l'ellipse  aXêd^Y  qui,  d'ailleurs,  devra  passer  par  les  points  X 
et  Y  que  l'on  déduit  de  la  section  X',  et  dans  lesquels  elle  touchera  évidemment  le 
contour  ABDË  sur  le  plan  horizontal. 

419.  Maintenant,  le  deuxième  cône  circonscrit  dont  le  sommet  et  en  ((^,  s/)  tou- 
chera l'ellipsoïde  suivant  une  courbe  plane  qui,  par  des  raisons  analogues  à  celles 
que  nous  avons  citées  plus  haut,  se  trouvera  projetée  horizontalement  sur  la  droite 
xy\  puis,  sans  chercher  la  projection  verticale  de  cette  courbe,  qui  s'obtiendrait 
par  des  procédés  semblables  à  ceux  qui  nous  ont  servi  pour  le  premier  cône,  on 
peut  tout  de  suite  apercevoir  les  points  de  section  X  et  fx  des  deux  courbes  de  con- 
tact, sur  le  plan  horizontal,  et  reporter  ces  points  en  X'  et  fx'  sur  a'c^.  Alors  nous 
avons  pour  chaque  plan  tangent  demandé,  son  point  de  contact  (X,  X')  ou  (/x,  jtx'), 
et  une  droite  (RS,  R'S')  par  laquelle  il  doit  passer;  de  sorte  qu'il  est  bien  aisé  de 
trouver  ses  traces  par  des  constructions  dont  l'épure  actuelle  présente  seulement 
les  résultats. 

420.  Autre  méthode.  {Fig.gi.)  On  peut  résoudre  le  problème  précédent  avec  le 
seul  cône  circonscrit  dont  le  sommet  est  en  (V,  V)  ;  car  tout  plan  tangent  à  ce  cône, 
qui  sera  mené  par  la  droite  (RV,  R'V),  satisfera  évidemment  à  la  question.  On 
cherchera  donc  le  point  (R',  R)  où  cette  droite  est  coupée  par  le  plan  de  la  base 
a'<?';  puis,  on  tirera  du  point  R  les  tangentes  RX,  et  R/x,  à  la  courbe  ofYJX  :  et 
même,  on  doit  observer  qu'il  est  inutile  de  tracer  l'ellipse  aYd^X,  et  qu'avec  les  deux 
demi-axes  o)a  et  fâ)ê,  on  sait  construire  les  points  de  contact  jx  et  X  des  tangentes 
R|Lf.  et  RX,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  les  n*''  574  et  412.  Ainsi,  les  points 
(X,  X')  et  (fi,  jui')  seront  ceux  dans  lesquels  l'ellipsoïde  sera  touché  par  les  plans 
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tangents  conduits  suivant  la  droite  (RV,  R'V);  et,  par  conséquent,  ces  deux  plans 
se  trouveront  déterminés  par  une  méthode  qui  aura  l'avantage  de  n'employer  que 
la  ligne  droite  et  le  cercle. 


CHAPITRE   IV. 

DKS   PLANS  TANGENTS  PARALLÈLES   A   UN  PLAN   DONNÉ. 

421.  Soit  S  la  surface  k  laquelle  on  propose  de  mener  un  plan  tangent  qui  soit 
parallèle  a  un  plan  donné  P.  Imaginons  que,  dans  ce  dernier,  on  trace  deux  droites 
arbitraires  A  et  B;  puis,  que  l'on  détermine,  parles  procédés  indiqués  au  cha- 
pitre II,  les  courbes  de  contact  X  et  Y  de  la  surface  S  avec  deux  cylindres  cir- 
conscrits, parallèles  l'un  à  A  et  l'autre  à  B.  Alors  on  sait  (n^'SyS)  que  pour  tous 
les  points  de  la  courbe  X,  les  plans  tangents  de  S  se  trouvent  parallèles  à  A;  que 
pour  tous  ceux  de  la  courbe  Y,  les  plans  tangents  sont  parallèles  à  B  :  donc,  si  les 
courbes  X  et  Y  se  coupent,  chaque  intersection  fournira  un  point  pour  lequel  le 
plan  tangent  de  la  surface  S  se  trouvera  parallèle  à  la  fois  aux  deux  droites  A  et  B, 
et  conséquemment  il  sera  parallèle  au  plan  donné  P. 

422.  Il  est  bon  d'observer  que  le  problème  précédent  revient  à  celui-ci  :  Mener 
à  une  surface  S  une  normale  qui  soit  parallèle  aune  droite  donnée  D.  En  effet,  si 
Ton  construit  un  plan  P  perpendiculaire  à  la  droite  D,  il  suffira  de  trouver  un  plan 
tangent  parallèle  h  P;  et  la  normale  relative  au  point  de  contact  de  ce  plan  tangent 
sera  évidemment  parallèle  à  la  ligne  D.  Cette  recherche  est  nécessaire  pour  obtenir 
le  point  brillant  d'une  surface,  éclairée  par  des  rayons  de  lumière  que  l'on  regarde 
comme  parallèles  entre  eux. 

423.  Lorsque  la  surface  S  sera  développable,  le  problème  deviendra  impossible 
en  général,  attendu  que  la  condition  d'être  parallèle  à  une  droite  donnée»  suffit 
(n^  579)  pour  déterminer  complètement  le  plan  tangent  d'une  pareille  surface,  et 
qu'ainsi  l'on  ne  saurait  exiger  que  ce  plan  soit  parallèle  à  la  fois  à  deux  droites  A  et 
B,  ou  au  plan  P  qui  les  contient. 

424.  Le  mode  de  solution  que  nous  avons  indiqué  au  n**  421  est  général,  mais 
il  entraînera  souvent  dans  des  opérations  graphiques  fort  compliquées;  c'est  pour- 
quoi il  faudra  chercher,  dans  chaque  surface,  à  profiter  des  propriétés  particu- 
lières qui  pourront  simplifier  la  solution,  comme  nous  allons  l'indiquer  sur  quel- 
ques exemples. 

1**  Si  la  surface  proposée  est  de  révolution,  auquel  cas  chaque  plan  tangent  est 
perpendiculaire  au  plan  méridien  correspondant,  on  commencera  par  mener  un 
plan  méridien  perpendiculaire  au  plan  donné  P,  et  qui  coupera  ce  dernier  suivant 
une  droite  que  j'appelle  è\  alors,  en  tirant  à  la  section  méridienne  ainsi  obtenue 
une  tangente  parallèle  à  c3^,  son  point  de  contact  sera  évidemment  celui  d'un  plan 
tangent  qui  se  trouvera  parallèle  a  P.  Cette  marche  sera  d'une  application  fort  aisée 
pour  une  sphère,  un  ellipsoïde,  un  tore,  etc. 

Géométrie  Leroy.  ^3 
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2®  S'il  s'agit  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe,  lequel  admet  (n°  146) 
deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  respectivement  parallèles  aux  arêtes  dû 
cône  asymptotique,  on  coupera  ce  cône  par  un  plan  mené  du  sommet,  parallèlement 
à  P-  Ce  plan  sécant  fournira  deux  arêtes  a  et  a',  parallèles  a  P,  et  l'on  en  déduira 
aisément  les  quatre  génératrices  correspondantes  de  l'hyperboloïde,  savoir,  A  et 
B  parallèles  à  a,  puis  A'  et  B'  parallèles  a  a'.  Alors,  en  combinant  les  génératrices 
A  et  B',  on  obtiendra  un  plan  évidemment  parallèle  à  P,  et  qui  touchera  l'hyperbo- 
loïde dans  le  point  où  ces  deux  droites  se  coupent;  puis,  on  en  trouvera  un  second 
qui  remplira  les  mêmes  conditions,  en  combinant  ensemble  les  génératrices  A'  et  B 
qui  se  coupent  pareillement. 

La  même  méthode  s'appliquera  à  un  hyperboloïde  k  une  nappe  et  m>n  derévolw- 
tion,  attendu  que  cette  surface  admet  aussi,  comme  nous  le  verrons  au  livre  VII, 
deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  parallèles  aux  arêtes  d'un  cône  asympto- 
tique  {voyez  581). 

CHAPITRE  V. 

DES  PLANS    TANGENTS   A  PLUSIEURS   SURFACES  A   LA   FOIS. 

425.  Trouver  un  plan  qui  touche  en  même  temps  deux  surfaces  données  S  df  T. 
Pour  résoudre  ce  problème  d'une  manière  générale,  et  quels  que  soient  les  plans 

de  projection  adoptés,  menons  dans  l'espace  un  plan  arbitraire  P  ;  puis,  cherchons 
la  courbe  de  contact  X  de  la  surface  S  avec  un  cylindre  circonscrit  et  perpendiculaire 
au  plan  P,  question  qui  rentre  dans  celle  du  n**  377,  puisque  les  arêtes  de  ce  cylindre 
devront  être />ara//^fe5  à  une  droite  connue,  savoir  la  perpendiculaire  au  plan  P.  Déter- 
minons de  même  la  courbe  analogue  T  pour  la  surface  T,  et  construisons  les  projec- 
tions a?  et  j^  de  ces  deux  lignes  sur  le  plan  P  :  alors,  en  menant  une  tangente  com- 
mune aux  deux  courbes  œ  et  y,  ce  sera  la  trace  d'un  plan  tt  perpendiculaire  à  P,  et 
qui,  touchant  évidemment  les  deux  cylindres,  sera  nécessairement  tangent  aux  sur* 
faces  S  et  T.  On  obtiendra  donc  ainsi  une  solution  du  problème  proposé;  mais  il  y  en 
aura  une  infinité  d'autres  tt',  tt*',..,,  que  Ton  trouvera  en  répétant  des  constructions 
analogues  pour  divers  plans  F,  P,...,  choisis  dans  des  directions  différentes. 

426.  On  peut  lier  entre  elles  toutes  ces  solutions,  en  construisant  la  surface 
développahle  qui  est  circonscrite  à  la  fois  aux  deux  surfaces  S  et  T.  Pour  cela,  imagi- 
nons que  les  points  de  contact  m  et  n  des  courbes  xeiy  avec  leur  tangente  com- 
mune sur  le  plan  P,  ont  été  projetés  sur  les  courbes  X  et  Y  en  M  et  N;  ce  seront  là 
les  points  dans  lesquels  le  plan  tt  touche  les  deux  surfaces  S  et  T  ;  et  si  l'on  construit 
semblablement  les  points  de  contact  M'  et  N%  M''  et  N^...,  des  plans  tt',  ;r",...,  la 
suite  des  droites  MN,  M'N',  M"N",...,  formera  une  surface  2  qui  touchera  évidem- 
ment S  et  T  le  long  des  courbes  MM'M*'.*.,  etNN'N''...;  mais  j'ajoute  que  cette  sur- 
face 2  sera  déçeloppable.  En  effet,  si  les  points  M  et  M'  sont  pris  infiniment  voisins, 
le  plan  tangent  n  renfermera  les  éléments  linéaires  MM'  et  N^',  et  dès  lors  les  deux 
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génératrices  ^IN  et  M'N'  seront  bien  situées  dans  un  même  plan,  ce  qui  est  le  carac- 
tère distinctif  des  surfaces  développables  (n®  179),  D'ailleurs,  on  peut  regarder 
les  droites  infiniment  voisines  MN,  M'N',  M"N",*-.,  comme  les  intersections  consé- 
cutives des  plans  tt,  tt',  ^',...,  ou  bien  comme  l'enveloppe  de  Tespace  parcouru  par 
le  plan  n  lorsqu'il  roule  sur  les  surfaces  S  et  T,  en  demeurant  tangent  à  Tune  et  à 
l'autre,  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué  aux  n^  182  et  184. 

Cela  posé,  quand  la  surface  2  sera  construite,  tous  les  plans  tangents  qu'on  lui 
mènera,  toucheront  parallèlement  S  et  T,  et  fourniront  les  diverses  solutions  du 
problème  primitif. 

427.  La  surface  développable  2  circonscrite  aux  surfaces  S  et  t,  est  nécessaire 
à  considérer  dans  la  théorie  des  ombres;  et  elle  présente  ordinairement  deux  nappes 
distinctes,  lesquelles  proviennent  de  ce  que  les  courbes  x  et  y  dix  n°  425  peuvent 
admettre  une  tangente  commune  extérieure,  et  une  autre  intérieure.  Au  surplus,  ces 
généralités  seront  éclaircies  par  l'exemple  fort  simple  des  deux  sphères  que  nous 
considérerons  au  n^  437. 

428.  Lorsqu'une  des  deux  surfaces  proposées,  par  exemple  S,  est  elle-même 
développable,  le  problème  de  leur  mener  un  plan  tangent  commun  n'est  pas  en 
général  impossible;  mais  il  n'admet  plus  une  infinité  de  solutions,  comme  on  doit 
le  sentir  en  faisant  rouler  un  plan  tangent  sur  la  surface  S  jusqu'à  ce  qu'il  ren- 
contre T.  D'ailleurs,  dans  l'hypothèse  actuelle,  la  courbe  x  relative  au  plan  P 
(n^  425)  se  réduirait  a  une  ou  plusieurs  lignes  droites,  auxquelles  il  ne  serait  plus 
possible  de  mener  une  tangente  commune  avec  la  courbe  y\  à  moins  que  l'une  de 
ces  droites  ne  se  trouvât  d'elle-même  tangente  a  cette  courbe  y,  ce  qui  ne  pourrait 
arriver  que  pour  un  certain  nombre  des  plans  P,  P',  P"...  :  de  sorte  que  le  problème 
deviendrait  déterminé,  et  la  surface  2  se  réduirait  alors  à  un  ou  à  plusieurs  plans. 
Nous  en  verrons  un  exemple  dans  le  n®  434. 

429.  Enfin,  le  problème  n'admettrait  en  général  aucune  solution,  si  les  surfaces 
données  S  et  T  étaient  toutes  deux  développables,  puisque  les  courbes  a?  et  j'  du 
n^  425,  devenant  alors  l'une  et  l'autre  des  lignes  droites,  sur  tous  les  plans  P,  P', 
FV-->  il  ne  serait  plus  possible  de  leur  mener  une  tangente  commune. 

430.  Lorsque  les  surfaces  S  et  T  ne  sont  développables  ni  l'une  ni  l'autre,  on 
peut  rendre  déterminé  le  problème  de  leur  mener  un  plan  tangent  commun,  en  assi- 
gnant un  point  extérieur  Y  par  lequel  devra  passer  le  plan  demandé.  En  effet,  cela 
reviendra  a  conduire  par  ce  point  Y  un  plan  tangent  k  la  surface  développable  2,  qui 
est  circonscrite  (n^  426)  aux  surfaces  S  et  T,  et  cette  dernière  question  n'est  suscep- 
tible que  d'un  nombre  limité  de  solutions,  comme  nous  l'avons  vu  n^'349  et  350. 
Pour  les  obtenir,  il  faudra  généralement  construire  la  section  faite  dans  la  surface  2 
par  un  plan  quelconque  mené  du  point  Y,  puis  tirer  par  ce  point  des  tangentes  à 
cette  section;  alors  chacune  de  ces  tangentes,  jointe  à  la  génératrice  rectiligne  qui 
passe  par  son  point  de  contact,  déterminera  un  plan  tangent  à  la  surface  2,  et,  par 
suite,  aux  deux  surfaces  primitives  S  et  T.  On  trouvera  un  exemple  de  ce  genre 
au  n""  437. 

ii3. 
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431 .  Troui^er  un  plan  qui  touche  en  même  temps  trois  surfaces  données  S,  T,  U. 
La  marche  générale  pour  résoudre  ce  problème  consiste  k  imaginer  une  surface 

développable  2  circonscrite  a  S  et  à  T,  puis  une  autre  2^  circonscrite  à  S  et  à  U.  Alors, 
en  construisant  (n°246)  les  courbes  de  contact  MM'...  etMaM'^--  de  ces  deux  sur- 
faces 2  et  Za  avec  S,  chaque  point  /x,  où  se  rencontreront  ces  courbes,  sera  tel,  quo 
le  plan  tangent  de  S  touchera  évidemment  les  surfaces  2  et  2^  à  la  fois,  et,  par  suite, 
ce  plan  touchera  aussi  les  surfaces  T  et  U.  Ce  sera  donc  une  solution  du  problème; 
mais  comme  les  opérations  graphiques  seront  ordinairement  fort  compliquées,  nous 
nous  bornerons  à  en  citer  un  exemple  où  les  constructions  deviennent  très-simples 
{voyez  n^  441  ) . 

Observons  que,  quoique  nous  ayons  dit  (n®  429)  qu'on  ne  pouvait  pas  générale- 
ment mener  un  plan  tangent  commun  à  deux  surfaces  développables,  la  chose  devient 
impossible,  parce  que  les  deux  surfaces  2  et  2^  offrent  cela  de  particulier,  qu'elles 
sont  circonscrites  à  la  même  surface  S. 

432.  Si  une  ou  plusieurs  des  trois  surfaces  données  étaient  developpahles^  le  pro* 
blême  serait  généralement  impossible.  En  effet,  si  S  est  développable,  les  surfaces 
2  et  2a  du  numéro  précédent  se  réduiront  à  des  surf  aces  planes  (n^  428),  auxquelles 
il  ne  sera  plus  possible  de  mener  un  plan  tangent  commun  ;  k  moins  que,  par  des 
circonstances  toutes  particulières,  deux  de  ces  surfaces  planes  ne  viennent  k  coïn- 
cider complètement. 

433.  Oa  ne  saurait  proposer  de  trouver  un  plan  qui  touche  k  la  fois  quatre  sur- 
faces S,  T,  U,  Y,  ou  un  plus  grand  nombre.  Car,  en  imaginant  les  trois  surfaces  déve- 
loppables  2,  22,  23,  circonscrites  aux  groupes  S  et  T,  S  et  U,  S  et  V,  il  n'arrivera 
pas,  en  général,  que  les  trois  courbes  suivant  lesquelles  la  surface  S  sera  touchée 
par  2,  22,  23,  viennent  se  couper  toutes  en  un  même  point  |i.,  circonstance  qui  serait 
cependant  nécessaire  pour  que  le  plan  tangent  de  S  en  jx  touchât  en  même  temps 
2, 22,  2,,  et,  par  suite,  les  autres  surfaces  proposées  T,  U,  V. 

PROBLÈME  I.  Construire  un  plan  qui  touche ^  à  la  fois ^  une  sphère  et  un  cône  de 
révolution  (*). 

434.  [Fig.  92.  )  Faisons  passer  les  deux  plans  de  projection  par  le  centre  0  de  la 
sphère  donnée  qui  a  pour  rayon  OA,  et  dirigeons  le  plan  horizontal  perpendiculai- 
rement k  Taxe  du  cône  qui  aura  pour  sommet  (S,  S'),  et  pour  base  le  cercle  du 
rayon  SB.  Le  problème  de  mener  un  plan  tangent  commun  k  ces  deux  surfaces  sera 
déterminé  (n^  428),  parce  qu'ici  l'une  d'elles  est  développable;  et,  pour  le  résou- 
dre plus  simplement  que  par  la  méthode  générale,  supposons  que  PQR'  soit  le  plan 
cherché.  Il  touche  le  cône  suivant  une  arête  située  dans  un  plan  méridien  SM,  per- 
pendiculaire k  PQ;  de  sorte  que  la  distance  de  ce  plan  tangent  au  pied  (S,  V)  de 
l'axe  est  une  droite  égale  à  FG,  et  située  dans  le  plan  méridien  SM  :  mais  si  je 
transporte  le  plan  PQR'  parallèlement  k  lui-même,  jusqu'k  ce  qu'il  passe  par  le 
centre  0  de  la  sphère,  il  se  sera  rapproché  du  point  (S,  V)  d'une  quantité  égale  au 


{*)  Ce  problème  est  tiré  de  la  Géométrie  descriptive  de  M.  Lefébure  de  Fourcy. 
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rayon  OA  ;  et  alors  il  deviendra  tangent  à  un  autre  cône  droit  dont  la  génératrice 
TT',  parallèle  à  S'B',  en  sera  éloignée  de  la  distance  OA.  Or  ce  dernier  cône  est 
facile  à  construire,  ainsi  que  son  plan  tangent  conduit  par  le  point  0;  donc,  ensuite, 
il  suffira  de  mener  au  cône  primitif  un  plan  tangent  parallèle  à  celui-ci. 

D'après  ces  considérations,  on  prendra  sur  la  perpendiculaire  VG  un  intervalle 
GH  =  OA;  puis,  en  tirant  parle  point  H  la  droite!' F'  parallèle  à  S'B',  on  détermi- 
nera le  cercle  SF  auquel  on  mènera,  du  point  0,  les  deux  tangentes  ON  etOL.  Alors, 
en  conduisant  au  cercle  SB  deux  tangentes  PQ  et  XY  parallèles  aux  précédentes,  on 
aura  les  traces  horizontales  de  deux  plans  PQR'  et  XYZ',  qui  toucheront  extérieure-- 
ment  les  deux  surfaces  données  :  les  traces  verticales  de  ces  plans  sont  bien  faciles 
à  trouver. 

435.  Il  existe  aussi  des  plans  qui  touchent  ces  surfaces  intérieurement ^  c'est-à- 
dire  en  laissant  l'une  d'un  côté,  et  l'autre  du  côté  opposé.  Pour  les  trouver,  on  verra 
sans  peine  qu'il  faut  augmenter  la  distance  l'G,  d'une  quantité  GA  =  OA;  puis, 
tirer  parallèlement  à  S'B'  la  droite  ff,  qui  déterminera  le  cercle  S/ auquel  on 
mènera  les  tangentes  On  et  0/.  Alors,  en  conduisant  au  cercle  SB  deux  tangentes 
pq  et  ocy  parallèles  aux  précédentes,  ce  seront  les  traces  horizontales  des  deux  plans 
tangents  intérieurs. 

436.  Si  l'on  veut  trouver  pour  un  de  ces  quatre  plans,  par  exemple  PQR',  son 
point  de  contact  avec  la  sphère,  on  coupera  cette  surface  par  un  plan  OD  perpendi- 
culaire àPQ;  et,  après  avoir  rabattu  la  section  sur  le  grand  cercle  horizontal,  on 
tirera  la  tangente  D 6  dont  le  point  de  contact  6,  ramené  en  /x,  fournira  la  projection 
horizontale  du  point  où  la  sphère  est  touchée  par  le  plan  PQR'.  La  projection  verti- 
cale |x'  se  déduira  aisément  de  là. 

PROBLÈME  II.  Par  un  point  donné f  mener  un  plan  tangent  à  deu^  sphères. 

437.  {Fig.  93.)  Adoptons  pour  plan  horizontal  celui  qui  passe  par  les  centres 
0  et  0'  des  deux  sphères  par  le  point  donné  A".  Alors,  sans  recourir  à  un  second 
plan  de  projection,  nous  pourrons  mener  aux  deux  grands  cercles  horizontaux  la 
tangente  commune  MNA,  qui,  en  tournant  autour  de  00' A,  engendrera  une  surface 
conique  évidemment  circonscrite  aux  deux  sphères  données.  Ce  cône  AMP  est  ce 
que  devient  ici  la  surface  développable  1  du  n^  426,  car  il  est  bien  V enveloppe  de 
toutes  les  positions  que  prendrait  le  plan  vertical  MNA,  tangent  aux  deux  sphères, 
en  roulant  sur  ces  deux  surfaces  à  la  fois.  Ainsi,  puisque  tout  plan  tangent  à  ce  cône 
touchera  les  deux  sphères,  et  que  la  réciproque  est  pareillement  vraie,  le  problème 
primitif  se  réduit  à  mener  du  point  donné  A"  un  plan  tangent  au  cône  AMP.  Pour 
cela,  on  sait  qu'il  faut  tirer  la  droite  AA",  et  du  point  où  elle  ira  percer  le  plan  du 
cercle  vertical  MP,  base  du  cône,  tirer  à  ce  cercle  deux  tangentes;  opération  qui 
s'effectuera  aisément,  en  rabattant  le  cercle  MP  autour  de  son  diamètre,  comme  on 
l'a  vu  au  n**  401 . 

458.  Il  est  plus  simple  de  remarquer  que  le  problème  primitif  se  réduit  à  menef 
par  la  droite  AA"  un  plan  tangent  à  la  sphère  Q\  car  ce  plan  touchera  évidemment 
le  cône  AMP,  et,  par  suite,  la  sphère  0'  que  ce  cône  circonscrit.  Or,  d'après  ce  qui 
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a  été  dit  au  a°  403,  il  suffit  de  tracer  le  nouveau  cône  A"M"P",  circonscrit  pareil- 
lement à  la  sphère  0,  et  l'intersection  des  deux  cercles  verticaux  MP  et  M"P"  fera 
connaître  immédiatement  la  projection  horizontale  /x  du  point  de  contact  de  la 
sphère  avec  le  plan  tangent  demandé.  La  seconde  projection  de  ce  point,  sur  un 
plan  vertical  choisi  à  volonté,  s'obtiendra  aisément  en  rabattant  le  cercle  MP  autour 
de  son  diamètre,  et  par  là  la  position  du  plan  tangent  sera  complètement  déter- 
minée; mais  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'efTectuer  ces  opérations  très* 
simples,  qui  conduiront  évidemment  à  deux  plans  tangents  extérieurs. 

459.  On  peut  trouver  deux  autres  plans  tangents  intérieurs^  en  considérant  le 
cône  amp  décrit  par  la  tangente  man  commune  aux  deux  grands  cercles  horizon- 
taux, mais  placée  entre  ces  circonférences.  Alors,  par  des  considérations  analogues 
aux  précédentes,  on  verra  qu'il  suffit  de  mener  par  le  point  A"  un  plan  tangent  au 
cône  amp;  ou  bien  de  mener  par  la  droite  a  A."  un  plan  tangent  à  la  sphère  0;  de 
sorte  que  le  point  de  contact  X  sera  donné  par  l'intersection  des  deux  cercles 
WV  et  mp. 

440.  Il  n'est  pas  besoin  d'avertir  que  les  quatre  solutions  précédentes  se  rédui- 
ront a  deux,  ou  n'existeront  pas  du  tout,  suivant  la  position  qu'aura  le  point 
donné  A''  par  rapport  aux  deux  sphères,  ou  par  rapport  aux  cônes  circonscrits 
extérieur  ti  intérieur.  En  outre,  l'un  de  ces  cônes  ou  tous  les  deux  disparaîtront,  si 
les  sphères  données  se  coupent,  ou  bien  si  Tune  enveloppe  l'autre. 

PROBLÈME  lU.  Trouver  un  plan  qui  soit  tangent  à  trois  sphères  données. 

441.  [Fig.  93.)  Adoptons  encore  pour  le  plan  horizontal  celui  qui  passe  par  les 
centres  0,  0',  0"  des  trois  sphères  données;  puis,  remarquons  que  les  surfaces 
développables  2  et  1^  (n^  431),  qui  doivent  être  circonscrites  aux  sphères  0  et  0', 
0  et  0",  deviennent  ici  les  deux  cônes  AMP  et  A"M"P.  Alors,  en  traçant  leurs 
courbes  de  contact  avec  la  sphère  0,  lesquelles  se  réduisent  aux  deux  cercles  verti- 
caux MP  etM"P",  les  deux  points  de  section  qui  sont  projetés  en  jx,  seront  ceux  où 
les  plans  tangents  de  la  sphère  0  toucheront  à  la  fois  le  cône  AMP  et  le  cône 
A"M''F^  par  conséquent,  ces  deux  plans  seront  aussi  tangents  aux  sphères  0'  et  0'\ 
et  ils  les  toucheront  extérieurement. 

442.  Mais  comme  il  existe  deux  autres  cônes  circonscrits  intérieurement  aux 
groupes  des  sphères  0  et  0',  0  et  0",  lesquels  peuvent  être  combinés  d'une  manière 
analogue,  soit  entre  eux,  soit  avec  les  cônes  extérieurs,  il  en  résultera  générale- 
ment huit  solutions  pour  le  problème  proposé,  savoir  : 

Deux  plans  tangents  extérieurs .îonvm^  par  les  cônes  AMP  et  A''M"P",  et  dont  les 
points  de  contact  avec  la  sphère  0  sont  projetés  en  /jl; 

Deux  plans  tangenls  intérieurs  fournis  par  les  cônes  AMP  et  d'ni'p"*^  les  points 
de  contact  avec  la  sphère  0  sont  projetés  en  v; 

Deux  plans  tangents  intérieurs  fournis  par  les  cônes  amp  et  A"M"P";  leurs  points 
de  contact  sont  projetés  en  X  ; 

Enfin,  deux  plans  tangents  intérieurs  fournis  par  les  cônes  amp,  a^ni'p",  et  dont 
les  points  de  contact  sont  projetés  en  tt. 
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445.  Il  est  facile  d'apercevoir  que  ces  huit  plans  tangents  se  réduiront  a  quatre^ 
si  deux  des  sphères  se  coupent  :  quand  une  d'elles  rencontrera  les  deux  autres,  il  y 
aura  au  plus  deux  plans  tangents  communs;  et  il  n'en  existera  aucun,  lorsqu'une 
des  trois  sphères  sera  enveloppée  par  une  autre.  Mais,  outre  ces  cas  particuliers,  la 
question  sera  impossible  toutes  les  fois  que  les  quatre  cercles  de  contact  MP,  M'T", 
mp^  m'^p"^  ne  se  couperont  pas;  et  le  nombre  de  leurs  points  de  section  indiquera 
toujours  le  nombre  de  solutions  qu'admettra  le  problème  proposé. 

444.  Nous  n'avons  point  parlé  des  cônes  N'A'Q'etn'a'^r'  dont  chacun  est  cir- 
conscrit aux  deux  sphères  0'  et  0".  Néanmoins,  il  est  évident  que  tout  plan  tangent 
aux  trois  sphères  devra  aussi  toucher  le  cône  A'  ou  le  cône  a'\  de  sorte  que  le 
système  de  ces  deux  surfaces  coniques  aurait  pu  être  combiné,  soit  avec  le  système 
A  et  a,  soit  avec  le  système  A"  et  a",  pour  résoudre  le  problème  proposé.  En  outre, 
puisque  chaque  plan  tangent  aux  trois  sphères  touchera  en  même  temps  trois  des 
cônes  circonscrits,  il  passera  par  leurs  sommets,  lesquels  se  trouveront  ainsi  à  la  fois 
dans  un  plan  tangent  et  dans  le  plan  des  trois  centres  des  sphères;  d'où  l'on  conclut 
que  les  sommets  des  trois  cônes  touchés  par  un  même  plan  seront  toujours  en  ligne 
droite.  Aussi  l'on  voit  dans  notre  épure,  que  les  sommets  de  six  cônes  circonscrits 
aux  sphères  sont  distribués  trois  k  trois  sur  quatre  droites  AA"A',  Aa'a",  A"a'a, 
ka^a^  dont  la  première  renferme  les  trois  sommets  extérieurs^  et  chacune  des  autres, 
un  sommet  extérieur  avec  deux  sommets  intérieurs. 

445.  De  là  on  peut  déduire  un  théorème  remarquable  de  la  Géométrie  plane,  en 
se  bornant  à  considérer  seulement  les  génératrices  des  cônes  et  les  grands  cercles 
des  sphères,  qui  sont  situés  dans  le  plan  des  trois  centres  0,  0',  0''.  En  effet,  comme 
les  sommets  de  ces  cônes  sont  évidemment  les  points  de  rencontre  des  coupes  de 
tangentes  communes  à  deux  de  ces  grands  cercles,  on  en  conclut  que  si,  après  avoir 
tracé  trois  cercles  quelconques  dans  un  même  plan»  on  mène  toutes  les  tangentes 
qui  peuvent  toucher  à  la  fois  deux  de  ces  cercles,  les  six  points  de  rencontre  A  et  a, 
A'  et  a',  A''  et  a",  déterminés  par  chaque  couple  de  tangentes  ^  seront  placés  trois  à  trois 
sur  quatre  droites^  dont  une  contiendra  les  trois  points  extérieurs^  et  chacune  des 
autres  un  point  extérieur  avec  deux  points  intérieurs. 

Comme  exemple  d'un  plan  tangent  commun  à  plusieurs  surfaces,  nous  citerons 
encore  le  problème  résolu  au  n®  67,  et  où  il  s'agissait  de  trouver  un  plan  qui  fût 
tangent  à  deux  cônes  ayant  même  sommet. 
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CHAPITRE  PREMIEB. 

DE  l'hélice,  et  de  l'hélicoïde  DÉVELOPPÀBLE. 

446.  {Fig.  95.)  L'HÉLICE  est  une  courbe  AMNCD...  tracée  sur  un  cylindre 
quelconque,  et  telle,  que  les  ordonnées  (dirigées  suivant  les  génératrices)  sont  pro- 
portionnelles aux  abscisses  curvilignes  comptées  sur  la  base  à  partir  d'un  point /ixe  A; 
pourvu  qu'on  entende  ici  par  base  du  cylindre  la  section  orthogonale  faite  par  le 
point  A.  C'est-à-dire  qu'on  doit  avoir  les  relations 

MP     NQ       CB  ,  '    '    1  .  L 

■Tp=-T^=:-jg-=. .  .=A,     OU  généralement    z=zkst 

en  désignant  par  s  un  arc  quelconque  de  la  base,  et  par  z  l'ordonnée  qui  aboutit 
à  son  extrémité  (*).  Le  nombre  k,  qui  exprima  le  rapport  constant  de  l'ordonnée 
avec  l'abscisse  pour  tous  les  points  d'une  même  bélice,  varie  d'une  hélice  aune 
autre,  car  on  en  peut  tracer  une  infinité  sur  le  même  cylindre;  mais  chacune  est 
complètement  déterminée,  dès  qu'on  assigne  le  rapport  k  et  le  point  A  choisi  pour 
origine  des  abscisses.  D'ailleurs,  il  est  évident  que  Thélice  coupera  la  base  du 
cylindre  précisément  en  ce  point  A,  puisque,  dans  l'équation  z=kSf  l'hypothèse 
5=0  donne  aussi  z  =  o. 

447.  Lorsque  la  base  du  cylindre  est  une  courbe  fermée  APBA,  l'abscisse  va- 
riable AP  =  5  peut  devenir  égale  au  périmètre  p  de  cette  base  ;  et  alors  on  obtient 
un  point  D  dans  lequel  l'hélice  vient  couper  une  seconde  fois  l'arête  AF.  Or,  comme 
cette  circonstance  se  reproduira  indéfiniment  pour  des  abscisses  égales  à  2p,  3/?,..., 
il  existera  sur  la  génératrice  AF  une  infinité  de  points  où  l'hélice  viendra  la  rencon- 
trer, et  qui  seront  à  des  hauteurs 

AD  =  A=:/>A,     h'=2pk9     A"=  3/?^:,...; 

par  conséquent,  tous  ces  points  seront  distants  les  uns  des  autres  d'une  quantité  h 
que  l'on  nomme  le  pas  de  Thélice.  Lorsque  ce  pas  est  assigné  directement,  et  que 
le  périmètre  de  la  base  est  connu,  la  constante  k  s'en  déduit. immédiatement, 
puisque,  d'après  la  définition  même  de  l'hélice  (n^  446),  ce  nombre  exprime  le 


(*)  Nous  avons  donné  précédemment  (n""  163)  tine  autre  définition  de  Thélice;  mais  nous  allons  faire 
voir  tout  à  Theure  qu'elle  s'accorde  complètement  avec  la  définition  actuelle. 


J 
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rapport  de  Tordonnée  A  avec  l'abscisse  correspondante/?;  ainsi,  dans  le  cas  où  la 
base  du  cylindre  sera  un  cercle  du  rayon  R,  on  aura 


*=  ' 


27rR 


448.  De  la  tangente  à  Vhélice.  {Fig.  qS.)  Comme  cette  courbe  n'est  pas  donnée 
ici  par  Tintersection  de  deux  surfaces,  il  faut  recourir  à  des  considérations  parti- 
culières pour  obtenir  sa  tangente  en  un  point  quelconque  M.  Concevons  le  cylindre 
développé  sur  le  plan  qui  touche  cette  surface  tout  le  long  de  la  génératrice  PML; 
cette  ligne  demeurera  immobile,  et  la  base  orthogonale  APB  deviendra  (n°  161) 
une  droite  A'PB',  perpendiculaire  à  PL,  tandis  que  les  portions  des  autres  généra- 
trices conserveront  leurs  mêmes  longueurs  et  leur  parallélisme.  Par  conséquent,  si 
l'on  porte  sur  la  transformée  de  la  base  les  distances 

PA'  =  PA,     PQ'=PQ,     PB'  =  PB,..., 

et  que  l'on  élève  les  perpendiculaires 

Q'N'  =  QN,     B'C'=BC,.,., 

les  divers  points  A',  M,  N',  C',...,  donneront  la  transformée  de  l'hélice  sur  le  déve- 
loppement du  cylindre.  Or  il  est  aisé  de  prévoir  que  cette  transformée  A'MN'C. . . 
sera  une  ligne  droite;  car  les  ordonnées  et  les  abscisses  rectUignes  de  cette  nouvelle 
ligne,  ayant  la  même  grandeur  absolue  que  les  ordonnées  et  les  abscisses  curvilignes 
de  l'hélice,  seront,  comme  ces  dernières,  dans  un  rapport  constant;  xiequi  est  le 
caractère  exclusif  de  la  ligne  droite,  pour  des  points  situés  dans  un  même  plan. 

Cela  posé,  je  dis  que  la  droite  A'MC  est  précisément  la  tangente  au  point  M  de 
l'hélice  primitive  AMC.  En  effet,  cette  droite  est  d'abord  située  dans  le  plan  tan- 
gent du  cylindre,  qui  contient  un  élément  superficiel  LP/?/de  la  surface;  et  comme 
cet  élément  est  resté  immobile  pendant  le  développement  de  la  surface,  il  en  ré- 
sulte que  l'élément  linéaire  M/n  se  trouve  commun  à  la  courbe  AMC  et  à  la  droite 
A'MC;  donc  ces  deux  lignes  sont  bien  tangentes  l'une  à  l'autre. 

449.  D'après  cela,  pour  obtenir  dorénavant  la  tangente  à  l'hélice,  il  suffira  de 
construire,  dans  le  plan  tangent  du  cylindre,  un  triangle  rectangle  MPA'  qui  ait 
pour  hauteur  l'ordonnée  MP  du  point  de  contact,  et  pour  base  une  droite  A'P  égale 
à  l'abscisse  AP  rectifiée  ;  l'hypoténuse  de  ce  triangle  sera  la  tangente  demandée. 
C'est  ce  que  l'on  peut  exprimer  d'une  manière  abrégée,  en  disant  que  la  sous- 
tangente  A'P  est  égale  à  V abscisse  curviligne  AP  du  point  de  contact;  car  cette  règle 
fera  connaître  le  pied  A'  de  la  tangente,  et  comme  le  point  de  contact  M  est  connu, 
la  position  de  la  tangente  sera  complètement  fixée. 

D'ailleurs,  on  voit  que  la  tangente  A'M,  ainsi  déterminée,  aura  la  même  longueur 
que  tare  d hélice  AM;  puisque  l'une  est  la  transformée  de  l'autre,  d'après  ce  que 
nous  avons  dit  au  numéro  précédent. 

Géométrie  Leroy,  ^4 
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450.  Observons  ici  que  Tangle  MAT  de  la  tangente  avec  le  plan  de  la  base  du 
cylindre,  sera  donné  par  la  formule 

.         .,       MP       MP       . 
tangA'  =  j;p  =  ;^  =  *; 

or,  comme  ce  dernier  rapport  est  constant  pour  tous  les  points  d'une  même  hélice 
(n°  446),  on  en  conclut  que  les  diverses  tangentes  à  cette  courbe  sont  toutes  égcde- 
ment  inclinées  sur  le  plan  de  la  base  du  cylindre^  et,  par  suite,  chacune  de  ces  tan- 
gentes coupe  la  génératrice  du  cylindre  sous  un  angle  constant  A'MP;  résultat  qui 
montre  que  la  définition  donnée  au  n®  163  rentre  dans  celle  du  n^  446. 

451.  [Fig.  94.)  Construisons  maintenant  les  projections  d'une  hélice,  en  pre- 
nant pour  base  du  cylindre  droit  sur  lequel  cette  courbe  doit  être  tracée,  un  cercle 
ABCD  dont  nous  adoptons  le  plan  pour  plan  horizontal  de  projection.  Soient  d'ail- 
leurs (A,  A')  l'origine,  et  A' A"  le  pas  de  l'hélice;  en  partageant  cet  intervalle  A' A" 
ou  O'O"  en  un  certain  nombre  de  parties  égales,  par  exemple  seize,  et  divisant  la 
circonférence  ABCD  pareillement  en  seize  parties  égales  AL,  LM,  MN,...,  il  suffira 
d'élever  par  ces  points  de  division,  des  ordonnées  verticales  FL',  Q'M',  R'N',..., 
respectivement  égales  à  -j^,  -j\,  7^,...  de  l'intervalle  O'O",  pour  obtenir  divers  points 
de  la  projection  verticale  A'L'M'N'C'A''...  de  l'hélice  demandée  (*).  Quant  à  la 
projection  horizontale  de  cette  courbe,  c'est  évidemment  la  base  ABCD  du  cylindre 
droit* 

452.  La  tangente  de  l'hélice  en  un  point  quelconque  (M,  M')  s'obtiendra  en  pre- 
nant sur  la  tangente,  au  point  M  de  la  base,  une  longueur  MT  égale  à  l'arc  MA  reo- 


(*)  Cette  projection  est  une  sinusoïde;  car,  si  on  la  rapporte  à  deux  axes  B'X',  B'Z\  dont  l'origine  soit 
au  point  B',  et  que  Ton  compte  les  abscisses  curvilignes  de  l'hélice,  sur  la  section  circulaire  faite  dans  le 
cylindre  par  le  plan  horizontal  B'X',  on  aura,  pour  un  point  quelconque  (E,  E'),  les  relations 

B'F'=8inBE,        ^'  =  ^-; 

ou  bien,  en  comptant  les  sinus  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  l'unité, 

n  .    f  z        h 

X  =  Rsm-^y 


et  alors,  par  l'élimination  de  l'arc  j,  on  trouve 

0?  =  RsinfaTTT  ) 

pour  l'équation  de  la  projection  de  l'hélice  sur  le  plan  des  deux  axes  B'X'  et  B'Z'«  En  y  joignant  l'équation 
da  cylindre  x>+y=RS 

qui,  combinée  avec  la  précédente,  conduit  à 

/=:Rcos^air|  ji 

on  aura  les  trois  projections  de  l'hélice  sur  des  plans  rectangulaires  dont  l'origine  serait  au  point  (0,  B'). 


CHAPITRE  I.  —  uàuCBy    KT   H^UCOIDE  DlÊVBLOPPABLE,  187 

tifié  (n°  449);  alors  le  point  (T,  T')  sera  le  pied  delà  tangente  cherchée,  laquelle 
aura  pour  projection  MT  etM'T'. 

453.  D'après  cela,  on  voit  que  si  Ton  construisait  ainsi  diverses  tangentes  k 
Thélice,  les  pieds  de  ces  droites  seraient  tous  situés  sur  une  courbe  ATGH...,  pour 
laquelle  on  aurait  MT  =  MA,  BG  =  BA,  EH  =  EA,. . .  ;  par  conséquent,  cette  courbe 
n'est  autre  chose  que  la  développante  du  cercle  ABCD  (  n°*  199,  201  ),  et  c'est  aussi 
la  trace  horizontale  de  la  surface,  lieu  des  tangentes  à  l'hélice,  surface  que  Ton 
nomme  Vhélicoîde  développahle,  et  sur  laquelle  nous  reviendrons  tout  à  l'heure. 

454.  {Fig.  94.)  Étant  donnée  une  hélice  (  AMBCDA,  A'M'C'A"C%...),  mener  à 
cette  courbe  une  tangente  qui  soit  parallèle  à  un  plan  donné  UYS. 

Rappelons-nous  d'abord  que  toutes  les  tangentes  à  l'hélice  font  un  angle  constant 
avec  la  verticale  (n°  450),  et  qu'ainsi  elles  sont  respectivement  parallèles  aux  géné- 
ratrices d'un  cône  de  révolution,  dont  l'axe  serait  vertical,  et  dont  le  demi-angle  au 
centre  égalerait  l'inclinaison  commune  des  tangentes  sur  les  arêtes  du  cylindre. 
Pour  connaître  cette  inclinaison,  je  construis  la  tangente  particulière  au  point  (B,  B'), 
parce  qu'elle  sera  évidemment  parallèle  au  plan  vertical,  et  me  fournira  ainsi  la  vraie 
grandeur  de  l'angle  cherché  :  je  prends  donc  sur  la  tangente  au  cercle  une  longueur 
BC,  égale  à  l'arc  AB  rectifié,  et,  projetant  le  point  6  en  G'  sur  la  ligne  de  terre,  j'ob- 
tiens la  tangente  (BG,  B'G')  relative  au  point  (B,  B').  Alors,  en  lui  menant  par  le 
point  (0,  B')  une  parallèle  (0^,  B'G'),  et  faisant  tourner  cette  dernière  autour  de  la 
verticale  0,  je  forme  le  cône  droit  en  question,  lequel  a  pour  base  le  cercle  du  rayon 
Og.  Maintenant,  je  coupe  ce  cône  par  un  plan  parallèle  à  U'VS,  et  mené  par  le 
sommet  (0,  B')  :  on  sait  comment  obtenir  (n°  25)  la  trace  horizontale  «16  d'un 
pareil  plan,  qui  donne,  pour  ses  intersections  avec  le  cône,  les  deux  génératrices 
Oa  et  Oëy  parallèles  au  plan  SVU';  par  conséquent,  les  tangentes  à  l'hélice  qui  joui- 
ront de  cette  dernière  propriété,  s'obtiendront  sur  le  plan  horizontal,  en  menant  au 
cercle  la  tangente  MT,  parallèle  à  0«,  et  la  tangente  EH,  parallèle  à  OS.  De  là,  on 
conclura  leurs  projections  verticales  en  prenant  MT  =  MA  et  EH  =  EBA,  ce  qui  fera 
connaître  les  pieds  (T,  T')  et  (H,  H')  des  tangentes  demandées,  qui  seront  enfin 
(MT,  MT)  et  (EH,  E'H').  11  y  en  aurait  d'ailleurs  une  infinité  d'autres  parallèles 
à  celles-là,  et  relatives  aux  points  M"  et  E",  M^'etE'*,.,.,  des  diverses ^/?ire$ de  l'hé- 
lice indéfinie. 

Observons  aussi  que  l'on  pouvait  mener,  sur  le  plan  horizontal,  une  seconde 
tangente  jxd  parallèle  à  Oa;  mais  cette  droite,  considérée  comme  la  projection  d'une 
tangente  à  l'hélice,  aurait  son  point  de  contact  en  (jx,  /x');  d'où  l'on  voit  clairement 
que  sa  projection  verticale  ne  serait  plus  parallèle  à  celle  de  la  génératrice  du  cône 
projeté  sur  Oa  :  ainsi  il  faut  rejeter  la  tangente  /xd.  Une  pareille  ambiguïté  se  pré- 
senterait pour  la  génératrice  OS;  mais  elle  se  lèvera  toujours,  en  exigeant  que  la 
tangente  et  la  génératrice  du  cône  soient  parallèles  sur  les  deux  plans  de  projection 
à  la  fois. 

455.  Si  l'on  demandait  de  mener  à  Thélice  une  tangente  qui  (At  parallèle  à  une 
droite  donnée,  le  problème  serait  en  général  impossible,  à  moins  que  cette  droite 

a4. 
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ne  fît  elle-même  avec  la  verticale  un  angle  égal  à  rinclinaison  commune  de  toutes 
les  tangentes  de  Thélice  sur  les  arêtes  du  cylindre;  mais  si  cette  condition  était 
remplie,  alors  il  ne  s'agirait  que  de  mener  au  cercle  ABCD  une  tangente  parallèle  à 
la  projection  horizontale  de  la  droite  donnée»  et  Ton  en  déduirait,  comme  ci- 
dessus»  la  projection  verticale  de  la  tangente  àThélice. 

456.  {Fig.  96.)  L'HÉLICOIDE  développable  est  la  surface  engendrée  par  une 
droite  mobile  et  indéfinie,  qui  glisse  sur  une  hélice,  en  lui  demeurant  constamment 
tangente.  Nous  appelons  cet  hélicoïde  dé\^eloppable,  tant  pour  le  distinguer  d'un 
autre  hélicoïde  qui  est  gauche  et  dont  nous  parlerons  plus  loin,  que  parce  que  la 
surface  actuelle  satisfait  évidemment  (n**  181)  à  la  condition  que  deux  génératrices 
infiniment  voisines  se  trouvent  dans  un  même  plan.  Pour  représenter  graphique- 
ment cette  surface»  on  pourrait  tracer  d'abord  l'hélice 

{AèyâîknA,     A'6'y'c^6'X'7r'A"), 

puis  construire  ses  tangentes  aux  divers  points  (A,  A')  (6,  6'),  (7,  7'),.-.;  mais  il 
sera  plus  commode  et  plus  exact  de  déterminer  ces  droites,  en  cherchant  immé- 
diatement leurs  traces  sur  le  plan  horizontal  de  projection,  et  sur  un  autre  plan 
horizontal  a'A'7'  élevé,  au-dessus  du  premier,  d'une  quantité  A' A"  égale  au  pas  de 
l'hélice;  parce  qu'alors  la  projection  verticale  de  cette  hélice  sera  formée  directe- 
ment par  les  intersections  successives  de  ces  diverses  génératrices,  pourvu  qu'elles 
soient  assez  multipliées.  Or,  déjà  nous  savons  (n°  453)  que  les  traces  horizontales 
de  ces  droites  sont  situées  sur  la  développante  de  cercle  ABCDEF...,  que  l'on  con- 
struit en  prenant  sur  les  tangentes  à  la  base  du  cylindre  les  distances 

6B  =  6A,    7C  =  7A,     (JD  =  (?A,.... 

Ensuite,  pour  avoir  leurs  traces  sur  le  plan  supérieur  a' A",  j'observe  que  la  droite 
inconnue  (  Aa,  A' a'),  qui  sera  tangente  à  l'hélice  au  point  (A,  A'),  doit  faire  avec 
la  verticale  un  angle  déterminé  (n°  450)  par  la  relation 

tang  A" A' a'  =  p    ou  bien    j^,  =  ^5 

• 
or,  comme  on  a  pris  A"  A'  =  A,  il  en  résulte  que  A" a'  =  a^rR,  c'est-à-dire  que  l'in- 
tervalle inconnu  A'^a'  ou  A  a  doit  être  égal  à  la  circonférence  du  rayon  OA,  ce  qui 
permet  de  construire  immédiatement  la  première  génératrice  (Aa,  A' a')  de  l'héli- 
coïde.  D'ailleurs,  dans  les  diverses  positions  que  prendra  cette  droite  mobile,  la 
portion  comprise  entre  les  plans  horizontaux  L'A'  et  a' A"  conservera  une  longueur 
invariable^  puisqu'elle  aura  toujours  une  inclinaison  constante  (n^  450)  sur  ces 
plans  parallèles  ;  il  en  sera  évidemment  de  même  pour  les  projections  horizontales 
de  ces  portions  de  génératrices,  qui  demeureront  égales  en  longueur  à  Aa.  Par  con- 
séquent, si,  à  partir  de  la  développante  inférieure  ABQ)EF...,  on  porte  sur  les  tan- 
gentes du  cercle  les  longueurs 

Aa,  B6,  Ce,  Drf,  Ee,  F/,..., 
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toutes  égales  à  la  circonférence  OA  rectifiée;  puis,  si  Ton  projette  les  divers  poinU 
a,  by  Cydf  e^...^  sur  le  plan  horizontal  supérieur  a' A",  en  même  temps  que  les 
extrémités  inférieures  A,  B,  C,  D,  E,...,  sur  la  ligne  de  terre,  on  pourra  construire 
immédiatement  les  projections  verticales 

Ma!,  B'6',  CV,  D'rf',  EV,  F/',... 

des  génératrices  de  Thélicoïde;  et  ces  droites  dessineront  d'elles-mêmes,  par  leurs 
intersections  consécutives,  la  projection  de  Thélice  ou  la  courbe  A'6'y'o^'£')/;r'A"à 
laquelle  elles  devaient  être  tangentes. 

457.  [Fig.  96.)  La  courbe  abcdef...^  qui  est  la  projection  horizontale  de  la  trace 
de  rhélicoïde  sur  le  plan  supérieur  a' A",  se  trouve  nécessairement  une  dévelop- 
pante du  cercle  OA,  symétrique  de  la  première  ABCDE....  En  effet,  puisque  la 
droite  \iid  par  exemple,  est  égale  à  la  circonférence  totale,  et  que  la  partie  De? 
égale  Tare  kè,  il  faut  bien  que  le  reste  èd  soit  égal  à  l'arc  à\nk\  et  de  même  ze 
est  égal  à  l'arc  êXtiA.  Ainsi  la  spirale  ahcdef,  située  dans  le  plan  supérieur  a'k'\ 
viendra  se  terminer  au  point  (A,  A''),  si  l'on  se  borne,  comme  dans  notre  épure,  à- 
considérer  une  révolution  unique  de  la  génératrice  mobile. 

458.  D'après  cela,  on  peut  aisément  construire  en  relief  la  surface  que  nous 
venons  de  décrire;  car,  en  prenant  deux  plateaux  sur  lesquels  on  tracera  les  deux 
spirales  ABCDEF...,  ahcdef...^  et  en  les  maintenant  dans  une  situation  parallèle  et 
symétrique,  au  moyen  de  tiges  verticales,  il  suffira  de  tendre  des  fils  qui  réunissent 
les  points  correspondants  A  et  a,  B  et  6,  C  et  c,  D  et  rf,...;  et  l'ensemble  de  ces  fils 
rectilignes  représentera  l'hélicoïde  développable,  dont  rareté  de  rebroussement 
(n*^  478)  sera  l'hélice  figurée  aussi  par  les  intersections  consécutives  de  ces  mêmes 
fils.  Si,  d'ailleurs,  on  évide  sur  le  plateau  supérieur  l'intérieur  de  la  circonférence 
OA,  on  apercevra  très-sensiblement  cette  hélice  en  forme  d'arête  saillante;  ce  qui 
justifiera  bien  aux  yeux  du  spectateur  la  dénomination  attribuée  dans  toutes  les 
surfaces  développables,  à  la  courbe  formée  par  les  intersections  des  génératrices, 
laquelle  partage  la  surface  en  deux  nappes  distinctes,  mais  réunies  par  un  rebrous^ 
tentent  le  long  de  cette  courbe. 

459.  {Fig.  96.)  Pour  manifester  ici  cette  circonstance  importante  du  rebrous- 
sement, construisons  la  section  faite  dans  l'hélicoïde  par  un  plan  horizontal  quel- 
conque X' Y'.  En  projetant  sur  le  plan  inférieur  les  points  de  rencontre  de  X' Y'  avec 
les  projections  verticales  des  génératrices,  on  obtiendra  une  spirale  composée  de 
deux  branches  XWX  et  XZY,  placées  Tune  sur  la  nappe  supérieure  formée  par  les 
portions  de  génératrices  situées  au-dessus  de  leurs  points  de  contact  avec  l'hélice, 
et  l'autre  sur  la  nappe  inférieure;  et  je  dis  que  cette  spirale  est  aussi  une  dévelop- 
pante du  cercle  OA.  En  effet,  si  le  plan  X'Y'  est  mené,  par  exemple,  par  le  milieu  X' 
de  la  hauteur  A' A",  il  coupera  toutes  les  génératrices  en  deux  parties  égales  ;  de 
sorte  que  son  point  de  section  avec  la  droite  (Drf,  H'd')  sera  tel,  que  DW  égalera 
la  demi-circonférence  A^X.  Mais,  puisque  déjà  la  partie  D(J  =  AcJ,  il  s'ensuivra  que 
le  reste  cfW  égalera  l'arc  (?Xj  on  trouvera  de  même  que  AX  =  Ad'X,  etpZ  =  pX,... 


-  ( 
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Donc  la  section  XWXZYest  bien  une  développante  du  cercle  OA,  laquelle  a  pour 
origine  la  section  X;  et  la  forme  de  cette  spirale  en  ce  point,  manifeste  clairement 
le  rebroussement  que  présentent  les  deux  nappes  de  la  surface,  lorsqu'elles  s'appro- 
chent de  l'hélice. 

460.  Voyons,  maintenant,  quelles  seront  les  sections  faites  dans  l'hélicoïde  par 
un  cylindre  FWZ/?,  concentrique  avec  celui  qui  contient  l'hélice  primitive.  Pour 
cela,  prenons  d'abord  les  points  F,  a,  6,...,  où  le  cercle  FWZ^  coupe  les  portions 
inférieures  des  génératrices  sur  le  plan  horizontal,  et  rapportons  ces  points  sur  les 
projections  verticales  des  mêmes  droites;  ensuite,  faisons  la  même  opération  pour 
les  points  Ç,  yj,  W,...,  où  les  portions  supérieures  des  génératrices  sont  rencontrées 
par  le  cylindre  proposé,  et  nous  obtiendrons  les  deux  courbes 

(Fa9Zw,  Fa'ô'Z'o)')     et     (^'/jWÇ/?,  ^'VW'Ç'/?'), 

situées  Tune  sur  la  nappe  inférieure  de  l'hélicoïde,  l'autre  sur  la  nappe  supérieure, 
et  qui  seront  aussi  des  hélices  de  méme/>a^  que  l'hélice  (AêycJ,  A'S'y'c^).  En  effet, 
.les  portions  de  génératrices  (9F,  9'F'),  (Xa,  X'a'),  (ttÔ,  tt'ô'),...,  sont  toutes  de 
même  longueur,  puisqu'elles  sont  projetées  sur  des  droites  évidemment  égales 
ç)F=  Xa  =  TTÔ,...,  et  que  leur  inclinaison  sur  le  plan  horizontal  est  constante.  Donc, 
lorsque  la  droite  finie  (9F,  9' F')  parcourra  l'hélice  donnée,  en  lui  demeurant  tan- 
gente par  son  extrémité  mobile  (9,  9'),  l'autre  extrémité  (F,  F')  s'élèvera  de  quan- 
tités égales  aux  différences  de  niveau  des  points  (9,  9'),  (X,  X'),  (tt,  tt'),...;  or  ces 
différences  sont  proportionnelles  aux  arcs  9X,  9X7:,...,  qui  ont  évidemment  entre 
eux  le  même  rapport  que  les  arcs  Fa,  Fa0,...;  par  conséquent,  ces  derniers  se 
trouveront  eux-mêmes  proportionnels  aux  ordonnées  des  points  (a,  a'),  (6,  5'),..., 
et  la  courbe  (F  aô,  F'  a'ô')  sera  bien  une  hélice  dont  le  pas  égalera  celui  de  l'hélice 
(A67,  A'ê'7'),  puisqu'au  bout  d'une  révolution,  les  deux  points  (F,  F')  et  (9,9') 
auront  monté  de  la  même  quantité  h. 

On  démontrera  la  même  proposition,  d'une  manière  analogue,  pour  la  section 

461.  {Fig.  96.)  Il  est  bon  d'observer  ici,  comme  une  conséquence  immédiate 
de  ce  qui  précède,  que  quand  une  droite  mobile  et  indéfinie  (F 9/,  F' 9'/')  glisse  sur 
une  hélice  (  ASyd*...,  A'ê'y'd^),  en  lui  demeurant  tangente  par  un  même  point  qui 
reste  invariable  sur  la  droite  mobile,  tout  autre  point  (F,  F')  de  cette  dernière  ligne 
décrit  aussi  (n°460)  une  hélice  de  même  pas  que  la  première.  Mais  si  la  tangente 
roulait  SUT  l'hélice,  sans  glisser,  de  telle  sorte  que  chaque  élément  de  la  droite  vînt 
s'appliquer  successivement  sur  les  éléments  de  la  courbe,  alors  un  point  quelconque 
(F,  F')  de  la  droite  mobile  resterait  toujours  dans  un  même  plan  horizontal,  et  y 
décrirait  (n°  453)  une  développante  du  cercle  qui  sert  de  base  à  l'hélice  primitive. 

462.  Leplan  tangent  pour  un  point  quelconque  (9,  6')  de  rhélicoïde  est  le  même 
que  dans  tout  autre  point  de  la  génératrice  (P0/>,  VO'p'),  ainsi  que  nous  l'avons 
démontré  (n°  477)  pour  toute  surface  développable;  donc  leplan  demandé  renfer- 
mera la  tangente  PV  à  la  spirale  ABCLP»  et  cette  droite  sera  précisément  la  trace 
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horizontale  de  ce  plan  tangent,  lequel  se  trouve  par  là  suffisamment  déterminé.  Ob- 
servons, d'ailleurs,  que  comme  la  ligne  Prr,  tangente  à  la  développée  AêXrr,  est  tou- 
jours normale  (n°  197)  à  la  développante  ABCLP,  il  s'ensuit  que  la  trace  VP  du  plan 
tangent  se  trouvera  perpendiculaire  sur  la  génératrice  (Ptt,  P'tt'),  et  qu'ainsi  ce  plan 
renfermera  le  rayon  (Ott,  O'tt')  du  cylindre.  D'où  l'on  peut  conclure  que  le  plan 
tangent  de  l'hélicoïde  se  trouve  déterminé  par  la  génératrice  sur  laquelle  est  le 
point  donné,  et  par  le  rayon  du  cylindre  qui  aboutit  au  point  de  contact  de  cette 
génératrice  avec  l'arête  de  rebroussement. 

463.  Il  résulte  évidemment  de  là  que  tous  les  plans  tangents  de  l'hélicoïde  font, 
avec  le  plan  horizontal,  un  angle  constant  qui  égale  l'inclinaison  de  la  tangente  à 
l'hélice  primitive.  D'ailleurs,  chaque  plan  tangent,  tel  que  ttPV,  contenant  deux 
génératrices  infiniment  voisines  qui  sont  des  tangentes  à  l'hélice,  n'est  autre  chose 
que  le  plan  osculateur  (n°  177)  de  cette  courbe;  et,  par  suite,  l'hélicoïde  est 
l'enveloppe  de  tous  les  plans  osculateurs  de  son  arête  de  rebroussement,  comme 
cela  arrive  dans  toute  surface  développable  (n*^  181). 

464.  D'après  cela,  le  contour  apparent  de  l'hélicoïde  sur  le  plan  vertical  de 
projection  est  formé  par  les  droites  (L/,  LT),  (Aa,  A' a'),  (AU,  A^'U'),  puisque, 
le  long  de  ces  génératrices,  le  plan  tangent  se  trouve  perpendiculaire  au  plan 
vertical  :  seulement,  une  partie  des  deux  dernières  génératrices  est  recouverte 
par  la  première,  et  se  trouve  rendue  invisible  par  cette  circonstance.  Quant  au' 
contour  apparent  sur  le  plan  horizontal,  il  est  formé  évidemment  par  l'hélice 
(AêycJX,  A'ê'y'cJ'X'),  quoique  le  long  de  cette  courbe  les  plans  tangents  de  l'héli- 
coïde ne  soient  pas  verticaux^  ainsi  que  l'exigerait  la  règle  générale  du  n**  106; 
mais  c'est  qu'ici  la  surface  présente,  pour  limite  des  parties  visibles,  la  circon- 
stance particulière  d'un  rebroussement.  On  doit  ajouter  à  ce  contour  les  spirales 
ABCGQRS  etabclpqrA,  qui  terminent  la  portion  de  surface  que  nous  nous  sommes 
borné  à  considérer  ici,  avec  le  soin  d'omettre  la  partie  de  la  première  qui  est 
recouverte  par  la  seconde;  et,  d'après  ces  remarques,  il  sera  aisé  au  lecteur  de 
se  rendre  compte  des  parties  pleines  et  ponctuées  que  présente  notre  épure. 

463.  Développement  de  Vhélicoîde.  {Fig.  96.)  On  pourrait  l'effectuer  ici,  comme 
dans  toute  surface  développable,  en  partageant  une  courbe  plane  ABQDGL,  située 
sur  la  surface,  en  petits  arcs  sensiblement  confondus  avec  leurs  cordes;  alors  les 
secteurs  élémentaires  projetés  sur  D(^7C,  EecJD,  F^sE,...,  pourront  être  regardés 
comme  des  triangles  dont  les  côtés,  connus  par  leurs  projections,  seront  faciles  à 
évaluer;  de  sorte  que,  si  Ton  construit  ces  triangles  sur  un  même  plan  et  à  la  suite 
les  uns  des  autres,  leur  ensemble  représentera  le  développement  de  la  surface  en 
question.  Toutefois,  il  faut  avouer  que  ce  mode  d'opérations  donnerait  lieu  à  des 
chances  d'erreurs  accumulées,  qui  disparaîtraient  si  l'on  connaissait  d'avance  la 
forme  que  doit  prendre,  sur  le  développement,  une  certaine  courbe  donnée  sur  la 
surface  primitive;  et  c'est  ainsi  que  nous  en  avons  usé  pour  les  cylindres  et  les 
cônes,  dans  les  n°*  245  et  251 . 

466.  Or,  dans  l'hélicoïde  développable>  il  arrive  que  toutes  les  hélices  ont  pour 
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transformées^  sur  le  développement,  des  cercles  concentriques .  En  effet,  si  nous  con- 
cevons l'hélice  arête  de  rebroussement  (Aêyc?...,  A'S'y'cJ'...),  comme  partagée  en 
éléments  égaux  projetés  sur  A6,  êy,  yc?,...,  il  est  facile  d'apercevoir  que  tous  les 
angles  de  contingence  sont  égaux  entre  eux  dans  cette  ligne  à  double  courbure  ;  car 
celui  qui  est  projeté  sur  Dcî'C,  étant  combiné  avec  la  verticale  (J,  formera  un  angle 
trièdre  dans  lequel  deux  faces  et  l'angle  diëdre  compris  resteront  les  mêmes  pour 
tous  les  points  de  l'hélice.  Mais  ces  angles  de  contingence,  qui  changent  ordinaire- 
ment de  grandeur  pour  une  courbe  quelconque  tracée  sur  une  surface  que  l'on  déve- 
loppe, demeurent  invariables  quand  il  s'agit  de  l'arête  de  rebroussement  (n®  179, 
note)  :  donc  l'hélice  (A§ycJ...,  A'ê'y'c?'...)  se  transformera  dans  une  courbe  plane, 
dont  les  angles  de  contingence  seront  égaux  entre  eux,  pour  des  arcs  de  même  lon- 
gueur; par  conséquent,  cette  transformée  aura  une  courbe  uniforme  (n**  198),  et 
dès  lors  elle  sera  un  cercle. 

Maintenant,  pour  une  autre  hélice  (FaôZw,  Ta'Q'Z'tù')  située  sur  le  même  héli- 
coïde,  on  obtiendra  sa  transformée  en  traçant,  sur  le  développement,  des  tangente^ 
au  cercle  dans  lequel  sera  changée  l'hélice  (  Aêy...,  A'êY-O»  ^^  ^^  prenant  ces  tan- 
gentes égales  aux  portions  de  génératrices  (<pF,  <p'F'),  (Xa,  X'a'),  [nQ,  ;r'6'),...  Or, 
comme  ces  dernières  droites  ont  toutes  la  même  longueur  (n**  460),  il  arrivera 
évidemment  que  leurs  extrémités  aboutiront  sur  une  circonférence  concentrique 
lavec  la  précédente  :  donc,  etc. 

467.  {Fig.  96.)  Pour  faire  servir  cette  propriété  des  hélices  au  développement 
de  l'hélicoïde  sur  un  de  ses  plans  tangents,  nous  choisirons  le  plan  LL'X'  qui  est 
perpendiculaire  au  plan  vertical,  et  qui  renferme  les  deux  droites  (LX,  L'X'), 
{^oLy  L'a'),  tangentes  aux  deux  hélices  projetées  sur  AêX  et  FaS.  Or,  comme  ces 
droites  devront  se  retrouver  tangentes  aux  deux  cercles  dans  lesquels  ces  hélices  se 
transformeront,  il  n'y  aura  qu'à  rabattre  ce  plan  autour  de  LL',  avec  les  deux  tan- 
gentes en  question,  qui  deviendront  évidemment  LX"  et  d;a";  puis,  élever  sur  ces 
dernières  lignes  les  perpendiculaires  X"0"  et  a"0",  qui  détermineront  le  centre  0" 
et  les  rayons  de  ces  deux  transformées  circulaires. 

Cela  posé,  sur  \^fig.  97,  et  avec  un  rayon  O^Xj  égal  à  la  droite  0"X"  de  la^g*.  96, 
je  décris  une  circonférence  sur  laquelle  il  faudra  marquer  des  arcs  qui  aient  la 
même  longueur  que  les  arcs  d'hélice  projetés  sur  AS,  êy,  ycJ,...  Or,  puisque  la 
demi-spire  (AêyX,  A'ê'y'X')  est  égale  en  longueur  (n*^  449)  à  sa  tangente  (LX,  L'X'), 
nous  tracerons  la  tangente  XjLa,  égale  à  X'L',  et,  après  avoir  divisé  cette  droite  X2L2 
en  huit  parties  égales,  nous  les  reporterons  sur  la  circonférence  depuis  X2  jusqu'en 
A2  et  A,  ;  alors  l'arc  de  cercle  A2X2  A3  sera  la  transformée  de  la  spire  entière  (  AêyXA, 
A'ê'y'X'A").  Ensuite,  nous  mènerons  les  tangentes  Ç2B2,  y2C2,  ^aDa,...,  que  nous 
ferons  égales  à  i,  2,  3,...  des  divisions  de  X2L2,  et  ce  seront  les  vraies  longueurs  des 
génératrices  de  l'hélicoïde,  comprises  depuis  l'arête  de  rebroussement  jusqu'au 
plan  horizontal;  de  sorte  que  la  nappe  inférieure  de  cette  surface  se  trouvera  déve- 
loppée suivant  la  forme 

^2^2  ys ^2  -^8^2  ■l-a-l-^2^3-^2^3t 
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dont  le  contour  extérieur  est  évidemment  la  développante  du  cercle  Â2X2  As,  tandis 
que  la  circonférence  ¥2(^262^2  sera  la  transformée  de  Tautre  hélice  (Faôw,  F'a'ô'o/). 
Quant  au  développement  de  la  ruippe  supérieure  de  Thélicoide,  on  l'obtiendrait  en 
prolongeant  chaque  génératrice  F^f  2»  de  manière  que  sa  longueur  totale  F^2  égalât 
le  double  deLaXa» 

468.  Nous  aurions  pu  éviter  de  recourir  à  la  seconde  hélice  (Faô,  F' a' 6'),  pour 
trouver  le  rayon  OaXa  =  O^X"  du  cercle  suivant  lequel  se  transforme  Thélice  pri- 
mitive (ASyX,  A'g'y'X'),  attendu  que  ce  rayon  doit  être  précisément  le  rayon  de 
courbure  (n°  198)  de  cette  dernière  hélice;  car,  dans  le  développement  d'une  sur- 
face développable,  on  sait  [note  du  n^  179)  que  l'arête  de  rebroussement  conserve 
les  mêmes  angles  de  contingence  qu'auparavant,  ainsi  que  des  arcs  de  même  lon- 
gueur; de  sorte  qu'elle  garde  la  même  courbure,  mais  seulement  elle  perd  sa  /or- 
ùon,  comme  nous  l'expliquerons  plus  en  détail  au  n^  634.  D'ailleurs,  nous  verrons 
au  n^  676  que  le  rayon  de  courbure  d'une  hélice  est  donné  par  la  formule 

p  =  R(i+tang»a))  =  ^, 

où  (ù  désigne  l'angle  de  la  tangente  à  ThéUce  avec  le  plan  de  la  base  orthogonale 
du  cylindre,  etR  le  rayon  de  cette  surface  (*).  Or  cette  expression  est  susceptible 
d'une  construction  fort  simple;  car,  si  par  le  point  E'  de  la^?^.  96,  et  parallèle- 
ment à  la  tangente  L'X',  on  tire  la  droite  ET  sur  laquelle  on  élèvera  la  perpendicu- 
laire TK',  la  comparaison  des  triangles  rectangles  conduira  aisément  k  la  relation 

E'A'  =  E'K'cos*w; 


(*)  Sî  l'on  veut  trouver  directement  cette  formule,  on  pourra  employer  le  moyen  suivant  qui  m'a  été 
communiqué  par  M.  Catalan,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique.  Soient  MP  et  PQ  [fig,  98)  les  projections 
de  deux  éléments  égaux  de  l'hélice,  correspondants  au  point  (P,  P')  pour  lequel  le  plan  osculateur  contient 
(n*  463)  le  rayon  du  cylindre  (PO  ,P'),  et  projette  ces  deux  éléments  sur  la  droite  M'P'Q'  qui  fait  l'angle  w 
avec  la  base  du  cylindre.  Si  Ton  fait  tourner  ce  plan  osculateur  autour  de  la  droite  (PO,  P'),  jusqu'à  ce 
qu'il  devienne  horizontal,  les  deux  éléments  seront  rabattus  suivant  Vm  et  P^;  puis,  en  élevant  des  per- 
pendiculaires sur  leurs  milieux,  le  rayon  de  courbure  de  l'hélice  sera  représenté  par  P6>  ou  Î^PF.  On  a 
évidemment 

2p  =  PF  =  -pg-,         aR  =  PG  =  -p|p, 

d'où  Ton  déduit,  en  observant  que  PM  est  la  projection  de  la  droite  P'M'=  P/n, 

£_/P22y__i_ 
R~\PM7  ~cos»a>* 

ds 
On  pourrait  aussi  rattacher  cette  méthode  à  la  formule  générale  p  =  — -  trouvée  au  n**  198,  en  obsorvant 

qu'ici  Tangle  de  contingence  s  a  pour  vraie  grandeur  le  supplément  de  m?q\  or  on  a  évidemment 

P/n  \       a      /  »        '   '  aR  aR      ' 

d'où  l'on  conclut 

rfjcos'w       ,  R 

R  ^      cos*  M 

ce  qui  justifie  la  construction  employée  dans  le  texte. 

Géométrie  Leroy.  ^5 
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d'où  il  suit  que  le  rayon  de  courbure  de  rhélice  est  jo  =  E'K'.  Cest  donc  avec  cette 
longueur  (qui  doit  se  trouver  égale  à  0"X")  qu'il  faudra  décrire  le  cercle  O^X^  de  la 
fié'  97  *'  ^t  ensuite»  les  autres  opérations  graphiques  s'effectueront  comme  au  second 
paragraphe  du  n°  467. 


CHAPITRE  IL 

■ 

DES   ÉPICYCLOIDES, 

469.  {PL  k'jtfig-  !•)  Une  courbe  mobile  xay  est  dite  rouler  sur  une  courbe  fixe 
XAlY,  lorsque  des  éléments  égaux  ab  =  AB,  bc  =  BC,  crf==  CD,...,  viennent  s'ap- 
pliquer respectivement  les  uns  sur  les  autres,  de  telle  sorte  que  le  point  b  arrive  à 
coïncider  avec  B,  ensuite  c  avec  C,  d  avec  D,  et  ainsi  des  autres.  Gela  équivaut  à 
dire  que  le  lieu  du  contact,  qui  est  actuellement  en  A  et  a,  doit  parcourir,  dans  le 
même  temps,  des  espaces  égaux  sur  les  deux  courbes  à  la  fois;  tandis  que,  si  ces 
espaces  étaient  inégaux,  et  que  le  point  b  vint  à  coïncider  avec  C,  il  y  aurait  à  la  fois 
roulement  et  glissement  d'une  courbe  sur  l'autre  ;  et  enfin,  il  n'y  aurait  qu'un  simple 
glissement,  sans  aucune  rotation,  si  c'était  le  même  point  a  de  la  courbe  mobile 
qui  vint  coïncider  successivement  avecB,  C,  D,...  D'ailleurs,  ces  distinctions  s'ap- 
pliquent pareillement  à  des  courbes  gauches,  comme  à  celles  qui  seraient  situées 
dans  le  même  plan  ou  dans  des  plans  différents,  pourvu  que  la  courbe  mobile  ait 
toujours  une  tangente  commune  avec  la  courbe  fixe. 

470.  Pendant  la  rotation  de  la  courbe  œay,  un  point  quelconque  m^  fixe  sur 
cette  ligne  mobile  et  entraîné  avec  elle,  décrira  dans  l'espace  une  autre  courbe  mz 
que  nous  allons  apprendre  a  construire  par  divers  exemples  ;  mais,  dans  tous  les 
cas,  la  tangente  mt^  relative  à  une  position  quelconque,  sera  tonjonrs  perpendicur- 
laire  à  la  droite  A/tï,  qui  réunit  le  point  générateur  avec  le  point  de  contact  corres- 
pondant. En  effet,  lorsque  les  deux  courbes  ary  et  XY  se  touchent  en  A,  elles  ont  en 
cet  endroit  un  élément  commun  AA';  or,  pendant  que  les  deux  éléments  ainsi  con- 
fondus se  détachent,  et  jusqu'à  ce  que  les  éléments  voisins  ab  et  AB  soient  parvenus 
à  coïncider,  le  sommet  A  reste  immobile,  et  le  point  générateur  m  décrit  un  arc  mm' 
infiniment  petit  et  situé  évidemment  sur  la  sphère  du  rayon  Am.  Donc,  la  tangente 
mtf  qui  doit  être  le  prolongement  de  cet  élément  mm%  sera  bien  perpendiculaire  à 
la  droite  Am,  laquelle  se  trouve  ainsi  normale  à  la  courbe  mm'z.  D'ailleurs  on  voit 
bien  que  ce  raisonnement  s'appliquerait  de  même  à  tout  point  n  qui,  sans  être  situé 
sur  le  périmètre  de  la  courbe  roulante  ary,  se  trouverait  lié  fixement  avec  elle,  et 
décrirait  une  autre  courbe  nu  dont  la  normale  serait  encore  An.  Donc,  dans  tous  les 
cas,  la  droite  qui  joint  le  point  de  contact  de  la  courbe  roulante  avec  le  point  généra- 
teur, est  une  normale  à  la  courbe  que  décrit  ce  dernier  point. 

Si  l'on  voulait  conserver  à  la  démonstration  précédente  toute  la  rigueur  de  forme 
dont  elle  est  susceptible,  il  faudrait  d'abord  substituer  aux  deux  courbes  xy  et  XY« 
deux  polygones  [fig.  a)  à  côtés  respectivement  égaux;  puis,  en  les  faisant  rouler 
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Tun  sur  Tautre,  de  manière  que  lenrs  plans  fissent  entre  eux  un  angle  constant  ou 
variable,  le  point  m  décrirait  une  ligne  discontinue  mm! m".,,  composée  d*arcs 
sphériques  qui  auraient  leurs  centres  successifs  en  A,  B,  C....,  et  telle,  que  la  tan- 
gente mt  au  point  m  serait  perpendiculaire  sur  km.  Or  il  est  évident  que  cette  der- 
nière propriété  subsistera  toujours,  quelle  que  soit  la  grandeur  des  côtés  et  des  angles 
des  deux  polygones  :  seulement,  à  mesure  que  les  angles  augmentent  et  que  les 
côtés  décroissent,  les  arcs  mm\  m'/»',...,  diminuent  de  longueur,  et  deux  rayons 
consécutifs  sont  plus  près  d'être  égaux,  ce  qui  rapproche  de  plus  en  plus  la  ligne 
mm' m"...  d'une  courbe  continue.  Donc,  puisque  dans  toutes  ces  variations  l'angle 
Ajti/ reste  constamment  droit,  il  en  sera  encore  de  même  quand  les  deux  polygones 
seront  devenus  deux  courbes  quelconques,  par  exemple  deux  cercles;  ainsi,  dans  ce 
dernier  état,  la  courbe  continue  décrite  alors  par  le  point  m  aura  pour  tangente  en 
m  une  droite  perpendiculaire  sur  km. 

Épicycloîdes  planes. 

471.  Premier  cas.  {PL  kl^fig-  3.)  Considérons  un  cercle  mobile  0'  qui  roule 
extérieurement  sur  un  cercle  fixe  0,  en  demeurant  toujours  dans  le  même  plan  que 
ce  dernier,  et  adoptons  pour  point  générateur  le  point  de  contact  actuel  D  de  ces 
deux  circonférences.  Lorsque  le  cercle  0'  aura  roulé  jusqu'à  toucher  l'autre  en  un 
point  quelconque  A4 ,  on  retrouvera  la  position  correspondante  M  du  point  géné- 
rateur D,  en  décrivant,  du  point  0'^  comme  centre  et  avec  le  rayon  O'D,  une  circon- 
férence sur  laquelle  on  prendra  un  arc  A4  M  de  même  longueur  absolue  que  l'arc 
A4D,  ce  qui  s'effectuera  en  mesurant  ce  dernier  au  moyen  d'une  très-petite  ouver- 
ture de  compas.  Mais  ces  opérations  s'exécuteront  avec  plus  de  rapidité,  si  l'on  a 
eu  soin  d'abord  de  diviser  la  circonférence  mobile  en  parties  égales,  et  de  les 
reporter  sur  le  cercle  fixe  suivant  DA, ,  AjA^,  A2A, ,...;  car  alors  il  suffira  de 
décrire  deux  arcs  de  cercle,  l'un  du  centre  O4  avec  un  rayon  O4M  =  CD,  l'autre 
du  centre  A4  avec  un  rayon  A4  M  égal  k  la  corde  D4  du  cercle  primitif  0'.  Des 
constructions  semblables  effectuées  pour  d'autres  points  de  contact  A,,  Ae,..,, 
permettront  de  tracer  aisément  la  courbe  DMGF  nommée  épicycloïde  extérieure^ 
•  laquelle  comprend  une  infinité  de  branches  identiques  à  celles  que  nous  venons  de 

citer,  et  qui  se  rattachent  les  unes  aux  autres  par  des  points  de  rebroussement  tels 
que  D  et  F. 

472.  La  tangente  au  point  M  de  cette  courbe  sera  précisément  la  droite  MT, 
corde  supplémentaire  de  MA4,  puisque  nous  savons  (n**  470)  que  cette  dernière 
est  normale  à  l'épicycloïde.  Cette  propriété  fournit  même  un  tracé  beaucoup  plus 
simple  et  bien  suffisant  pour  les  engrenages;  car,  si  Ton  décrit  divers  arcs  de  cercle 
ayant  pour  centres  les  points  A^  Aj,  A,,...,  et  pour  rayons  les  cordes  Dr,  Da, 
D3,...,  du  cercle  primitif  0';  puis,  si  l'on  trace  une  courbe  enveloppe  de  tous  ces 
arcs,  cette  enveloppe  sera  précisément  l'épîcycloïde  DMGF,  attendu  que  les  cordes 
dont  nous  venons  de  parler  indiquent  évidemment  (n^*470)  les  longueurs  des 

25. 
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normales  telles  que  MÂ4 ,  qui  aboutiraient  aux  points  de  contact  successifs  Â, ,  As  t 
A,,...,  du  cercle  mobile.  C'est  la  méthode  proposée  par  M.  Poncelet. 

473.  On  pourrait  adopter  un  point  générateur  D'  situé  hors  du  cercle  mobile, 
mais  lié  avec  celui-ci  d'une  manière  invariable.  Alors  ce  point  D'  décrirait  une 
courbe  à  nœud  D'M'G'...  que  Ton  nomme  épicycloïde  rallongée,  et  qui  se  construi- 
rait en  prenant,  sur  chaque  rayon  O4M,  déterminé  comme  au  n°  471,  une  distance 
MM'  =  DD'.  La  droite  A4M.'  serait  encore  (n®  470)  normale  à  cette  courbe;  ainsi  la 
tangente  M'T'  devra  être  menée  perpendiculairement  a  A4  M'. 

Si  le  point  générateur  D'"  était  en  dedans  du  cercle  mobile,  la  courbe  décrite  alors 
serait  une  épicycloïde  raccourcie  D^'M^G",  laquelle  offrirait  des  points  d'inflexion  au 
lieu  d'un  nœud.  Un  point  quelconque  M"  de  cette  courbe  s'obtiendra  aussi  en  pre- 
nant, sur  le  rayon  0'^  M,  construit  comme  au  n?  471 ,  une  distance  MM"  =  DD"  ;  et 
puisque  la  droite  A4  M"  sera  encore  (n®  470)  normale  à  cette  épicycloïde,  la  tan- 
gente WV  s'en  déduira  immédiatement. 

On  pourrait  aussi  (n®  472)  se  contenter  de  tracer  ces  courbes  comme  l'enveloppe 
de  tous  les  arcs  décrits  des  centres  A,,  A,,  A,,...,  avec  les  normales  D'i,  Ti'2, 
D'3...,ouD"i,D''2,D"3,... 

474.  Deuxième  cas.  {Fig.  4-)  Lorsque  le  cercle  mobile  0' roule  dans  la  conca- 
vité du  cercle  fixe  0,  et  que  le  premier  a  un  rayon  R'  <  ^R,  le  point  générateur  D 
décrit  une  épicycloïde  intérieure  qui  présente  la  forme  DGF,  et  qui  se  construit,  du 
reste,  comme  précédemment.  Si  l'on  choisissait  le  rayon  R'  =  |-R,  comme  dans  la 

fig.  5,  la  courbe  DMFD'F'  aurait  une  forme  et  une  équation  toutes  semblables  à 
celles  de  la  développée  de  Tellipse  (fig.  76),  avec  la  seule  différence  que  les  quatre 
points  de  rebroussement  seraient  ici  placés  à  égales  distances  du  centre  {voyez  la 
note  an  n^492). 

475.  [Fig*  40  Épicycloïde  rectiligne.  Ce  cas  très-particulier,  et  fort  utile  pour 
les  engrenages,  se  présente  quand  on  choisit  le  cercle  mobile  0"  de  manière  que 
son  rayon  R"  =  ^R;  car  alors  l'épicycloïde  décrite  par  un  point  du  cercle  0"  se 
trouve  confondue  avec  le  diamètre  D"OD  qui  passe  par  la  position  initiale  D"  du 
point  générateur.  En  effet,  si  nous  considérons  le  cercle  mobile  à  une  époque  quel- 
conque de  sa  rotation,  où  il  touche  le  cercle  0  en  A  et  où  il  coupe  le  diamètre 
D"0D  en  M,  il  suffira  de  prouver  que  les  arcs  AM  et  AD""  sont  égaux  en  grandeur 
absolue^  puisque  alors  il  sera  certain  que  le  point  générateur,  placé  d'abord  en  D", 
sera  venu  en  M  sur  le  diamètre  D"OD.  Or  l'angle  AO"M  est  évidemment  double  de 
AOD";  donc  les  arcs  AM  et  AD"  sont  aussi  doubles  l'un  de  l'autre,  quant  au  nombre 
de  degrés  qu'ils  contiennent  :  mais  le  premier  de  ces  arcs  appartient  à  une  circon- 
férence qui  n'est  que  la  moitié  de  l'autre  ;  donc  la  longueur  absolue  de  AM  égale 
celle  de  AD". 

476.  Troisième  cas.  {Fig.  6.)  Supposons  maintenant  que  le  cercle  mobile  0', 
qui  roule  dans  la  concavité  du  cercle  0,  ait  son  rayon  R'  >\^\  je  dis  que  Tépicy- 
cloide  DGF,  décrite  alors  par  le  point  générateur  D,  coïncidera  avec  celle  que  décri- 
rait un  troisième  cercle  0"  qui  aurait  un  rayon  R"  =  R  —  R',  et  qui  roulerait  en 
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sens  contraire  de  0'.  Pour  le  prouver,  je  considère  le  cercle  mobile  0'  parvenu 
dans  la  situation  quelconque  Og  où  le  point  générateur  D  occupera  une  position  M 
telle  que  Tare  AM  =  AD  :  je  tire  la  droite  MO^  ♦  et  sa  parallèle  OB;  puis,  j'achève 
le  parallélogramme  OO; MO",  qui  me  donne  0"B  =  0"M  =  R  — R',  et  je  trace 
enfin  le  cercle  0".  Cela  fait,  il  n'y  a  plus  qu'a  démontrer  que  les  arcs  BM  et  BD  ont 
la  même  longueur  absolue;  or  les  trois  arcsBA,  AM,  MB,  qui  mesurent  des  angles 
évidemment  égaux,  doivent  être  proportionnels  à  leurs  rayons,  ce  qui  donne 

BA_  AM_  BM 
R   ""    R'   ~"    R"  ' 

et  puisque  l'on  a  pris  R"  4-  R'  =  R,  il  en  résulte  que  BM  4-  MA  =  BA  :  mais  déjà 
l'on  sait  que  l'arc  AM  =  AD  ;  donc  il  reste  BM  =  BD. 

477.  Quatrième  cas.  {Fig>  7.)  Enfin,  supposons  que  le  cercle  mobile  O'ait  un 
rayon  R'  >  R,  auquel  cas  il  enveloppera  le  cercle  fixe.  Alors  l'épicycloïde  décrite 
par  le  point  générateur  D  se  trouvera  extérieure^  et  chaque  branche  DGF  occupera, 
sur  le  cercle  fixe,  un  arc  DEF  égal  à  l'excès  de  la  circonférence  0'  sur  la  circonfé- 
rence 0.  D'ailleurs  on  démontrera  aisément,  comme  au  n**476,  que  cette  épicy- 
cloîde  DGF  coïncide  avec  celle  que  décrirait  un  cercle  0"  tangent  extérieurement  au 
cercle  0,  et  dont  le  rayon  serait  R"  =  R'  —  R. 

478.  {Fig.  8.)  Lorsqu'on  suppose  infini  le  rayon  R  du  cercle  fixe,  ce  cercle  de- 
vient une  droite  DAF  sur  laquelle  roule  le  cercle  0'  ;  et  un  point  quelconque  M  de 
la  circonférence  de  ce  dernier  décrit  alors  la  cycloîde  DMGF,  dont  la  normale  est 
encore  MA  et  la  tangente  MT.  Le  tracé  de  cette  courbe  s'effectuera  aisément  par  les 
moyens  indiqués  aux  n^  471  et  472,  sans  qu'il  soit  besoin  de  les  répéter  ici. 
D'ailleurs,  la  cycloîde  serait  raflbn^^^  ou  raccourciey  comme  au  n®  475,  si  le  point 
générateur  était  placé  au  dehors  ou  au  dedans  du  cercle  mobile.  Quant  aux  autres 
lignes  de  cette  figure,  nous  en  parlerons  au  n^  822  bis. 

479.  {Fig.  9.)  Au  contraire,  si  c'est  le  cercle  mobile  qui  acquiert  un  rayon  in- 
fini, ce  cercle  deviendra  une  droite  indéfinie  DX,  qui,  en  roulant  sur  la  circonfé- 
rence 0,  décrira,  par  chacun  de  ses  points  D,  une  spirale  DM' M" M'"...,  laquelle 
n'est  autre  chose  que  la  développante  à\y  cercle  0  (n**  197).  D'ailleurs,  comme  les 
normales  M'A',  M"A",...,  sont  précisément  les  rayons  de  courbure  (n®  198)  de 
cette  spirale,  si  des  points  A',  A'',  A*',...,  on  décrit  avec  des  rayons  égaux  a  Da', 
Da",  Da*',...,  des  arcs  de  cercle,  ces  arcs  se  confondront  dans  une  étendue  assez 
considérable  avec  la  spirale  même,  et  ils  fourniront  un  moyen  très-exact  et  très- 
commode  pour  tracer  cette  courbe. 

Épicycloîdes  sphériques. 

480.  [Fig.  99.  )  Considérons  maintenant  deux  cercles  OA  et  CA,  dont  le  second 
roule  sur  le  premier,  en  lui  demeurant  toujours  tangent,  mais  de  manière  que  leurs 
plans  fassent  entre  eux  un  angle  constant  CAX=  tk)  :  pendant  cette  rotation,  un 
point  quelconque  M,  fixe  sur  la  circonférence  mobile  et  entraîné  avec  elle,  décrira 
dans  l'espace  une  courbe  DM,.,  qui  se  nomme  une  épicycloide  sphérique^  parce 
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qu'elle  est  située  tout  entière  sur  la  surface  d'une  sphère  constante.  En  effet,  si, 
par  les  centres  des  deux  cercles,  on  élève  sur  leurs  plans  les  perpendiculaires  OS 
êtes,  ces  deux  axes  iront  se  rencontrer  nécessairement  dans  chacune  des  positions 
du  cercle  mobile  ;  car,  pour  chaque  point  de  contact  tel  que  A,  les  plans  AOS  et  AGS 
se  trouveront  évidemment  perpendiculaires  à  la  tangente  commune  AY,  et  dès  lors 
ils  coïncideront.  D'ailleurs,  comme  l'angle  OAC  est  le  supplément  de  CAX  =  «,  qui 
demeure  constant  pendant  la  rotation,  il  s'ensuit  que  le  quadrilatère  OACS  aura 
deux  côtés  et  trois  angles  dont  la  grandeur  restera  invariable,  et  conséquemment  il 
en  sera  de  même  pour  les  côtés  OS  et  CS,  dont  le  point  de  rencontre  demeurera 
immobile.  D'où  il  résulte  que  la  distance  de  ce  point  S  au  point  mobile  M  sera  con- 
stamment égale  à  SA,  et  qu'ainsi  l'épicycloîde  tout  entière  se  trouvera  située  sur  la 
sphère  qui  aurait  SA  pour  rayon. 

481.  En  outre,  si  l'on  imagine  deux  cônes  de  révolution,  ayant  pour  sommet 
commun  le  point  S,  et  pour  bases  les  cercles  OA  et  GA,  il  est  évident  que  ces  cônes 
auront  un  plan  tangent  commun  SAY;  et,  par  conséquent,  la  génération  de  l'épi- 
cycloîde peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  :  Si  deux  cônes  de  révolution^  qui  ont 
toujours  même  sommet  et  des  génératrices  de  même  longueur,  roulent  Vun  sur  l'autre^ 
sans  glisser,  et  en  demeurant  tangents  le  long  d'une  génératrice  variable,  un  point 
quelconque^  fixe  sur  la  base  du  cône  Tnobile,  décrira  la  courbe  nommée  épicycloîde 
sphérique.  En  effet,  on  doit  voir  que,  par  là,  les  circonférences  des  deux  bases 
seront  toujours  tangentes,  et  que  leurs  plans  conserveront  une  inclinaison  constante  ; 
et  même  c'est  là  le  moyen  le  plus  commode  pour  réaliser  mécaniquement  ces 
deux  conditions  pendant  le  roulement  du  cercle  mobile  sur  le  cercle  fixe. 

482.  {Fig.  loo.)  Construisons  la  projection  de  l'épicycloîde  sur  le  plan  de  la 
base  du  cône  fixe,  en  regardant  ce  plan  comme  horizontal,  et  adoptons  pour  plan 
vertical  celui  qui  passe  par  l'axe  S'  0  de  ce  cône  et  par  le  point  de  contact  A  des 
deux  bases,  dans  la  position  actuelle  qui  se  rapporte  à  une  époque  quelconque  du 
mouvement.  D'après  cela,  les  deux  cônes  seront  projetés  verticalement  sur  les 
triangles  isocèles  S'AE,  S'AB',  et  la  droite  AB'  représentera  la  projection  verticale 
du  cercle  mobile  qui,  rabattu  autour  de  la  tangente  commune  AY,  deviendra  le 
cercle  Amb.  Cela  posé,  soit  D  l'origine  de  l'épicycloîde,  c'est-à-dire  la  position 
qu'occupait  le  point  générateur,  quand  il  se  trouvait  en  contact  avec  le  cercle  fixe  : 
maintenant  que  le  cercle  mobile  a  parcouru,  en  roulant  sur  l'autre,  l'arc  DA,  le 
point  générateur  se  trouvera  placé  sur  le  rabattement  en  m,  à  une  distance  curvi- 
ligne Am,  égale  en  longueur  absolue  à  l'arc  AD  (*).  Mais  en  relevant  le  cercle  Amb 

(  *  )  Pour  tracer  l'épure,  :1  est  bon  de  commencer  par  diviser  le  cercle  mobile  en  parties  égales,  de 
mesurer  une  de  ces  parties  au  moyen  de  très-petites  cordes;  puis,  de  transporter  celles^i  sur  le  cercle 
fixe,  ce  qui  donnera  un  arc  égal  à  l'une  des  divisions  du  cercle  mobile.  Ensuite,  on  répétera  cet  arc  du 
grand  cercle  autant  de  fois  qu'il  y  avait  de  divisions  dans  le  cercle  mobile,  et  Ton  obtiendra  l'étendue  DÂF 
occupée  par  une  branche  de  l'épicycloîde,  sur  le  cercle  fixe.  Cependant,  si  le  rapport  des  deux  rayons  AO 
et  C'A  était  exprimé  par  un  nombre  assez  simple,  il  serait  plus  exact  de  prendre  d'abord  sur  le  cercle  fixe 
un  arc  DAF,  égal  à  une  fraction  de  cette  circonférence,  exprimée  par  ce  rapport  ;  puis,  on  diviserait  lare 
DAF  en  autant  de  parties  égales  qu'on  en  aurait  marqué  dans  le  cercle  mobile. 
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autojir  de  AV,  on  voit  bien  que  le  point  {m,  m')  va  décrire  alors  un  arc  perpendicu- 
laire k  la  charnière  AV,  lequel  se  trouvera  projeté  horizontalement  sur  la  droite  mM, 
parallèle  k  la  ligne  de  terre,  et  verticalement  sur  m'W  ;  d'où  Ton  conclura  que 
(M,  M')  est  un  point  de  l'épicycloide  demandée. 

483.  Pour  en  obtenir  un  second,  il  faudra  imaginer  que  le  cercle  mobile  a  roulé 
jusqu'à  venir  toucher  le  cercle  fixe  en  Ae ,  par  exemple  :  alors,  on  pourrait  recom- 
mencer, sur  le  plan  vertical  OA^  rabattu,  des  opérations  semblables  k  celles  que 
nous  avons  exécutées  sur  le  plan  vertical  OA;  mais  il  sera  bien  plus  simple  de 
ramener  toutes  les  constructions  à  s'efTectuer  sur  ce  dernier.  Pour  cela,  imaginons 
que  les  deux  cônes,  parvenus  k  se  toucher  le  long  de  l'arête  qui  aboutit  en  A^, 
tournent  simultanément,  et  sans  changer  leurs  positions  relatives,  autour  de  la  verti- 
cale OS',  jusqu'k  ce  que  le  rayon  OAe  vienne  coïncider  avec  l'ancienne  ligne  de 
terre  OAX,  Alors  le  point  générateur  sera  situé  sur  le  cercle  mobile  rabattu,  non 
plus  en  m,  mais-k  une  distance  A/i,  égale  k  l'intervalle  DA^  compris  entre  l'origine 
D  et  le  point  de  contact  dans  sa  vraie  position,  qui  est  A^.  De  sorte  que  si  l'on 
construit,  comme  ci-dessus,  les  projections  N  et  N'  du  point  rabattu  n,  il  n'y  aura 
plus  qu'k  ramener  OA  en  OAe ,  puis  k  trouver  un  point  N"  placé,  relativement  k  cette 
dernière  droite,  dans  une  situation  toute  semblable  k  celle  de  N  par  rapport  k  OA; 
ce  qui  s'exécutera  au  moyen  du  cercle  décrit  avec  la  distance  ON,  sur  lequel  on 
prendra  l'arc  FN"  égal  k  IN. 

484.  On  agira  de  même  pour  toute  autre  position  du  point  de  contact  des  deux 
cercles;  et  quand  ce  contact  aura  lieu  au  milieu  K  de  l'arc  DKF,  égal  k  la  circonfé- 
rence du  cercle  mobile,  on  voit  bien  que  le  point  générateur  se  trouvera  rabattu 
en  bf  qui  se  projette  en  B'  et  B  :  si  donc  on  ramène  ce  dernier  point  sur  OK,  au 
moyen  d'un  arc  de  cercle  BG,  on  obtiendra  le  sommet  6  où  la  projection  horizontale 
de  Tépicycloïde  s'écarte  le  plus  du  cercle  fixe. 

Observons  enfin  que  les  points  D,  M,  N'',  transportés  symétriquement  au  delk  du 
rayon  OG,  au  moyen  d'arcs  de  cercle,  fourniront  des  points  F,  M*',  N**,  qui  appar- 
tiendront encore  k  Tépicycloïde,  laquelle  aura  pour  axe  la  droite  OG,  et  admettra 
une  infinité  de  branches  identiques  avec  DGF. 

•48t^.  Les  constructions  précédentes  donnent  aussi  le  moyen  de  tracer  la  projec- 
tion verticale  de  l'épicycloide,  puisque  M' appartient  k  cette  projection;  et  quant  au 
point  (N,N'),  qui  a  été  transporté  en  N'',  sans  changer  de  hauteur,  on  retrou- 
verait bien  aisément  sa  projection  verticale  dans  cette  dernière  situation.  Mais  nous 
n'avons  pas  voulu  effectuer  ce  tracé,  dans  la  crainte  de  rendre  l'épure  un  peu  con- 
fuse, et  surtout  parce  que  nous  regardons  ici  le  plan  vertical  de  projection  seule- 
ment comme  un  moyen  d'exécuter  nos  opérations  graphiques,  et  non  comme 
existant  réellement;  attendu  que  sa  présence  aurait  rendu  invisibles  une  grande 
partie  des  lignes  de  l'épure.  D'ailleurs  Tépicycloide  est  suffisamment  déterminée 
par  l'intersection  du  cylindre  vertical  DMGF,  avec  la  sphère  du  rayon  S'A  qu'il 
est  facile  de  représenter  sur  le  plan  horizontal. 
486.  De  la  tangente  à  l'épicycloîde.  [Fig*  loo.)  Puisque  cette  courbe  est  tout 
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entière  (n®  480)  sur  la  sphère  fixe  qui  a  pour  centre  le  sommet  S' et  pour  rgyon 
l'apothème  S'A,  le  plan  tangent  de  cette  sphère  en  (M ,  M')  renfermera  déjà  la 
tangente  demandée.  Ensuite,  comme  nous  avons  démontré  au  n^  470  que  la  droite 
(AM,  AM'),  qui  joint  le  point  générateur  avec  le  point  de  contact  correspondant  A, 
est  une  normale  a  l'épicycloide,  nous  en  pouvons  conclure  que  la  tangente  cherchée 
se  trouve  aussi  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite,  lequel  peut  être  regardé 
comme  le  plan  tangent  d'une  sphère  qui  aurait  son  centre  en  A,  et  pour  rayon  la 
droite  (AM,  AM');  mais  cette  seconde  sphère  est  variable  de  position  et  de  gran- 
deur, en  passant  d'un  point  à  un  autre  de  l'épicycloïde,  et  elle  ne  fait  que  toucher 
cette  courbe  avec  laquelle  elle  n'a  de  commun  qu'un  élément  linéaire.  D'après  cela, 
le  problème  se  réduit  à  chercher  l'intersection  du  plan  tangent  a /a  5pAe/^y£re  avec 
le  plan  tangent  à  la  sphère  variable. 

487.  Pour  y  parvenir,  coupons  ces  deux  sphères  par  le  planB'AV,  qui  contient 
la  base  AB'  du  cône  mobile.  La  section  faite  ainsi  dans  la  sphère  S'A  sera  évidem- 
ment le  cercle  AB'  lui-même;  rabattons-le  suivant  A/w6,  et  menons-lui  la  tangente 
mP  qui,  étant  relevée,  rencontrera  le  plan  horizontal  en  P  sur  la  charnière  AV  : 
dès  lors  ce  point  P  appartiendra  à  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  de  la  sphère 
S'A,  et  cette  trace  sera  la  droite  PT  menée  perpendiculairement  sur  la  projection  OM 
du  rayon  qui  aboutit  au  point  proposé  (M,  M').  Quant  à  la  sphère  variable  dont  le 
rayon  est  (  AM,  AM'),  elle  est  coupée  par  le  plan  B'AV  suivant  un  grand  cercle  qui, 
rabattu  sur  le  plan  horizontal  autour  de  AV,  deviendra  le  cercle  décrit  avec  km 
pour  rayon.  Menons-lui  la  tangente  mQ  (  laquelle  doit  aboutir  au  point  6),  et  relevons 
cette  droite  avec  son  cercle,  pour  trouver  sa  trace  horizontale  Q  sur  la  charnière 
AY;  dès  lors  ce  point  Q  appartiendra  à  la  place  du  plan  tangent  de  la  sphère  va-» 
riable,  et  cette  trace  s'obtiendra  en  menant  QX  perpendiculaire  sur  la  projection  AM 
du  rayon  correspondant.  Cela  posé,  les  traces  QX  et  PT  des  deux  plans  tangents 
allant  se  couper  au  point  T,  la  droite  TM  sera  la  projection  horizontale  de  la  tan- 
gente à  l'épicycloïde;  et  la  projection  verticale  T'M'  s'en  déduira,  en  projetant  le 
point  T  sur  la  ligne  de  terre. 

488.  Autre  méthole.  [Fig.  loo.)  On  peut  obtenir  cette  tangente  d'une  manière 
beaucoup  plus  simple,  par  le  procédé  dix  plan  normal  {u?  214) ,  car  ici  nous  con- 
naissons immédiatement  deux  normales  à  l'épicycloïde  :  l'une  est  le  rayon  de 
la  sphère  constante,  mené  du  sommet  S'  au  point  (M,  M');  l'autre  est  la  droite 
(MA,  M'A),  d'après  ce  que  nous  avons  prouvé  au  n®  470.  Par  conséquent,  si  nous 
faisons  passer  un  plan  par  ces  deux  normales,  la  tangente  cherchée  devra  lui  être 
perpendiculaire,  et  ses  projections  seront  ainsi  déterminées.  Or  la  première  de  ces 
normales  va  évidemment  percer  le  plan  vertical  en  S'  et  la  seconde  en  A;  donc  S'A 
est  la  trace  verticale  du  plan  normal.  Quant  à  l'autre  trace,  imaginons,  dans  le  plan 
normal,  une  droite- auxiliaire  parallèle  à  S'A;  ses  projections  M'R,  MR  donneront 
le  point  R,  où  elle  perce  le  plan  horizontal  ;  et,  par  suite,  AR  sera  la  trace  horizon- 
tale du  plan  normal.  Dès  lors  la  tangente  à  l'épicycloïde  s'obtiendra  en  menant  MT 
perpendiculaire  sur  AR»  et  M'T'  perpendiculaire  sur  AS'. 
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489.  II  importe  d'observer  qu'aux  points  de  rebroussement  D  et  F,  la  projection 
horizontale  de  l'épicycloïde  a  pour  tangentes  les  rayons  OD  et  OF.  En  effet,  la  droite 
variable  (AM,  AM'),  à  laquelle  la  tangente  dans  l'espace  est  toujours  perpendicu- 
laire, étant  prolongée  indéfiniment,  est  une  sécante  par  rapport  au  cercle  mobile, 
comme  on  le  voit  par  son  rabattement  Am.  Or,  ses  deux  points  de  section  A  et  m  se 
trouvant  réunis  quand  le  point  de  contact  A  du  cercle  mobile  est  arrivé  en  D,  la 
droite  indéfinie  rabattue  suivant  Àm  devient  alors  tangente  au  cercle  mobile  dans 
le  point  m,  et,  par  suite,  tangente  au  cercle  fixe  dans  le  point  D,  puisque  à  cette 
époque  les  deux  cercles  sont  en  contact  par  les  points  m  et  D.  Donc  la  tangente  au 
point  D  du  cercle  fixe  DA  se  trouvera  être  précisément  la  normale  de  l'épicycloïde 
et  en  même  temps  la  trace  horizontale  du  plan  normal;  et,  conséquemment,  la  tan- 
gente de  l'épicycloïde  sera  projetée  horizontalement  sur  le  rayon  ODX'. 

Quant  à  la  projection  verticale  de  cette  même  tangente,  il  suffira  de  projeter  son 
pied  D  en  D' sur  la  ligne  de  terre,  et  d'abaisser  de  ce  dernier  point  une  perpendicu- 
laire sur  la  trace  verticale  du  plan  normal  relatif  au  point  D.  Or  cette  trace  s'obtien- 
dra fort  aisément,  puisqu'elle  passera  évidemment  par  le  point  S'  et  par  le  point  où 
la  ligne  de  terre  rencontrera  la  seconde  normale,  qui  est,  comme  nous  venons  de  le 
prouver,  confondue  avec  la  tangente  de  l'arc  DA. 

On  agira  d'une  manière  toute  semblable  pour  trouver  les  projections  de  la  tan- 
gente a  l'autre  extrémité  F  de  l'épicycloïde;  et  l'on  doit  apercevoir  que  chacune  de 
ces  tangentes  en  D  ou  en  F  coïncide  précisément  avec  la  tangente  du  grand  cercle 
vertical  de  la  sphère  constante  dont  le  rayon  est  S'A. 

490.  Pour  le  sommet  de  l'épicycloïde,  qui  est  projeté  en  G,  la  tangente  sera 
horizontale  et  perpendiculaire  au  plan  vertical  OKG;  car  ce  plan  contiendra  évi- 
demment les  deux  normales  du  n^  488,  quand  le  point  générateur  sera  parvenu  à 
l'extrémité  supérieure  B'  du  diamètre  mené  par  le  point  de  contact  du  cercle  mobile. 

491.  [Fig.  loo.)  Lorsque  nous  avons  cherché  (n®  487)  la  trace  QX  du  plan 
tangent  à  la  sphère  variable  dont  le  rayon  est  (  AM,  AM'),  nous  nous  sommes  appuyés 
sur  ce  que  ce  plan  devait  contenir  la  tangente  rabattue  suivant  Q/w6.  Or,  quand  elle 
sera  relevée  dans  le  plan  B' AV  du  cercle  mobile,  elle  ira  percer  le  plan  vertical  en 
B';  donc  B'X  est  la  trace  verticale  du  plan  tangent  à  la  sphère  variable.  En  outre, 
cette  droite  jjoit  se  trouver  perpendiculaire  à  B'A,  car  c*est  sur  cette  dernière  droite 
que  se  projette  le  rayon  (  AM,  AM')  mené  au  point  de  contact  de  ce  plan  tangent. 

492.  Observons  d'ailleurs  que,  dans  les  diverses  positions  A,  A.,...,  que  prend 
le  point  de  contact  du  cercle  mobile,  la  projection  AB'  de  ce  cercle,  sur  les  plans 
verticaux  correspondants  OA,  OA^,...,  aura  toujours  la  même  grandeur  et  la  même 
inclinaison;  de  sorte  que  pour  tous  ces  plans,  le  triangle  rectamgle  AB'X  restera 
invariable  de  grandeur,  et,  par  suite,  les  traces  XB'  des  divers  plans  tangents  aux 
sphères  variables  iront  toutes  rencontrer  la  verticale  OS'  au  même  point  Z'.  De  là 
il  résulte  que  si  l'on  avait  à  considérer  un  cône  dont  le  sommet  fût  en  Z',  et  qui 
eût  pour  base  l'épicycloïde  sphérique,  tous  les  plans  tels  que  Z'XQ  lui  seraient 
tangents,  puisque  chacun  d'eux  renfermerait  le  sommet  et  une  tangente  de  la  base. 
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'  En  outre,  tous  ces  plans  tangents  viendraient  passer  successivement  par  la  droite 
fixe  Z'X,  lorsque  le  cône  épicycloïdal,  en  tournant  autour  de  OZ',  amènerait  en  M 
les  divers  points  N",  G,  N'^,...  Cette  propriété  est  employée  dans  les  engrenages 
coniques,  qui  servent  à  faire  mouvoir  les  roues  d'angles  (voyez  le  n**  885)  [*]. 

493.  DEVELOPPANTE  SPHÉRIQUE.  {Fig,  loj.)  Lorsque  le  cône  mobile  ac- 
quiert une  ouverture  telle,  que  l'angle  au  centre  ASB  {fig.  99)  devient  égal  à  180**, 
ce  cône  se  réduit  à  un  cercle  dont  le  rayon  égale  Tapothème  SA  du  cône  fixe,  et 
dont  le  plan  est  tangent  à  ce  dernier  cône;  dans  ce  cas  particulier,  Tépicycloïde 
décrite  alors  par  un  point  M  du  cercle  mobile,  reçoit  le  nom  de  dévehppante  sphé- 
rique,  attendu  que  la  question  revient  à  dire  simplement  que  l'on  fait  rouler  sur  un 
cône  fixe  S'AO  un  de  ses  plans  tangents  S'AV,  comme,  dans  h^g.  9  de  la  PL  47, 
nous  avions  obtenu  la  spirale  dès^eloppante  du  cercle  en  faisant  rouler  sur  cette  cir- 
conférence une  de  ses  tangentes. 

494.  {Fig.  ICI  -)  Comme  la  courbe  en  question  est  tout  entière  sur  la  sphère  du 
rayon  S'A,  il  suffira  de  construire  sa  projection  horizontale.  A  cet  effet,  rabattons 
le  cercle  mobile  dont  le  ceotre  est  au  sommet  (S',  0),  autour  de  la  tangente  AV  qui 
lui  est  commune  avec  le  cercle  fixe;  et  sur  ce  rabattement  S''  prenons  un  arc  km  égal 
à  l'arc  AD,  si  l'on  adopte  D  pour  l'origine  de  la  développante,  c'est-à-dire  pour  la 


[*]  Cherchons  les  équations  qui  déterminent  Tépicycloïde  sphérique  [fig»  100),  en  rapportant  cette 

courbe  aux  trois  axes  rectangulaires  0X\  OY',  OZ',  dont  le  premier  passe  par  le  point  de  rebroussement  D. 

Si  Ton  pose 

OS'=A,      OA  =  R,      C'A  =  R',      angle  B'A6  =  w, 

on  aura  évidemment 

(i)  a?'»+/»+8'-azA  =  R» 

pour  l'équation  de  la  sphère  constante,  sur  laquelle  est  située  l'épicycloïde  tout  entière;  de  sorte  que  cette 
courbe  se  trouvera  complètement  définie,  en  joignant  à  l'équation  précédente  celle  de  sa  projection  hori- 
zontale DMGF.  Or,  si  nous  appelons  a  Fangle  DOA,  nous  en  conclurons  que 

Ra 

R.a  =  AD  =  Aiw;      d'où     angle  kcm  =  -^ , 

R 

et  alors  nous  aurons  pour  les  coordonnées  du  point  M,  rapporté  d'abord  aux  axes  OX  et  OT, 

x=  0A  + AH  =  R4- (r'- R' cos|?î^  cos», 

j=-MH  =  -R'8in|?^. 

Mais  pour  revenir  de  ces  axes,  qui  seraient  mobiles  avec  le  point  de  contact  A,  aux  axes  fixes  OX'  et  OY', 
il  faut  employer  les  formules  connues 

x'=  j7C0Sa  —  j  sina,      y  =  j:sina-h^cosa; 
donc,  en  substituant  ici  les  valeurs  précédentes  de  x  et  de  y^  il  viendra 

(a)  x'=  (R  +  R'cosw)  cosa  — R'cos-^cos»  cos a  +  R' sin  r^ sin a, 

R  a  Ti  a 

(3)  y=  (R  +  R'  cosw)  sina  — R'cos-^cos»  sina  — R'  sin-^cosa. 

11  resterait  maintenant  à  éliminer  Tare  a  entre  ces  deux  équations  pour  obtenir  celle  de  la  courbe  DMGF 
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position  qu'occupait  le  point  générateur  lorsqu'il  se  trouvait  en  contact  avec  le  cône 
fixe.  Alors  m  sera  le  rabattement  de  ce  point  générateur  quand  le  contact  est  arrivé 
en  A,  et  sa  position  véritable  (M,  M')  se  déduira  aisément  de  là,  en  relevant  le 
cercle  S'' dans  le  plan  tangent  S'AV,  autour  de  la  charnière  AV. 

Lorsque  le  cercle  mobile  aura  roulé  jusqu'à  toucher  le  cercle  fixe  en  A,  on  imagi- 
nera que  tout  le  système  tourne  simultanément,  sans  rouler,  autour  de  la  verticale 
S'O,  pour  amener  le  rayon  OA5  sur  la  ligne  de  terre  OA;  alors,  en  prenant  l'arc 
AncuDAj,  le  point  générateur  se  trouvera  rabattu  en  /i,  et  projeté  en  N  etN': 
mais  ensuite,  pour  reporter  le  cercle  mobile  dans  sa  vraie  position,  on  décrira  avec 
le  rayon  ON  une  circonférence  sur  laquelle  on  prendra  l'arc  NN5  égal  à  l'arc  II5, 
compris  entre  les  rayons  OA  et  OA5  ;  de  sorte  que  N5  sera  le  point  cherché.  On  trou- 
vera ainsi  DMN5P6QF  pour  la  projection  horizontale  de  la  développante  sphérique. 

495.  La  tangente  au  point  quelconque  (M,  M')  devra  être  menée  perpendiculaire 
sur  le  plan  des  deux  normales  dont  nous  avons  parlé  au  n^  488,  lesquelles  sont  les 
droites  qui  réunissent  le  point  générateur  (M,  M')  avec  le  centre  (0,  S')  et  avec  le 
point  de  contact  actuel  A.  Or  ce  plan  normal  coïncide  évidemment  avec  le  plan 
S' AV  où  est  situé  le  cercle  mobile,  et  qui  est  tangent  au  cône  fixe;  donc  il  suffira  de 
tirer  MT  perpendiculaire  sur  AV,  et  M'T'  perpendiculaire  sur  S'A. 

496.  On  doit  apercevoir  que  la  branche  DMPGQF,  qui  sera  décrite  au  bout  d'une 

sur  le  plan  horizontal  ;  mais  cette  élimination  ne  pouvant  s'effectuer  que  quand  on  aura  fixé  numérique- 
ment le  rapport  des  rayons  R,  R',  et  quand  ce  rapport  sera  un  nombre  commensurable,  nous  garderons  les 
deux  équations  (2)  et  (3)  qui  suffiront  pour  calculer  les  coordonnées  x'  et  y  des  divers  points,  en  attri- 
buant à  a  différentes  valeurs  successives. 

Pour  passer  de  là  à  Tépicycloïde  plane,  il  suffira  de  poser  cos6>  =  d:  i,  selon  que  le  cercle  mobile  roulera 
au  dehors  ou  au  dedans  du  cercle  fixe;  et  si,  en  nous  arrêtant  à  ce  dernier  cas,  nous  supposons  d'ailleurs 
que  R'  est  le  quart  de  R,  comme  dans  la^^.  5  de  la  PL  47,  les  équations  (a)  et  (3)  deviendront 

(4)  J:'  =  f  Rcosa-h^R  cosa  cos4a  +  iR  sina  8in4a, 

(5)  /*=  iRsina-|-|R  sina  cos4«  — iR  cosa  sin4a; 

puis,  si  Ton  substitue  dans  ces  dernières  valeurs  connues 

cos4<>E  =  I  —  Ssin'acos'a,      sin4<x  =  4sina  cosa(cos'a  —  sin'a), 
on  trouvera,  en  supprimant  les  accents  qui  deviennent  inutiles  à  présent, 

:c  =  R  cos'a,      7  =  R  sin'a. 

Maintenant  Télimination  de  a  est  facile;  car,  en  ajoutant  ces  équations  après  les  avoir  élevées  à  la  puis- 
sance },  il  restera  pour  Tépicycloïde  représentée  dans  la^.  5  de  PU  47, 

^*-h7*=R*. 
C'est  donc  un  cas  particulier  de  la  développée  de  Tellipse  qui  a  pour  équation 

et  ces  deux  courbes  appartiennent  à  la  famille  des  stonù'des,  qui  sont  représentées  généralement  par 

a6. 
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révolution  entière  du  cercle  mobile,  occupera  sur  la  base  du  cône  un  arc  DAGF, 
égal  à  l'excès  de  la  circonférence  S"  sur  la  circonférence  0;  mais,  en  outre,  il  faut 
bien  remarquer  que  cette  branche  se  composera  de  deux  parties  réunies  par  un 
rebroussement  au  point  G,  au  milieu  de  DGF,  lequel  est  la  projection  de  la  position 
la  plus  élevée  du  point  générateur.  Pour  se  rendre  compte  de  cette  circonstance, 
il  faut  imaginer  la  nappe  supérieure  du  cône  S'AË  prolongée  jusqu'à  ce  qu'elle  soit 
terminée  par  un  cercle  égal  à  celui  du  rayon  OA,  et  observer  que  le  cercle  mobile  S'' 
se  trouve  dans  un  plan  variable  qui  touche  à  la  fois  les  deux  nappes  du  cône,  sui- 
vant une  génératrice  égale  au  diamètre  de  ce  cercle  S''  ;  d'où  il  résulte  que,  pen- 
dant qu'un  certain  arc  Am  de  la  circonférence  mobile  roule  sur  la  base  inférieure 
du  cône,  l'arc  diamétralement  opposé  roule  en  même  temps  sur  la  base  supérieure; 
et,  conséquemment,  lorsque  le  point  générateur  m  est  arrivé  au  milieu  de  sa  course, 
il  se  trouve  en  contact  avec  cette  base  supérieure,  et  il  y  produit  un  rebroussement 
tout  à  fait  identique  avec  celui  qui  avait  eu  lieu  au  point  de  départ  D  sur  la  base  infé- 
rieure du  cône.  Quant  aux  autres  lignes  que  renferme  cette  épure,  nous  en  parle- 
rons au  n^  669. 


CHAPITRE  IIÏ. 

SUR   LES  SPHÈRES   ET    LES   PYRAMIDES. 

497.  Trouver  V intersection  de  trois  sphères  données.  {Fig.  loa.)  Adoptons  pour 
plan  horizontal  celui  qui  contient  les  centres  A,  B,  C  des  sphères  proposées,  et  dé- 
crivons les  grands  cercles  qui  sont  les  traces  horizontales  de  ces  surfaces.  Alors,  si 
les  circonférences  A  et  B  se  rencontrent  aux  points  D  et  E,  il  est  clair  que  le  cercle 
vertical,  décrit  sur  DE  comme  diamètre,  sera  l'intersection  des  deux  sphères  A  et  B  ; 
tandis  que  les  sphères  A  et  C  se  couperont  suivant  un  autre  cercle  vertical  projeté 
sur  FG.  Maintenant,  si  les  deux  cordes  DE  et  EG  se  rencontrent  en  M,  on  pourra 
affirmer  que  les  circonférences  projetées  sur  ces  cordes  se  coupent  effectivement  en 
deux  points  qui  seront  projetés  horizontalement  en  M;  et  ces  points  de  l'espace  se 
trouveront  évidemment  communs  aux  trois  sphères  en  question.  Pour  achever  de 
fixer  la  position  de  ces  points,  projetons-les  sur  un  plan  vertical  quelconque  XY; 
en  rabattant  le  cercle  DE  autour  de  son  diamètre  horizontal,  et  tirant  l'ordonnée 
Mm,  cette  droite  mesurera  évidemment  la  hauteur  de  l'un  des  points  cherchés  au- 
dessus  du  plan  horizontal  :  donc,  en  prenant  au-dessus  et  au-dessous  de  XY  les  dis- 
tances IM'  et  IM",  égales  à  M/w,  on  obtiendra  les  projections  (M,  M')  et  (M,  M")  des 
deux  points  demandés. 

498.  Si  l'on  avait  cherché  l'intersection  des  deux  sphères  B  et  C,  on  aurait  obtenu 
un  cercle  vertical  dont  la  projection  HK  aurait  dû  nécessairement  passer  aussi  par 
le  point  M;  d'où  l'on  peut  conclure  ce  théorème  de  géométrie  plane  :  Quand  trois 
circonférences  tracées  dans  un  même  plan  se  coupent  deux  à  deux,  les  points  de  section 
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correspondants  se  trowent  situés  sur  des  cordes  qui  passent  toutes  trois  par  un  même 
point  du  plan. 

499.  Construire  une  pyramide  triangulaire  dont  les  six  arêtes  sont  connues  de 
grandeur.  {Fig.  102.)  On  tracera  d'abord,  sur  le  plan  horizontal,  une  des  faces  ABC 
de  la  pyramide,  au  moyen  des  trois  arêtes  données  qui  se  rapportent  à  cette  face; 
ensuite  on  déterminera  le  quatrième  sommet  (M,  M')  en  cherchant,  comme  dans  le 
problème  précédent,  Tintersection  de  trois  sphères  qui  auraient  pour  centres  les 
points  A,  B,  C,  et  pour  rayons  les  longueurs  des  trois  autres  arêtes  assignées  par 
la  question.  Il  y  aura  évidemment  deux  pyramides  symétriques  Tune  de  l'autre, 
puisque  le  dernier  sommet  peut  être  placé  en  (M,  M')  ou  en  (M,  M");  et  d'ailleurs 
on  trouvera,  par  les  méthodes  du  livre  I",  tout  ce  qui  peut  intéresser  sur  les  angles 
plans,  les  angles  dièdres,  etc.,  de  chacune  de  ces  pyramides. 

500.  Circonscrire  une  sphère  à  une  pyramide  triangulaire  donnée.  {Fig.  io3.) 
Soient  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C),  (S,  S')  les  projections  des  quatre  sommets,  sur 
deux  plans  rectangulaires,  dont  un  renferme  la  face  ABC;  si  ces  projections  n'étaient 
pas  données  immédiatement,  elles  se  détermineraient  comme  au  problème  précé- 
dent. Le  centre  de  la  sphère  cherchée,  devant  être  à  égale  distance  de  ces  quatre 
sommets,  se  trouvera  a  la  fois  dans  les  deux  plans  verticaux  FO  et  GO,  élevés  per- 
pendiculairement sur  les  milieux  des  arêtes  AB  et  AG;  donc  ce  centre  sera  quelque 
part  sur  la  verticale  (0,  FO'),  intersection  de  ces  plans.  De  même,  il  doit  être 
contenu  dans  le  plan  élevé  perpendiculairement  sur  le  milieu  d'une  troisième  arête 
appartenant  a  une  autre  face,  telle  que  (SA,  S'A')  ;  donc,  si  l'on  prend  la  peine  de 
construire  les  traces  de  ce  plan,  ainsi  que  le  point  où  il  ira  couper  la  verticale 
(0,  FO'),  on  obtiendra  le  centre  demandé.  Mais  comme  ces  opérations  seraient 
un  peu  longues,  à  moins  qu'on  n'ait  eu  le  soin  de  choisir  le  plan  vertical  paral- 
lèle a  l'arête  (SA,  S'A'),  on  pourra  ordinairement  les  remplacer  par  la  construc- 
tion suivante  : 

Avec  le  rayon  OB,  traçons  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC.  Cette  circon- 
férence appartiendra  à  la  sphère  demandée,  et  si  elle  est  coupée  par  le  plan  verti- 
cal SD  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  en  un  point  (D,  D'),  on  pourra  dire  que  la 
droite  (SD,  S'D')  sera  une  corde  de  la  sphère,  parallèle  au  plan  vertical;  par  con- 
séquent, le  centre  de  cette  surface  devra  être  situé  dans  le  plan  KL'  élevé  perpen- 
diculairement sur  le  milieu  de  cette  corde.  Or  ce  plan  va  couper  la  verticale  (0,  l'O') 
au  point  (0,  0');  donc  c'est  là  le  centre  de  la  sphère  en  question. 

Quant  au  rayon  de  cette  sphère,  qui  est  projeté  sur  (OB,  O'B'),  on  obtiendra  sa 
véritable  longueur  en  le  rabattant  parallèlement  au  plan  vertical  suivant  (06, 0'è'); 
donc,  si  des  points  0  et  0',  avec  un  rayon  égal  à  O'è',  on  décrit  deux  cercles,  ce 
seront  les  contours  apparents  de  la  sphère  demandée,  qui  est  ainsi  complètement 
déterminée  de  grandeur  et  de  position. 

501.  Inscrire  une  sphère  dans  une  pyramide  triangulaire  donnée.  [Fig.  104.) 
Prenons  encore  le  plan  d'une  des  faces  ABC  pour  le  plan  horizontal,  et  soit  (S,  S') 
le  sommet  situé  hors  de  ce  plan.  Si^  par  l'arête  AB,  nous  menions  un  plan  qui  divi- 
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sât  en  deux  parties  égales  l'angle  diëdre  formé  par  les  faces  SAB  et  CAB,  ce  plan 
bissecteur  renfermerdil  évidemment  tous  les  points  de  l'espace  qui  sont  à  égale  disr- 
tance  de  ces  deux  faces;  donc  la  sphère  demandée,  qui  doit  toucher  chacune  de 
celles-ci,  aurait  son  centre  situé  nécessairement  dans  ce  plan  bissecteur.  De  même, 
deux  autres  plans  bissecteurs  menés  suivant  les  arêtes  AC  et  BC,  de  manière  à  divi- 
ser en  deux  parties  égales  les  angles  dièdres  qui  ont  ces  droites  pour  arêtes,  con- 
tiendraient aussi  le  centre  cherché;  par  conséquent,  ce  centre  est  à  l'intersection 
de  ces  trois  plans  bissecteurs,  c'est-à-dire  au  sommet  de  la  pyramide  intérieure 
qu'ils  forment  avec  la  base  primitive  ABC  :  ainsi  la  question  est  ramenée  à  trouver 
le  sommet  de  cette  nouvelle  pyramide,  ou  bien  les  trois  arêtes  qui  y  aboutissent. 

Pour  cela,  mesurons  d'abord  l'angle  dièdre  SABC,  en  le  coupant  par  un  plan 
vertical  SD,  perpendiculaire  à  AB,  et  rabattons  sur  le  plan  vertical  la  section  ainsi 
faite,  laquelle  deviendra  évidemment  l'angle  S'D"H;  construisons  de  même  les 
angles  S'E"H  et  S'F"H  qui  mesurent  les  angles  dièdres  AC  et  BC,  puis  divisons  ces 
trois  angles  plans  chacun  par  moitiés,  au  moyen  des  droites  D"I,  E"L,  F^K  :  alors 
ces  trois  bissectrices,  ramenées  dans  les  plans  verticaux  SD,  SE,  SF,  appartien- 
draient aux  faces  de  la  pyramide  intérieure,  qui  a  aussi  pour  base  le  triangle  ABC. 
Par  conséquent,  si  l'on  coupe  ces  bissectrices  par  un  plan  horizontal  quelconque 
X'Y',  on  obtiendra  trois  points  d^',  e",  y",  qui,  ramenés  en  (J,  e,  ç>,  appartiendront  à 
la  section  triangulaire  abc  faite  par  le  plan  X'Y'  dans  la  pyramide  intérieure;  donc 
ce  triangle  abc  est  maintenant  facile  à  tracer,  puisque  ses  trois  côtés  doivent  être 
évidemment  parallèles  à  ceux  de  ABC.  Alors,  si  l'on  tire  les  droites  Aa,  B6,  Ce,  ce 
seront  les  arêtes  latérales  de  la  pyramide  intérieure,  et  elles  devront  aller  se  couper 
en  un  point  unique  0,  qui  sera  la  projection  horizontale  du  centre  de  la  sphère 
demandée. 

Quant  à  la  projection  verticale  0'  de  ce  même  centre,  elle  s'obtiendra  en  proje- 
tant le  point  0  sur  l'arête  Ce'  de  la  pyramide  intérieure;  et  le  rayon  de  la  sphère 
sera  la  perpendiculaire  O'R'  abaissée  du  centre  sur  la  face  inférieure.  Donc,  en 
traçant  avec  cette  droite  O'R'  deux  cercles  dont  les  centres  soient  en  0  et  0',  on 
aura  les  projections  de  la  sphère  cherchée. 

502.  Si  l'on  désire  connaître  les  points  de  contact  de  cette  sphère  avec  les  faces 
latérales,  on  pourra  facilement  construire  les  traces  du  plan  indéfini  qui  contient  la 
face  SAC  par  exemple;  puis,  on  abaissera  du  point  (0,  0')  une  perpendiculaire  sur 
ce  plan,  par  la  méthode  générale  du  n^  35.  Mais  il  sera  bien  plus  court  d'observer 
qu'un  plan  perpendiculaire  à  AC,  et  mené  par  le  point  0,  couperait  la  sphère  et  la 
face  SAC  suivant  un  grand  cercle  et  une  droite  qui  lui  serait  tangente;  d'ailleurs, 
cette  droite  rabattue  sur  le  plan  vertical,  autour  de  (0,  O'R'),  deviendrait  évidem- 
ment parallèle  à  S'Ë"^.  Si  donc,  sans  tracer  cette  parallèle,  on  abaisse  du  point  0'  un 
rayon  perpendiculaire  sur  S'E",  ce  rayon  ira  couper  le  contour  vertical  de  la  sphère 
en  un  point  qui  sera  le  rabattement  du  point  de  contact  cherché;  et  il  sera  facile 
ensuite  de  ramener  ce  point  dans  sa  véritable  position. 

503.  {Fig.  io4.)  Les  considérations  employées  au  n^  501  peuvent  servir  à 
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résoudre  ce  problème  général  :  Trouver  une  sphère  qui  soit  tangente  à  quatre  plans 
donnes.  En  effet,  les  quatre  faces  de  la  pyramide  SABC,  étant  prolongées  indéfini- 
ment, formeront  autour  des  arêtes  AB,  AC,  BC,  trois  angles  dièdres  extérieurs  et 
supplémentaires  de  ceux  que  nous  avons  employés  ci-dessus,  et  ces  nouveaux  angles 
auront  pour  mesures  S'D^B',  S'E"C',  S'F"C'.  Donc,  si  l'on  divise  ces  derniers  en 
deux  parties  égales,  par  des  droites  qui  couperont  le  plan  X' Y'  en  des  points  ana- 
logues à  c^',  e",  ç",  on  pourra  combiner  trois  à  trois  ces  divers  points  pour  former 
plusieurs  triangles,  tels  que  abc\  et  ceux-ci  conduiront  à  divers  centres,  tels  que 
(0,  0').  Par  exemple,  adoptons  la  droite  D"rf"  qui  divise  par  moitiés  l'angle  exté-- 
rieur  S'D"B',  et  qui  rencontre  le  plan  X'Y'  au  point  rf",  que  l'on  ramènera  en  d  sur 
le  plan  horizontal;  puis,  conservons  les  deux  anciens  points  s  et  9  :  alors  nous 
obtiendrons  le  triangle  ca"6"  dont  les  sommets,  étant  joints  avec  A,  B,  C,  fourniront 
le  point  (0",  C*)  pour  le  centre  d'une  sphère  qui  touchera  la  face  SAB  en  dehors 
de  la  pyramide  primitive,  tandis  qu'elle  sera  tangente  aux  trois  autres  faces  prolon- 
gées à  droite  de  SAB.  De  cette  manière,  on  trouvera  généralement  huit  sphères 
tangentes  aux  quatre  plans  indéfinis  qui  contiennent  les  faces  de  la  pyramide  SABC; 
car,  en  désignant  par  a,  a',  a",  les  trois  angles  dièdres  intérieurs^  et  par  w,  &>',  o'", 
les  trois  angles  dièdres  extérieurs^  qui  ont  pour  arêtes  les  côtés  AB,  AG,  BG,  on 
pourra  évidemment  adopter,  pour  centre  de  la  sphère  demandée,  le  point  d'inter- 
section des  ivo\^  plans  bissecteurs  qui  diviseront  les  angles  dièdres  compris  dans 
chacune  des  combinaisons  suivantes  : 


a,  a',  a" 


a,  a'f  0)" 
a,  a" 9  0)' 
OC ,  OC  ,  Cl) 


a',  «,   tù" 
a",  w,  0)' 


O).   &>',    (ù". 


On  sentira  aisément  pourquoi  il  faut  exclure  toute  combinaison  où  entreraient 
deux  angles  adjacents  à  la  même  arête,  comme  a  et  co;  et,  d'ailleurs,  le  nombre 
des  solutions  pourra  devenir  moindre,  suivant  les  inclinaisons  de  quatre  plans 
donnés.  Gette  question  est  analogue  au  problème  de  la  géométrie  plane,  dans  lequel 
on  propose  de  trouver  un  cercle  qui  soit  tangent  à  trois  droites  connues. 

504.  Construire  un  point  dont  on  connaît  les  distances  à  trois  points  donnés^  ou 
bien  à  trois  plans  connus^  ou  enfin  à  trois  droites  données. 

i^  Désignons  les  points  donnés  par  A,  B,  G,  et  leurs  distances  respectives  au 
point  inconnu  or,  par  a,  S,  7.  Alors,  en  imaginant  une  sphère  qui  ait  son  centre  en 
A  et  pour  rayon  la  distance  a,  le  point  x  devra  évidemment  se  trouver  quelque  part 
sur  la  surface  de  cette  sphère;  il  sera  pareillement  sur  deux  autres  sphères  qui 
auraient  leurs  centres  en  B,  G,  et  pour  rayons  les  longueurs  S,  7  :  par  conséquent, 
la  question  revient  à  trouver  V intersection  de  trois  sphères  données^  problème  que 
nous  avons  résolu  au  n**  497. 

a°  Si  Ton  désigne  à  présent  par  P,  P',  V  les  plans  donnés,  et  par  (J,  c^,  &'  leurs 
distances  au  point  inconnu  x^  ce  dernier  devra  être  à  la  fois  dans  trois  plans/?,  p^p^^ 
respectivement  parallèles  à  P,  P%  F%  et  éloignés  de  ceux-ci  de  quantités  égales  à 
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&,  d^,  (^^  Donc,  en  construisant  les  plans/),  p\p'\  d'après  les  méthodes  du  livre  I*^, 
la  question  se  réduira  k  trouver  l'intersection  de  trois  plans  connus,  problème  que 
le  lecteur  saura  aisément  résoudre.  Observons  seulement  que,  comme  le  plan/?,  par 
exemple,  pourra  être  mené  à  la  distance  cJ,  soit  au-dessus,  soit  au-dessous  de  P,  il 
y  aura  ainsi  huit  solutions  pour  la  position  du  point  demandé  x. 

3^  Soient  enfin  Â,  B,  C  trois  droites  données,  dont  le  point  inconnu  x  est  éloigné 
des  quantités  a,  ê,  7.  Si  l'on  imagine  un  cylindre  de  révolution  qui  ait  pour  axe  la 
ligne  A,  et  pour  ^cc^w/i  droite  un  cercle  du  rayon  a,  cette  surface  cylindrique  con- 
tiendra nécessairement  le  point  x.  De  même,  ce  point  se  trouvera  aussi  sur  deux 
autres  cylindres  de  révolution,  qui  auront  par  axes  et  pour  rayons  B  et  S,  G  et  7; 
par  conséquent,  la  question  est  réduite  k  trouver  tous  les  points  communs  k  ces  trois 
cylindres.  Or,  en  supposant  que  les  traces  horizontales  de  ces  trois  surfaces  ont  été 
construites  comme  nous  allons  l'expliquer  plus  bas,  il  n'y  aura  plus  qu'à  chercher, 
par  la  méthode  du  n*^  288,  la  courbe  d'intersection  du  cylindre  A  avec  le  cylindre  B, 
puis  celle  des  cylindres  A  et  C;  et  ces  deux  courbes,  qui  pourront  se  couper  au  plus 
dans  huit  points,  attendu  que  les  trois  surfaces  sont  évidemment  du  second  degré, 
feront  connaître  par  leurs  rencontres  les  diverses  positions  que  peut  avoir  le  point 
demandé  a?.  Toutefois  observons  que,  pour  obtenir  les  points  vraiment  communs 
aux  deux  courbes  dans  l'espace,  il  ne  faudra  prendre,  parmi  les  sections  des  deux 
projections  horizontales,  que  les  points  qui  correspondront  exactement  à  des  sec^ 
tions  sur  le  plan  vertical  ;  c'est-à-dire  que  ces  points  devront  être  deux  à  deux  sur 
des  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre.  D'ailleurs  on  pourra,  comme  vérification, 
construire  aussi  la  courbe  d'intersection  des  cylindres  B  et  C,  laquelle  devra  encore 
passer  par  les  points  communs  aux  deux  premières  courbes. 

505.  {Fig.  io5.)  Quant  à  la  manière  de  trouver  la  trace  horizontale  de  chaque 
cylindre,  représentons,  sur  deux  plans  de  projection,  l'axe  de  l'un  d'entre  eux  par 
(AF,  A'F').  En  faisant  tourner  cette  droite  autour  de  la  verticale  A,  pour  la  ra- 
battre parallèlement  au  plan  vertical,  elle  deviendra  (A/,  A/')  ;  et  alors  la  section 
circulaire  du  cylindre  se  projettera  suivant  une  droite  G' H',  égale  à  aa  et  perpen- 
diculaire sur  A'/'.  Donc  le  contour  apparent  du  cylindre  sera  fourni  par  les  droites 
G'K',  H'L',  parallèles  à  A'/',  et  la  trace  horizontale  de  cette  surface  dans  la  posi- 
tion actuelle  sera  une  ellipse  ayant  évidemment  pour  grand  axe  la  distance  L'K'. 
Par  conséquent,  si  l'on  ramène  les  points  K'  etL'  en  a  et  rf,  la  droite  ad  et  sa  per- 
pendiculaire bAe  =  a  a  seront  les  axes  de  l'ellipse  suivant  laquelle  le  cylindre  pri- 
mitif coupait  le  plan  horizontal;  de  sorte  que  cette  courbe  sera  maintenant  facile 
à  construire. 

506.  <  Un  ingénieur  (*  ) ,  parcourant  un  pays  de  montagnes  y  est  muni  d'une  carte 
topographique  sur  laquelle  sont  marquées  exactement  les  projections  des  différents  points 
du  terrain  y  ainsi  que  les  cotes  qui  indiquent  les  hauteurs  de  ces  points  au-dessus  d'une 
même  surface  de  niveau.  Il  rencontre  un  point  remarquable  qui  n'est  pas  marqué  sur  la 


(*  )  Cet  article  et  le  suivant  sont  extraits  de  la  Géométrie  descriptive  de  Monge. 
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cartCy  et  il  ne  porte  a^ec  lui  d'autre  instrument  propre  à  mesurer  les  angles^  qu'un  gra- 
phométre  garni  d'un  fil  à  plomb.  On  demande  que,  sans  quitter  la  station,  Vingé-' 
nieur  construise  sur  la  carte  le  point  où  il  est ^  et  qui  il  trouve  la  cote  qui  consent  à  ce 
points  cest'à-dire  sa  hauteur  au-dessus  de  la  surface  de  niveau, 

>  Parmi  les  points  du  terrain  marqués  d'une  manière  précise  sur  la  carte,  et  qui 
seront  les  plus  voisins,  l'ingénieur  en  distinguera  trois,  dont  deux  au  moins  ne 
soient  pas  à  la  même  hauteur  que  lui;  puis  il  observera  les  angles  formés  par  la  ver- 
ticale et  les  rayons  visuels  dirigés  à  ces  trois  points,  et,  d'après  cette  seule  observa- 
tion, il  pourra  résoudre  la  question. 

»  En  effet,  nommons  A,  B,  C  les  trois  points  observés  dont  il  a  les  projections 
horizontales  sur  la  carte,  et  dont  il  pourra  construire  les  projections  verticales  au 
moyen  de  leurs  cotes.  Puisqu'il  connaît  l'angle  formé  par  la  verticale  et  par  le  rayon 
visuel  dirigé  au  point  A,  il  connaît  aussi  l'angle  formé  par  le  même  rayon  avec  la 
verticale  élevée  au  point  A;  car,  en  négligeant  la  courbure  delà  terre,  ce  qui  est 
convenable  ici,  ces  deux  angles  sont  alternes-internes,  et^  par  conséquent,  égaux. 
Si  donc  il  conçoit  une  surface  conique  à  base  circulaire,  dont  le  sommet  soit  au 
point  A,  dont  l'axe  soit  vertical,  Bt  dont  l'angle  formé  par  l'axe  et  par  la  droite 
génératrice  soit  égal  à  l'angle  observé,  ce  qui  détermine  complètement  cette  surface, 
elle  passera  par  le  rayon  visuel  dirigé  au  point  A,  et  conséquemment  par  le  point 
de  la  station  :  ainsi,  il  aura  une  première  surface  courbe  déterminée,  sur  laquelle 
se  trouvera  le  point  demandé.  En  raisonnant  pour  les  deux  autres  points  B,  G, 
comme  pour  le  premier,  le  point  demandé  se  trouvera  encore  sur  deux  autres  sur- 
faces coniques  à  bases  circulaires,  dont  les  axes  seront  verticaux,  dont  les  sommets 
seront  aux  points  B,  C,  et  pour  chacune  desquelles  l'angle  formé  par  l'axe  avec  la 
génératrice  sera  égal  a  l'angle  formé  par  la  verticale  avec  le  rayon  visuel  corres- 
pondant. Le  point  demandé  sera  donc  en  même  temps  sur  trois  surfaces  coniques, 
déterminées  de  forme  et  de  position,  et,  par  conséquent,  dans  leur  intersection 
commune.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  construire,  d'après  les  données  de  la  ques- 
tion, les  projections  horizontales  et  verticales  des  intersections  de  ces  trois  surfaces 
considérées  deux  à  deux  (*);  les  intersections  de  ces  projections  donneront  les  pro- 
jections horizontale  et  verticale  du  point  demandé,  et,  par  conséquent,  la  position 
de  ce  point  sur  la  carte,  et  sa  hauteur  au-dessus  ou  au-dessous  des  points  observés, 
ce  qui  déterminera  sa  cote. 

*  Cette  solution  doit  en  général  produire  huit  points  qui  satisfont  k  la  question  ; 
mais  il  sera  facile  à  l'observateur  de  distinguer,  parmi  ces  huit  points,  celui  qui 
coïncide  avec  le  point  de  la  station.  D'abord,  il  pourra  toujours  s'assurer  si  le  point 
de  la  station  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  qui  passe  par  les  trois  points 
observés.  Supposons  que  ce  point  soit  au-dessus  du  plan  des  sommets  des  cônes;  il 


(  *  )  L'intersection  de  deux  de  ces  cônes  se  construira  par  la  méthode  du  n°  297,  ou,  mieux  encore,  en  les 
coupant  par  divers  plans  horizontaux;  car  les  sections  seront  des  cercles,  dont  les  centres  se  projetteront 
au  même  point  que  le  sommet,  et  dont  les  rayons  se  trouveront  marqués  sur  le  plan  vertical. 

Géométrie  Leroy.  ^7 
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sera  autorisé  h  négliger  les  branches  des  intersections  des  surfaces  coniques  qui 
existent  au-dessous  de  ce  plan,  et  par  là  le  nombre  des  points  possibles  sera  réduii 
à  quatre  :  ce  serait  la  même  chose  si  le  point  de  la  station  était  au  contraire  placé 
au-dessous  du  plan.  Ensuite,  parmi  ces  quatre  points,  s'ils  existent  tous,  il  recon- 
naîtra facilement  celui  dont  la  position  par  rapport  aux  trois  sommets,  est  la  même 
que  celle  du  point  de  la  station  par  rapport  aux  points  observés,  t 

o07.  c  Les  circonstances  étant  les  mêmes  que  dans  la  question  précédente^  avec 
cette  seule  différence  que  V  instrument  n^est  pas  garni  de  fil  à  plomb  ^  de  manière  que 
les  angles  avec  la  verticale  ne  puissent  pas  être  mesurés^  on  derrumde  encore  que  V in- 
génieur, sans  quitter  la  station^  détermine  sur  la  carte  la  position  du  point  oà  il  est  et 
quil  trouve  la  cote  de  ce  points  c^est-à-dire  son  élévation  au-dessus  de  la  surface  de 
niveau,  à  laquelle  tous  les  points  de  la  carte  sont  remportés. 

>  Âpres  avoir  choisi  trois  points  du  terrain  qui  soient  marqués  d'une  manière 
précise  sur  la  carte,  et  tels,  que  le  point  de  station  ne  soit  pas  avec  eux  dans  le 
même  plan,  l'ingénieur  mesurera  les  trois  angles  que  forment  entre  eux  les  rayons 
visuels  dirigés  à  ces  trois  points;  et,  au  moyen  de  cette  seule  observation,  il  sera  en 
état  de  résoudre  la  question. 

»  En  effets  si  nous  nommons  A,  B,  C  les  trois  points  observés,  et  si  on  les  sup- 
pose joints  par  les  trois  droites  AB,  BC,  CA,  l'ingénieur  aura  les  projections  hori- 
zontales de  ces  droites  tracées  sur  la  carte;  de  plus,  au  moyen  de  cotes  des  trois 
points,  il  aura  les  différences  de  hauteur  des  extrémités  de  ces  droites  :  il  pourra 
donc  avoir  la  grandeur  de  chacune  d'elles. 

»  [Fig.  io6.)  Gela  posé,  si>  dans  un  plan  quelconque  mené  par  AB,  on  conçoit  un 
triangle  rectangle  BAD  construit  sur  AB  comme  base,  et  dont  l'angle  en  B  soit  le 
complément  de  l'angle  sous  lequel  le  côté  AB  a  été  observé,  l'angle  en  D  sera  égal  à 
l'angle  observé,  et  la  circonférence  de  cercle  décrite  par  les  trois  points  A,  B,  D, 
jouira  de  la  propriété,  que,  si  d'un  point  quelconque  de  l'arc  ADB  on  mène  deux 
droites  aux  points  A  et  B,  l'angle  qu'elles  comprendront  entre  elles  sera  égal  à 
l'angle  observé.  Si  donc  on  conçoit  que  le  plan  du  cercle  tourne  autour  de  AB  comme 
charnière,  l'arc  ADB  engendrera  une  surface  de  révolution  dont  tous  les  points  joui- 
ront de  la  même  propriété;  c'est-à-dire  que  si,  d'un  point  quelconque  de  cette  sur- 
face, on  mène  deux  droites  aux  points  A  et  B,  ces  droites  formeront  entre  elles  un 
angle  égal  à  l'angle  observé.  Or  il  est  évident  que  les  points  de  cette  surface  de  ré- 
volution sont  les  seuls  qui  jouissent  de  cette  propriété;  donc  la  surface  passera  par 
le  point  de  la  station.  Si  Ton  raisonne  de  la  même  manière  pour  les  deux  autres 
droites  BC,  CA,  on  aura  deux  autres  surfaces  de  révolution,  sur  chacune  desquelles 
se  trouvera  le  point  de  la  station  :  ce  point  sera  donc  en  même  temps  sur  trois  sur- 
faces de  révolution  différentes,  déterminées  de  forme  et  de  position  ;  il  sera  donc  un 
point  de  leur  intersection  commune.  Ainsi,  en  construisant  les  projections  horizon- 
tales et  verticales  des  intersections  de  ces  trois  surfaces,  considérées  deux  à  deux,  les 
points  où  les  projections  se  couperont  elles-mêmes  toutes  trois,  seront  les  projec- 
tions du  point  qui  satisfait  à  la  question.  » 
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508.  A  la  vérité,  si,  pour  effectuer  ces  constructions  par  la  méthode  du  n^  533, 
on  adopte  le  plan  du  triangle  ABC  pour  le  plan  horizontal  de  l'épure,  et  que  Ton 
dirige  le  plan  vertical  perpendiculairement  à  un  des  côtés,  AB  par  exemple,  on 
n'obtiendra  ainsi  que  la  projection  du  point  demandé  sur  le  plan  ABC,  et  sa  hauteur 
au-dessus  ou  au-dessous  de  ce  plan;  mais,  comme  ce  dernier  a  lui-même  une  posi- 
tion connue  par  rapport  à  la  surface  de  niveau  à  laquelle  tous  les  points  de  la  carte 
sont  rapportés,  il  sera  bien  facile  de  retrouver  ensuite  la  projection  de  la  station  sur 
le  plan  même  de  la  carte,  et  sa  hauteur  au-dessus  de  ce  plan. 

509.  Observons  aussi  que  si  l'on  voulait  résoudre  ce  problème  analytiquement, 
en  combinant  les  équations  des  trois  surfaces  de  révolution  décrites  par  les  arcs 
ADB,  BEC,  CFA,  on  obtiendrait  beaucoup  de  solutions  qui  seraient  étrangères  à 
la  question,  car  l'analyse  ne  séparerait  pas  la  nappe  décrite  par  l'arc  ADB,  de  celle 
qui  décrirait  l'arc  ArfB;  mais  une  seule  équation  embrasserait  ces  deux  nappes  à 
la  fois.  Cependant,  puisqu'ici  les  angles  compris  entre  les  rayons  visuels  sont  don- 
nés par  l'observation,  on  sent  bien  qu'il  n'est  pas  permis  d'adopter  indifféremment 
l'angle  ADB,  ou  son  supplément  ArfB.  Par  conséquent,  on  devra,  dans  les  opéra- 
tions graphiques,  négliger  entièrement  les  branches  de  courbes  et  les  points  qui 
seraient  fournis  par  les  nappes  supplémejuairesy  engendrées  par  la  révolution  des  trois 
arcsArfB,BcCetA/C. 


LIVRE    VIL 

DES  SURFACES  GAUCHES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

NOTIONS   GÉNÉRALES  SUR   LES   SURFACES   GAUCHES. 

510.  Toutes  les  surfaces  qui  peuvent  être  engendrées  par  le  mouvement  d'une 
ligne  droite  sont  désignées  généralement  sous  le  nom  de  surfaces  réglées,  parce 
qu'on  peut  évidemment  les  exécuter  sur  un  corps  solide,  au  moyen  d'une  règle ^ 
avantage  qui  en  rend  Tusage  très-fréquent  dans  les  arts;  mais  on  doit  les  partager 
en  deux  classes  bien  distinctes,  selon  que  la  loi  qui  dirige  le  mouvement  de  la  géné- 
ratrice rectiligne  satisfait,  ou  non^  à  la  condition^  que  deux  positions  consécutives 
de  la  droite  mobile  soient  situées  dans  un  même  plan.  Lorsque  cette  condition  est 
remplie,  la  surface  réglée  est  développable,  et  un  même  plan  la  touche  tout  le 
long  de  la  génératrice,  comme  nous  l'avons  prouvé  aux  n*^*  175  et  177.  Or,  tout  ce 
qui  regarde  la  détermination  du  plan  tangent,  la  construction  des  génératrices  et  le 
développement  d'une  telle  surface,  ayant  été  suffisamment  expliqué  dans  les  livres 
précédents,  et  notamment  par  l'exemple  général  du  n*^  465,  nous  ne  reviendrons 

^7- 
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plus  sur  ces  questions;  et  ici  nous  nous  occuperons  seulement  des  surfaces 
GAUCHES,  c' est-a-dire  des  surfaces  engendrées  par  une  droite  qui  se  meut  de  teUt 
sorte,  que  deux  positions  consécutives  y  quelque  rapprochées  qu'on  les  suppose»  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan. 

5H.  {Fig.  107.)  Avant  d'indiquer  diverses  manières  de  réaliser  la  condition 
précédente,  nous  ferons  observer  qu'il  en  résultera  toujours  que  Vêlement  superficiel 
indéfini  en  longueur,  et  compris  entre  les  deux  génératrices  infiniment  voisines 
G  et  G',  sera  lui-même  gauche;  car,  pour  toutes  les  courbes  A,  B,  C,...,  que  l'on 
tracera  sur  la  surface,  les  éléments  linéaires  LL',  MM',  NN',...,  qui  sont  des  droites 
ayant  chacune  deux  points  communs  avec  G  et  G',  ne  pourront  être  situés  dans  un 
même  plan  dès  que  ces  deux  génératrices  n'y  sont  pas.  En  outre,  comme  les  tan- 
gentes LL'T,  MM'U,  NN'V,...,  qui  sont  les  prolongements  de  ces  éléments  linéaires, 
se  trouveront  ainsi  dans  des  plans  difTérents,  il  arrivera  nécessairement  que  les  plans 
tangents  GLT,  GMU,  GNV,...,  relatifs  aux  divers  points  L,  M,  N,...,  d'une  même 
génératrice^  seront  distincts  les  uns  des  autres^  quoiqu'ils  renferment  tous  la  généra- 
trice GLMN. 

512.  De  là  il  résulte  encore  que,  dans  une  surface  gauche,  chaque  plan  tel  que 
GLT,  quoique  véritablement  tangent  en  L,  c'est-à-dire  renfermant  les  tangentes  à 
toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface  par  ce  point,  devient  sécant  dans  tous  les 
autres  points  qui  Tui  sont  communs  avec  elle;  et  son  intersection  se  composera 
d'abord  de  la  génératrice  GLM  elle-même,  puis  d'une  seconde  branche  passant 
par  le  point  L,  et  qui  peut  être  rectiUgne  ou  curviligne,  suivant  la  forme  de  la 
surface  gauche  en  question. 

513.  Voyons,  maintenant,  de  quelle  manière  nous  pourrons  réaliser  la  condi- 
tion (n^  510)  qui  caractérise  les  surfaces  gauches.  Si  nous  assujettissons  la  droite 
mobile  à  glisser  seulement  sur  une  ou  même  sur  deux  courbes  directrices  A  et  B, 
invariables  de  forme  et  de  position,  le  mouvement  de  cette  droite  ne  sera  pas  com- 
plètement déterminé;  puisque,  pour  chaque  point  L  choisi  à  volonté  sur  A,  la  gé- 
nératrice rectiligne  pourra  prendre  une  infinité  de  positions,  situées  toutes  sur  le 
cône  qui  aurait  pour  base  B,  et  pour  sommet  le  point  L.  Deux  courbes  ne  suffisent 
donc  pas  pour  diriger  le  mouvement  d'une  droite,  à  moins  qu'on  n'impose,  àpriori^ 
la  condition  que  la  surface  engendrée  soit  dévebppable,  comme  on  l'a  vu  n*^  180; 
mais  cette  condition  est  précisément  celle  que  nous  voulons  écarter  ici. 

{Fig.  107.)  Assujettissons  donc  la  droite  mobile  à  glisser  constamment  sur  trois  courbes 
directrices  A,  B,  C,  et  nous  allons  voir  que  ces  conditions  suffisent  pour  régler  com- 
plètement le  mouvement  de  cette  génératrice.  En  effet,  si  l'on  imagine  deux  cônes 
qui  auraient  pour  sommet  commun  le  point  L  pris  à  volonté  sur  A,  et  pour  bases, 
l'un  la  directrice  B,  l'autre  la  directrice  C,  on  pourra  aisément  construire  les  traces 
de  ces  surfaces  coniques  sur  un  des  plans  de  projection;  et  en  joignant  les  points 
de  section  de  ces  deux  traces  avec  le  sommet  commun  L,  on  obtiendra  une  ou  plu- 
sieurs droites,  m^iis  en  nombre  fini,  qui,  comme  GLMN,  s'appuieront  évidemment 
sur  les  trois  courbes  A,  B^  C,  puisqu'elles  seront  les  intersections  des  deux  cônes 
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passant  par  6  et  par  G.  Ces  droites  seront  donc  les  positions  déterminées  que  doit 
prendre  la  génératrice  mobile,  lorsqu*en  glissant  sur  A,  elle  arrive  au  point  L;  et 
pour  d'autres  points  L',  L",...,  on  construira  semblablement  les  positions  de  cette 
génératrice. 

Au  lieu  d'employer  deux  surfaces  coniques,  dont  il  faut  chercher  les  traces,  il 
sera  quelquefois  plus  commode  de  construire  l'intersection  du  premier  cône  LBM, 
avec  le  cylindre  vertical  qui  projettera  la  directrice  C  sur  le  plan  horizontal.  Par 
là,  on  obtiendra  une  courbe  auxiliaire  dont  la  rencontre  avec  la  projection  verticale 
de  Cfera  connaître  le  point  qu'il  faut  joindre  avec  L  pour  avoir  une  position  de  la 
génératrice. 

514.  D'ailleurs,  la  surface  ainsi  engendrée  5em  gauche  en  général;  car,  lorsque 
la  droite  mobile  passera  d'une  position  GLMN  à  une  autre  G'L'M'N'  infiniment 
voisine,  elle  pourra  être  censée  glisser  sur  les  trois  tangentes  LT,  MU,  NY,  qui  ont, 
avec  les  directrices,  les  éléments  communs  LL',  MM',  NN'  :  donc,  si  ces  tangentes 
ne  sont  pas  situées  toutes  trois  dans  un  seul  et  même  plan,  les  deux  génératrices  G 
et  G'  n'y  seront  pas  non  plus.  Or,  pour  que  ces  tangentes  se  trouvassent  dans  un 
même  plan,  et  surtout  pour  que  la  même  circonstance  se  reproduisit  à  chaque 
système  de  points  (L,  M,  N),  (L',  M',  N'),  (L'',  M",  N''),...,  situés  trois  à  trois  en 
ligne  droite,  il  est  clair  qu'il  faudrait  faire  un  choix  tout  particulier  dans  la  forme  et 
la  position  des  directrices  A,  B,  C;  par  conséquent,  en  général,  la  surface  décrite 
par  une  droite  mobile  qui  s'appuie  constamment  sur  trois  courbes  fixes  est  gauche. 

Mais  une  telle  surface  peut  offrir  une  ligne  singulière^  le  long  de  laquelle  il  exis- 
tera un  élément  plan,  indéfini  en  longueur;  c'est  ce  qui  arriverait  dans  le  cas  où, 
pour  un  certain  point  L,  les  deux  cônes  dont  nous  avons  parlé  au  numéro  précé- 
dent auraient  leurs  traces  tangentes  l'une  à  l'autre.  Alors,  la  génératrice  menée  de 
L  à  ce  point  de  contact  pourrait,  sans  quitter  le  point  L,  glisser  sur  la  tangente  com- 
mune aux  deux  traces,  et  elle  décrirait  ainsi  un  élément  particulier  qui  serait  plan. 
Gela  revient  k  supposer  que  les  deux  tangentes  MU  et  NV  sont  dans  un  même  plan; 
et,  à  plus  forte  raison,  en  serait-il  de  même,  si  les  trois  tangentes  en  L,  M,  N,  se 
trouvaient  dans  un  plan  unique. 

515.  Gtlindroïde.  [Fig.  io8.)  On  désigne  ainsi  une  surface  où  la  droite  mobile 
6  doit  glisser  constamment  sur  deux  courbes  fixes  A  et  B^  en  demeurant  toujours  pa- 
ralléle  à  un  plan  donné  P,  que  l'on  nomme  le  plan  directeur.  Pour  construire  ici  les 
positions  de  la  génératrice,  il  suffira  de  couper  les  courbes  A  et  B  (n*^  253)  par 
divers  plans  parallèles  k  P;  et  en  joignant  par  une  droite  les  deux  points  de  section 
de  chaque  plan,  on  aura  des  lignes  GLM,  G'L'M',...,  qui  satisferont  évidemment 
aux  conditions  imposées  k  la  génératrice.  La  surface,  lieu  de  toutes  ces  droites, 
sera  encore  gauche  en  général,  parce  que  les  tangentes  LUT,  MM'U,  sur  lesquelles 
s'appuie  la  droite  G  lorsqu'elle  passe  k  la  position  infiniment  voisine  G',  ne  se  trou- 
veront pas  ordinairement  dans  un  même  plan. 

Au  reste,  ce  genre  de  surfaces  gauches  rentre  dans  le  précédent,  lorsqu'on  ima- 
gine que  la  troisième  directrice  G  est  située  a  l'infini  dans  le  plan  P. 
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516.  Dans  toutes  les  surfaces  réglées,  on  peut  remplacer  les  courbes  directrices 
par  des  surfaces  directrices  auxquelles  la  droite  mobile  devra  être  tangente.  Par 
exemple,  si  Ton  assigne  une  courbe  k  eX  une  surf Ojce  S  pour  diriger  la  génératrice, 
açec  un  plan  P  auquel  cette  droite  mobile  devra  rester  parallèle,  on  mènera  par 
chaque  point  L  pris  sur  A,  un  plan  parallèle  à  P,  lequel  coupera  la  surface  S  sui- 
vant une  courbe  à  laquelle  on  conduira  des  tangentes  partant  de  L;  ce  seront  bien 
là  des  positions  de  la  génératrice  demandée,  et  la  surface  réglée  ainsi  produite  sera 
en  général  gauche.  D'ailleurs,  elle  touchera  S  tout  le  long  de  la  courbe  formée  par 
les  points  de  contact  a,  S,  7,...,  des  tangentes  dont  nous  venons  de  parler;  car,  pour 
la  surface  gauche  comme  pour  la  surface  S,  le  plan  tangent  renfermera  la  génératrice 
rectiligne  et  la  tangente  de  la  courbe  aêy  qui  est  commune  aux  deux  surfaces. 

Si  l'on  donnait  deux  surfaces  S  et  S'  avec  un  plan  directeur  P,  on  couperait  ces 
surfaces  par  divers  plans  parallèles  à  P,  et  Ton  mènerait  une  tangente  commune 
aux  deux  sections  produites  par  chacun  de  ces  plans  sécants.  Ce  serait  encore  une 
des  surfaces  nommées  cyUndroîdes . 

517.  Lorsque  la  surface  réglée  n'admet  point  de  plan  directeur,  on  peut  encore 
remplacer  une  ou  plusieurs  des  trois  courbes  directrices  Â,  B,  G,  par  des  surfaces 
auxquelles  la  génératrice  devra  être  tangente.  Supposons,  en  effet,  que  Ton  assigne, 
pour  diriger  le  mouvement  de  cette  droite,  les  courbes  A  et  B  avec  une  surface  S; 
pour  chaque  point  L  pris  sur  A,  il  faudra  construire  deux  cônes  ayant  leurs  som- 
mets communs  en  L,  et  dont  l'un  aurait  pour  base  la  courbe  B,  tandis  que  l'autre 
serait  circonscrit  à  la  surface  S  (n^  348)  :  les  intersections  de  ces  deux  cônes,  qui 
seront  nécessairement  des  droites,  fourniront  les  positions  de  la  génératrice  lors- 
qu'elle passe  par  le  point  L.  Quand  la  surface  S  se  trouvera  développable,  il  sera 
plus  court  de  lui  mener  un  plan  tangent  qui  coupe  les  deux  courbes  A  et  B  en 
des  points  que  Ton  réunira  par  une  droite;  ce  sera  bien  là  une  position  de  la  géné- 
ratrice. 

Si  l'on  donne  une  seule  courbe  A  avec  deux  surfaces  directrices  S  et  S',  il  faudra 
combinée  ensemble  deux  cônes  circonscrits  l'un  à  S,  l'autre  à  S',  et  dont  le  sommet 
commun  serait  en  un  point  L  de  la  ligne  A. 

518.  Lorsqu'on  assignera  trois  surfaces  S,  S',  S",  auxquelles  la  droite  mobile 
devra  rester  constamment  tangente,  la  construction  des  diverses  positions  de  cette 
génératrice  sera  beaucoup  plus  laborieuse;  mais  on  y  parviendra  en  ramenant  la 
question  à  l'un  des  cas  précédents.  En  effet,  si  nous  connaissions  une  droite  G  qui 
touchât  la  surface  S  en  un  certain  point  a.  S'  en  a%  et  S"  en  a"  ;  puis,  que  nous 
fissions  glisser  cette  ligne  Gaa'a"  sur  les  deux  surfaces  S  et  S',  en  l'assujettissant 
d'ailleurs  à  demeurer  parallèle  à  un  plan  directeur  P,  nous  obtiendrions,  par  la 
méthode  du  n*^  516,  une  surface  auxiliaire  2,  qui  couperait  S"  suivant  une  certaine 
courbe  a'' 6"  y"  passant  par  le  point  a",  et  à  laquelle  la  droite  G  serait  nécessairement 
tangente  en  ce  point  :  car  G  se  trouve  évidemment  dans  le  plan  tangent  de  S",  et 
dans  celui  qui  touche  la  surface  gauche  2  au  point  a".  Par  conséquent,  si  l'on  com- 
mence par  construire  la  surface  auxiliaire  2  qui  a  pour  directrices  S,  S",  et  le  plan  P; 
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puis,  si  Ton  détermine  son  intersection  «"ê"'/'  avec  la  surface  S'',  il  n*y  aura  plus 
qu'à  mener  à  la  courbe  a" 6"/  une  tangente  qui  soit  parallèle  au  plan  P,  et  cette 
tangente  sera  la  position  d'une  génératrice  G  de  la  surface  demandée  qui  a  pour 
directrice  S,  S',  S''.  Pour  obtenir  d'autres  positions  de  cette  génératrice,  on  fera 
varier  la  direction  du  plan  P. 

519.  On  peut  encore  diriger  le  mouvement  de  la  droite  qui  engendre  une  sur- 
face réglée,  en  assignant  deux  courbes  directrices  A  et  B,  avec  la  condition  que  la 
génératrice  coupe  l'une  d'elles  sous  un  angle  constant  et  donné;  ou  bien,  que  lapo-- 
sition  de  cette  génératrice  comprise  entre  A  g/  B  conserve  une  longueur  fixe.  On  peut 
aussi  faire  glisser  la  droite  mobile  le  long  d'une  seule  courbe  A  trax^ée  sur  une  surface 
fixe  S,  à  laquelle  la  génératrice  devrait  rester  normale^  etc.,  etc.  Mais  toutes  ces 
variétés  de  surfaces  réglées,!  pour  lesquelles  il  sera  facile  d'imaginer  un  mode  de 
construction  approprié  aux  conditions  que  chaque  problème  imposera,  n'offrent  pas 
assez  d'intérêt  pour  que  nous  les  discutions  en  détail  ;  et,  d'ailleurs,  elles  ne  forment 
pas,  au  fond,  des  genres  vraiment  distincts,  puisqu'on  peut  toujours  les  concevoir 
ramenées  k  celles  du  n^  513,  en  adoptant  pour  directrices  de  la  droite  mobile  trois 
sections  faites  à  volonté  dans  la  surface. 

520.  Pour  compléter  ces  notions  générales,  nous  ajouterons  que,  parmi  les 
GYLiNDROiDES,  OU  donne  le  nom  particulier  de  gonoides  aux  surfaces  gauches  qui 
admettent  un  plan  directeur  P  avec  deux  directrices  dont  une  est  rectiUgne  :  l'autre 
directrice  peut  être  une  courbe  ou  une  surface.  Le  conoide  serait  dit  droite  si  la 
directrice  rectiligne  était  perpendiculaire  au  plan  P  {vojez  n°  596). 

Lorsque  les  deux  directrices  sont  l'une  et  l'autre  des  droites,  le  conoide  prend  le 
nom  àe  paraboloïde  hyperbolique,  ou  de  conoide  du  second  degré,  parce  que  c'est  le 
seul  dont  l'équation  ne  s'élève  pas  au-dessus  de  cet  ordre. 

Enfin,  lorsqu'une  surface  réglée,  qui  n'admet  pas  de  plan  directeur,  a  pour  direc- 
trices trois  droites  quelconques,  elle  reçoit  le  nom  à' hyperbohîde  à  une  nappe  :  cet 
hyperbolo'ide  et  le  paraboloïde  dont  nous  venons  de  parler  se  désignent  encore 
simultanément  sous  le  nom  de  surfaces  gcuwhes  du  second  degré,  parce  que  l'analyse 
montre  que  ce  sont  les  seules  surfaces  de  cette  nature  dont  l'équation  ne  s'élève  pas 
au  delà  du  second  ordre.  Nous  allons  commencer  par  considérer  ces  deux  genres 
particuliers,  qui  offrent  des  propriétés  fort  remarquables,  et  nécessaires  à  connaître 
pour  étudier  les  autres  surfaces  gauches. 


CHAPITRE  IL 
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521.  [Fig*  109.)  Nous  appellerons  ainsi  la  surface  particulière  engendrée  par 
une  droite  mobile  A,  qui  s'appuie  constamment  sur  trois  droites  fixes  B,  B',  B'',  non 
parallèles  à  un  plan  unique,  et  dont  deux  quelconques  ne  se  trou/vent  pas  dans  un  même 
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plan;  parce  qu'il  sera  démontré  plus  loin  (n®  555)  que  cette  surface  est  identique 
avec  celle  que  nous  avons  déjà  désignée  sous  ce  nom  au  n®  83.  La  construction  des 
génératrices  s'effectuera  par  le  procédé  général  du  n**  513,  qui  deviendra  ici  très- 
simple,  puisque  les  surfaces  coniques  auxiliaires  se  réduiront  à  des  plans.  Ainsi, 
après  avoir  pris  un  point  arbitraire  L  sur  la  directrice  B,  on  conduira  par  ce  point 
deux  plans  dont  Tun  passe  par  B',  et  l'autre  par  B'';  puis,  en  cherchant  l'intersection 
de  ces  deux  plans,  on  obtiendra  une  droite  ALMN,  qui  s'appuiera  évidemment  sur 
les  trois  directrices  assignées.  On  arriverait  au  même  résultat,  en  construisant  l'in- 
tersection de  la  directrice  B"  avec  le  seul  plan  mené  par  L  et  la  droite  B",  et  en 
joignant  ce  point  de  section  au  point  L.  Ce  procédé,  appliqué  successivement  a 
d'autres  points  L',  L",...,  de  la  droite  B,  fournira  les  diverses  génératrices  A,  A', 
A",  A"',...,  de  l'hyperboloïde  en  question;  et  comme  chacune  ne  peut  évidemment 
occuper  qu'une  position  unique,  lorsqu'elle  passe  par  un  point  donné  L  ou  L',  il 
s'ensuit  que  le  mouvement  de  la  droite  mobile  est  complètement  déterminé  ^^v  la 
condition  de  s'appuyer  sur  les  trois  directrices  assignées. 

522.  Cette  surface  est  nécessairement  gauche;  car  deux  génératrices  quel- 
conques A  et  A'  ne  pourraient  se  trouver  dans  un  même  plan,  qu'autant  que  les 
droites  B,  B',  B",  dont  chacune  a  deux  points  communs  avec  A  et  A',  seraient  elles- 
mêmes  situées  dans  ce  plan  unique;  ce  qui  est  contraire  aux  conditions  formelle- 
ment imposées  dans  la  définition  du  n^  521 .  D'ailleurs,  ce  raisonnement  n'exigeant 
pas  que  les  deux  droites  A  et  A'  soient  ici  infiniment  voisines,  comme  on  le  sup- 
pose pour  une  surface  gauche  générale  (n°510),  il  en  résulte  que,  dans  l'hyper- 
boloïde, deux  génératrices  quelconques  ne  sont  jamais  dans  un  mêm^e  plan, 

523.  [Fig.  I  lo.)  Si,  parmi  les  trois  directrices  B,  B',  B",  que  l'on  suppose  n'être 
point  parallèles  à  un  plan  unique,  il  y  en  avait  deux  qui  fussent  dans  un  mémeplan 
B'CB'',.  la  droite  mobile  A  ne  pourrait  satisfaire  aux  conditions  imposées  que  des 
deux  manières  suivantes  :  i^  en  passant  constamment  par  le  point  de  section  G  et 
en  glissant  sur  B,  ce  qui  lui  ferait  décrire  le  plan  GDB  ;  2^  en  tournant  dans  le  plan 
B'CB",  autour  du  point  D  où  il  est  rencontré  par  la  droite  B.  Donc,  alors,  la  sur- 
face décrite  serait  le  système  de  deux  plans  qui  se  couperaient.  Mais  cette  variété 
de  l'hyperboloïde,  qui  est  analogue  au  cas  d'une  hyperbole  réduite  à  ses  asymp- 
totes, ne  présentant  aucune  recherche  nouvelle,  nous  continuerons  à  exclure 
dorénavant  l'hypothèse  toute  particulière  que  deux  des  directrices  soient  dans  un 
même  plan. 

524.  {Fig.  109.)  L'hyperboloïde  à  une  nappe  jouit  d'une  propriété  bien  remar- 
quable, et  fort  importante  pour  la  détermination  des  plans  tangents  aux  surfaces 
gauches  générales  :  c'est  qu'il  admet  un  second  mode  de  génération  par  la  ligne 
droite,  dans  lequel  les  premières  génératrices  deviennent  directrices,  et  récipro- 
quement. C'est-à-dire  que,  si  V on  fait  glisser  une  droite  mobile  sur  trois  quelconques 
des  droites  A,  A',  A",  A"',...  que  nous  venons  de  construire,  cette  nouvelle  généra- 
trice^ qui  coïncidera  évidemment  dans  trois  de  ses  positions  avec  B,  B',  B",  décrira 
une  surface  identique  avec  le  premier  hyperboloide,  tant  pour  la  forme  que  pour  la 
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position.  Mais  avant  de  démontrer  cette  belle  propriété,  nous  rappellerons  deux 
théorèmes  connus  de  la  théorie  des  transversales. 

525.  Lemme  I".  {Pig.  III.)  Lorsque,  dans  un  triangle  ABC,  on  mène  une  trans- 
versale quelconque  PQR,  qui,  en  coupant  leurs  trois  côtés  ou  leurs  prolongements, 
forme  six  segments,  le  produit  de  trois  segments  non  contigus  est  égal  au  produit  des 
trois  autres  segments;  c'est-à-dire  que  l'on  a 

(«)  AP.CR.BQ=AQ.BR.CP. 

En  effet,  menons  la  droite  BH  parallèle  à  PQR,  et  nous  aurons  évidemment  les 
proportions 

AQ:QB::AP:PH=^^, 

Mi 

CR:BR::CP:PH  =  ^^; 

puis,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  PH,  on  obtiendra  la  formule  (^r). 

526.  Lemme  II.  {Fig.  112  et  ii3.)  Si  dans  un  quadrilatère  gauche  ABCD  on 
trace  deux  droites  MN  et  PQ,  qui,  en  s'appuyant  chacune  sur  deux  côtés  opposés, 
ou  sur  leurs  prolongements,  se  coupent  elles-mêmes  en  un  certain  point  0,  le  pro- 
duit de  quatre  segments  non  contigus  sera  toujours  égal  au  produit  des  quatre  autres 
segments;  c'est-k-dire  que  Ton  aura 

(y)  AP.BN.CQ.DM  =  AM.DQ.CaN[.BP. 

D'abord,  observons  que  si  les  deux  transversales  MN  et  PQ  se  coupent  effecti- 
vement, elles  doivent  être  dans  un  même  plan,  lequel  contiendra  les  droites  PN 
et  MP,  qui,  par  conséquent,  iront  se  couper  en  un  certain  point  R;  mais  comme 
ces  droites  PN  et  MQ  se  trouvent,  Tune  dans  le  plan  du  triangle  ABC,  l'autre  dans 
le  plan  du  triangle  ADC,  et  que  ces  plans  se  coupent  suivant  la  diagonale  AC,  il 
faudra  que  le  point  de  rencontre  R  des  lignes  PN  et  MQ  soit  placé  précisément  sur 
cette  diagonale.  D'où  il  suit  que,  pour  obtenir  dans  un  quadrilatère  gauche  deux 
transversales  opposées  qui  se  coupent  réellement,  on  peut  prendre  à  volonté  l'une 
d'entre  elles  MN,  et  choisir  arbitrairement  le  point  P  de  la  seconde;  mais  ensuite  on 
devra  tracer  la  droite  PNR,  qui  ira  couper  la  diagonale  AC  en  un  point  R,  puis  tirer 
RM,  qui  déterminera  la  position  du  point  Q,  qu'il  faudra  joindre  avec  P. 

Cela  posé,  les  triangles  ABC  et  ADC,  coupés  par  les  transversales  PNR  et  MQR, 
donnent,  d'après  le  lemme  précédent, 

AP.BN,CR  =  AR.CN.BP, 
CQ.DM.AR=CR.DQ.AM; 

d'où,  en  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  et  supprimant  les  facteurs 
communs,  on  déduit  la  relation  annoncée, 

{y)  AP.BN.CQ.DM  =  AM.DQ.CN.BP, 

Géométrie  Leroy,  ^  a  8 
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laquelle  peut  s'écrire  ainsi  : 

/  v  ap  cq_am  cn 

^  ^  pb'qd~md'nb' 

527.  Réciproquement,  si  deux  droites  PQ  et  MN  coupent  les  côtés  opposés  d'un 
quadrilatère  gauche  ABCD,  de  telle  sorte  que  la  formule  {y)  soit  vérifiée,  ces  deux 
transversales  sont  dans  un  même  plan.  En  effet,  si  cela  n'était  pas,  on  pourrait 
mener  par  le  point  P  une  droite  PQ',  qui  couperait  MN,  et  alors  on  aurait 

AP.BN.CQ'.DM  =  AM.DQ'.CN.BP, 

équation  incompatible  avec  la  formule  (y),  que  Ton  suppose  vérifiée,  puisque  si  CQ' 
est  plus  grand  que  CQ,  nécessairement  DQ'  sera  moindre  que  DQ. 

528.  {Fig.  109.)  Maintenant,  revenons  au  double  mode  de  génération  que  nous 
avons  annoncé  au  n^  524  pour  Thyperboloîde  à  une  nappe,  et  prouvons  que  toute 
droite  B*DD'D*,  qui  s'appuiera  sur  trois  génératrices  quelconques  A,  A',  X"  du  pre-^ 
mier  mode^  coupera  nécessairement  toutes  les  droites  de  ce  système;  par  exemple, 
qu'elle  rencontrera  la  génératrice  A"  en  un  certain  point  D".  H  s'ensuivra  évi- 
demment que  tous  les  points  de  cette  ligne  B'"  se  trouveront  sur  le  premier  hyper- 
boloide  déjà  construit  avec  les  trois  directrices  fixes  B,  B',  B",  et  qu'ainsi  une  de 
ces  dernières  peut  décrire  encore  cette  même  surface,  en  glissant  sur  trois  droites 
du  système  A. 

Or,  puisque,  d'après  le  premier  mode  de  génération,  les  trois  droites  A,  A',  A* 
coupent  B,  B',  B",  le  quadrilatère  LNN^'L"'  donnera,  en  vertu  de  la  formule  (2), 

^"^  VV'  N'N  ■^MN*M"'L'"' 

mais,  puisque  la  droite  A''  rencontre  les  trois  droites  B,  B',  B'^,  et  que  B*  coupe 
aussi  les  droites  A,  A',  A*',  le  même  quadrilatère  fournira  encore,  d'après  la  for- 
mule (2),  les  deux  relations  suivantes  : 

(    \  LU^    N'^N^  _  LM   N'^M'^ 

.ox  LD   N  D^  _  LU    N-'N' 

alors,  les  seconds  membres  des  équations  (2  )  et  (  3  )  étant  égaux  en  vertu  de  l'équa- 
tion (i),  nous  en  conclurons  cette  nouvelle  égalité 

^^^  dn'd'L'  ~  irir'  n^n' 

laquelle  prouve  (n®  527)  que  les  deux  droites  A*'  et  B*"  se  coupent  effectivement  en 
un  point  D''. 

529.  Remarquons  ici  que  le  second  membre  commun  des  équations  (  1  )  et  (12)  est 
une  quantité  constante  ifc  qui  demeure  invariable,  dès  que  la  position  des  cinq  droites 
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B,  B',  B'',  A,  A*  est  fixée;  d'où  il  suit  que,  pour  une  nouvelle  droite  quelconque  A', 
qui  s'appuiera  sur  les  trois  premières,  on  aura  toujours 

(5)  LU_,  NN' 

Or,  si  les  trois  droites  B,  B',  B'"  se  trouvaient  parallèles  à  un  même  plan^  on  sait 
qu'elles  diviseraient  A  et  A*'  en  parties  proportionnelles,  de  sorte  qu'on  aurait  A  =  i  ; 
par  conséquent,  l'équation  (5),  qui  devient  alors 

prouve  que,  dans  ce  cas,  les  droites  A,  A%  A"^  seraient  nécessairement  aussi /^aro/- 
lèks  à  un  plan  unique,  mais  différent  du  premier.  Nous  retrouverons  plus  loin  cette 
conséquence,  dans  le  paraboloïde  hyperbolique  (n^  555). 

530.  Du  plan  tangent.  [Fig.  109.)  Puisque,  par  chaque  point  de  l'hyperboloïde, 
il  passe  deux  droites  (n^  528),  l'une  du  système  A,  l'autre  du  système  B,  et  que  ces 
lignes  sont  elles-mêmes  leurs  propres  tangentes,  elles  devront  se  trouver  toutes  deux 
dans  le  plan  tangent  relatif  au  point  où  elles  se  coupent;  et,  par  conséquent,  elles 
suffiront  pour  déterminer  ce  plan  et  pour  trouver  ses  traces.  Ainsi,  lorsqu'on  défi-« 
nira  un  hyperboloîde  par  les  trois  directrices  B,  B',  B",  et  qu'on  assignera  le  point 
de  contact  D  sur  une  génératrice  donnée  A,  il  faudra  construire  (n^  521)  au  moins 
deux  autres  positions  A,  A"'  de  cette  génératrice  ;  puisen  adoptant  ces  lignes  A,  A',  A"^ 
pour  directrices,  on  construira  une  droite  DD'D"  qui  s'appuie  sur  ces  dernières,  et 
qui  parte  du  point  D.  Alors  cette  droite  DD'D"  sera  située  sur  l'hyperboloïde,  et  en 
conduisant  un  plan  par  les  deux  lignes  AD"  et  DD'D",  ce  sera  le  plan  tangent  relatif 
au  point  D.  Cette  solution  est  trop  simple  pour  que  nous  croyions  nécessaire  de 
la  construire  dans  une  épure  spéciale. 

531 .  Lorsque  les  données  d'un  hyperboloîde  seront  assignées  sur  deux  plans  de 
projection,  et  qu'on  citera  seulement /a /^nyecfto/iAomon/o&D,  par  exemple,  d'un 
point  de  cette  surface  pour  lequel  on  demandera  le  plan  tangent,  il  ne  sera  plus  pos- 
sible de  mener  immédiatement  la  génératrice  AD,  avant  d'avoir  trouvé  la  projection 
verticale  du  point  D.  Pour  cela  il  faudra,  en  général,  conduire  par  ce  point  un  plan 
vertical  quelconque;  chercher  la  section  qu'il  produira  dans  la  surface,  en  construi- 
sant les  points  de  rencontre  de  ce  plan  sécant  avec  diverses  génératrices  qui  s'ap- 
puieraient sur  les  droites  données  B,  B',  B",  et  enfin  projeter,  sur  cette  section,  le 
point  D  assigné  sur  le  plan  horizontal.  Alors,  connaissant  les  deux  projections  du 
point  de  contact,  on  pourra  aussi  construire  les  projections  de  la  génératrice  A 
qui  passe  par  ce  point,  et  l'on  rentrera  dans  le  cas  du  numéro  précédent. 

532.  Du  CE^riKE  de  r hyperboloîde.  {Fig.  114.)  Cette  surface  est  douée  d'un 
centre,  c'est-à-dire  qu'il  existe  un  point  tel,  que  toutes  les  cordes  de  la  surface  qui 
passent  par  ce  point  s'y  trouvent  divisées  chacune  en  deux  parties  égales.  Pour  démon- 
trer cette  proposition,  représentons  par  B,  B',  B",  trois  directrices  primitives  qui 
satisfassent  aux  conditions  énoncées  dans  la  définition  du  n'^  521  :  nous  pourrons 

a8. 
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alors,;  par  les  droites  B'  et  B",  conduire  deux  plans  distincts  B'DC  et  B'^CD,  paral- 
lèles l'un  et  l'autre  à  la  directrice  B^  et  ces  deux  plans  se  couperont  suivant  une 
droite  ACD  évidemment  parallèle  à  B  ;  de  sorte  que  cette  ligne  ACD  sera  une  géné- 
ratrice de  l'hyperboloïde  proposé,  puisqu'elle  s'appuiera  sur  B'  et  sur  B",  et  qu'elle 
ira  rencontrer  B  a  une  distance  infinie.  De  même,  en  conduisant  par  B"  et  par  B  deux 
plans  B''GH  et  BHG  parallèles  àB',  ils  se  couperont  suivant  une  droite  A'GH,  qui 
sera  encore  une  génératrice  de  l'hyperboloïde;  et  l'on  en  trouvera  une  troisième 
A"KE  au  moyen  de  deux  plans  BHF  et  B'DI,  parallèles  k  B",  et  menés  par  B  et  B'. 
De  là  nous  conclurons  d'abord  que  chaque  génératrice  d'un  système  a  sa  parallèle 
dans  le  système  opposé;  car  ce  que  nous  avons  dit  ici  de  B  s'appliquera  également  à 
toute  autre  génératrice  B",  B"",...,  laquelle  peut  être  prise  pour  directrice  au  lieu 
deB  (n^528).  Ensuite  les  six  plans  que  nous  avons  construits  ci -dessus  forment 
évidemment  un  parallélipipède  qui  a,  pour  arêtes  opposées,  les  six  droites  B,  B\  W,  et 
A,  AS  A*';  et  je  dis  que  le  centre  0  de  ce  parallélipipède  est  aussi  le  centre  de 
l'hyperboloïde. 

Pour  le  démontrer,  je  mène  par  un  point  M,  pris  arbitrairement  sur  la  direc- 
trice B,  une  droite  M' MM"  qui  coupe  les  deux  autres  directrices  en  M'  et  M",  et  qui 
sera  ainsi  une  génératrice  du  système  A;  puis,  je  la  compare  avec  une  génératrice 
du  système  B,  qui,  s'appuyant  sur  A,  A',  A",  serait  parallèle  à  MM'M".  Pour  obtenir 
cette  nouvelle  génératrice,  je  prends  les  distances 

DN  =  HM,    GN'  =  EM',     EN"  =  GM", 

et  les  trois  points  N,  N',  N",  ainsi  déterminés,  se  trouveront  en  ligne  droite.  En 
effet,  en  tirant  les  lignes  OM  et  ON,  les  triangles  OMH  et  OND,  qui  sont  visiblement 
égaux,  prouveront  que  les  côtés  OM  et  ON  sont  égaux  et  en  ligne  droite;  la  même 
conséquence  aura  lieu  pour  les  lignes  OM'  et  ON',  OM"  et  ON",  en  vertu  de  triangles 
égaux  que  l'on  aperçoit  aisément.  Ensuite,  les  triangles  MOM'  et  NON',  égaux  par 
ce  qui  précède,  entraîneront  le  parallélisme  des  côtés  MM'  et  NN';  et  enfin,  MM" 
sera  parallèle  à  NN"  en  vertu  des  triangles  égaux  MOM"  et  NON".  Par  conséquent, 
les  deux  portions  N'N  et  NN"  ne  formeront  qu'une  seule  ligne  droite,  qui  sera  une 
génératrice  du  système  B,  parallèle  à  la  génératrice  M' MM"  choisie  à  volonté  dans 
le  système  A;  d'ailleurs,  on  voit  par  là  que  deux  génératrices  parallèles  se  trouvent 
toujours  dans  un  plan  passant  par  le  point  0,  et  sont  également  éloignées  de  ce  point. 
Cela  posé,  si,  par  un  point  arbitraire  P  de  la  droite  M' MM",  on  tire  une  corde 
POQ  qui  passe  par  le  point  0,  elle  ira  nécessairement  percer  l'hyperboloïde  en  un 
point  Q  situé  sur  N'NN",  et,  d'après  les  relations  ci-dessus  établies,  on  aura  évi- 
demment OP  =  OQ;  donc,  puisque  cette  conséquence  est  vraie  pour  tout  point  P 
pris  sur  l'hyperboloïde,  il  demeure  prouvé  que  le  point  0  est  bien  le  centre  de  cette 
surface  (*)• 


(  *)  C'est  M.  /.  Binet  qui  a  fait  connaître  (Journal de  VÉcole  Polytechnique,  i6* cahier),  parmi  d'autres 
parallélipipèdes  concentriques  avec  l'hyperboloïde,  ceux  qui  sont  ainsi  formés  par  trois  génératrices  quoi* 
conques  d'un  système,  jointes  à  leurs  parallèles  dans  le  système  opposé.  Ce  savant  géomètre  en  a  déduit 
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555.  Observons  que,  quand  il  s'agira  seulement  de  construire  ce  centre^  on  Fob- 
tiendra  sans  tracer  le  parallélipipëde  dont  nous  venons  de  parler,  en  cherchant 
l'intersection  des  trois  plans  menés  parla  droite  donnée  B  et  sa  parallèle  A,  par B' 
et  sa  parallèle  A',  par  B"  et  sa  parallèle  A";  car  chacun  de  ces  plans  diagonaux 
passe  évidemment  par  le  centre  du  parallélipipëde,  qui  est  celui  de  l'hyperboloïde. 
D'ailleurs,  on  peut  dire  que  ce  sont  là  trois  plans  asymptotiques  de  la  surface,  comme 
nous  l'expliquerons  au  n°  546. 

554.  En  résumant  les  propositions  précédentes,  on  voit  que  dans  l'hyperboloïde 
à  une  nappe,  i*^  il  existe  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes 

dont  chacune  coupe  toutes  les  droites  du  système  opposé  (n^  528);  cependant, 
chaque  génératrice  A'  a  sa  parallèle  dans  le  système  B  (n^  552),  et  réciproque- 
ment; de  sorte  que  pour  ces  droites  comparées  deux  à  deux,  la  rencontre  n'a  plus 
lieu  qu'a  une  distance  infinie. 

2^  Deux  génératrices  du  système  A  ne  se  trouvent  jamais  dans  un  plan  unique 
(n^  522)  ;  il  en  est  de  même  des  génératrices  du  système  B,  puisque  ces  dernières 
s'appuient  aussi  (n^  528)  sur  trois  droites  du  système  A,  lesquelles  sont  dans  des 
plans  différents. 

3^  Trois  droites  quelconques  du  système  A  nesont  jamais /^oroM^^  à  u/i  même 
plan;  car,  si  cela  avait  lieu,  il  s'ensuivrait  par  le  n*^  529  que  les  directrices  B,  B',  B'', 
sur  lesquelles  s'appuient  toutes  les  génératrices  du  premier  mode,  seraient  aussi 
parallèles  toutes  trois  à  un  même  plan,  ce  qui  est  contraire  à  la  définition  du 
n*'  521.  Réciproquement  trois  quelconques  des  génératrices  du  système  B  ne  se 
trouvent  jamais  parallèles  à  un  même  plan;  car  cela  entraînerait  aussi  (n**  529) 
une  restriction  semblable  pour  les  droites  du  système  A,  sur  lesquelles  s'appuient 
ces  génératrices  du  second  mode. 

4°  Le  centre  de  l'hyperboloïde  est  placé  au  centre  du  parallélipipëde  construit 
avec  trois  droites  quelconques  du  système  A,  jointes  aux  trois  génératrices  du  sys- 
tème B,  qui  se  trouvent  respectivement  parallèles  aux  trois  premières  (n^*  552); 


beaucoup  de  conséquences  intéressantes;  mais  ici  nous  ferons  seulement  observer  :  i®  que  chacun  de  ces 
parallélipipèdes  est  circonscrit  à  Thyperboloïde,  puisque  chaque  face  renferme  deux  génératrices,  et  devient 
tangente  dans  le  point  où  se  coupent  ces  droites;  a**  quMls  offrent  une  construction  graphique  fort  élégante, 
pour  trouver  le  centre  de  la  surface  gauche  définie  par  trois  directrices  rectilignes;  3**  qu'ils  ne  sont  pas 
moins  utiles  sous  le  rapport  analytique,  puisqu'on  adoptant  ce  centre  pour  origine  des  axes  coordonnés, 
choisis  parallèles  aux  trois  directrices  assignées,  l'équation  de  la  surface  se  présentera  sous  la  forme  très- 
simple 

ao       67       ay 

En  effet,  les  axes  actuels  étant  évidemment  trois  arêtes  du  cône  asymptotique,  il  doit  arriver  que  chaque 
plan  coordonné  coupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  qui  ait  pour  asymptotes  les  deux  axes  contenus  dans 
eeplaa» 
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OU  plus  simplement,  il  est  donné  par  Tintersection  de  trois  plans  asymptotiques 
(no  553). 

5®  Une  droite  quelconque  D  ne  saurait  percer  l'hyperboloïde  en  plus  de  deux 
points;  car,  si  elle  avait  trois  points  communs  avec  cette  surface,  la  droite  D  s'ap- 
puierait sur  trois  génératrices  de  l'un  ou  de  l'autre  système,  de  sorte  qu'elle  coïn- 
ciderait tout  entière  avec  la  surface.  D'ailleurs,  pour  obtenir  ces  points  d'intersec- 
tion, il  faudra  construire,  comme  au  n^  531,  la  section  faite  dans  l'hyperboloïde 
par  un  plan  vertical  ou  horizontal,  conduit  suivant  la  droite  D. 

535.  La  surface  gauche  engendrée  par  une  droite  qui  glisse  sur  trois  autres  droites 
fixes  non  parallèles  à  un  même  plan,  est  identique  açec  r hyperbolo'ide  à  une  nappe 
que  nous  avons  décrit  au  n^  83.  En  effet,  cette  surface  gauche  est  d'abord  du  second 
degré,  puisque,  sans  effectuer  les  calculs,  il  est  aisé  de  voir  que  les  conditions  par 
lesquelles  on  exprimerait  que  la  droite  mobile  a  un  point  de  commun  avec  chaque 
directrice,  ne  pourraient  conduire  qu'à  une  équation  du  second  degré.  Ensuite, 
cette  surface  gauche  est  douée  d'un  centre  (n^  532)  ;  donc,  comme  elle  ne  saurait 
être  évidemment  ni  un  cône,  ni  un  cylindre,  qui  sont  développables,  il  faut  qu'elle 
soit  un  ellipsoïde  ou  l'un  des  deux  hyperboloïdes.  Or  l'ellipsoïde  est  une  surface 
limitée  en  tous  sens  (n^  81)  qui  ne  saurait  admettre  pour  génératrice  une  droite 
indéfinie;  d'un  autre  côté,  l'hyperboloïde  du  n°  85  présente  deux  nappes  séparées 
par  un  intervalle  imaginaire,  de  sorte  qu'une  droite  indéfinie  et  continue  ne  saurait 
évidemment  s'appliquer  tout  entière  sur  cette  surface;  par  conséquent,  on  est 
ramené  à  la  proposition  énoncée  au  commencement  de  cet  article. 

356.  {Fig.  119O  Pour  manifester  plus  clairement  l'identité  dont  il  s'agit,  et  qui 
peut  paraître  assez  étrange  au  premier  coup  d'œil,  nous  allons  démontrer  synthéti- 
quement  que  l'hyperboloïde  décrit  au  n®  85  admet  en  effet  deux  systèmes  de  géné^ 
ratrices  rectilignes.  D'après  la  définition  de  cette  surface,  toutes  les  sections  perpen- 
diculaires k  son  axe  imaginaire  sont  des  ellipses  semblables  :  si  donc  nous  la  coupons 
par  trois  plans  horizontaux  c'a',  V'X',  V"X",  dont  le  premier  passe  par  le  centre  et 
dont  les  deux  autres  soient  h  égales  distances,  au-dessous  et  au-dessus  de  ce  point, 
nous  obtiendrons  VeUipse  de  gorge  {abef,  aie)  et  deux  autres  ellipses  égales,  proje- 
tées horizontalement  sur  VUXY  qui  a  ses  axes  parallèles  et  proportionnels  à  ceux 
de  abef.  Gela  posé,  en  menant  à  cette  dernière  une  tangente  quelconque  ADB,  on 
sait  que  les  parties  AD  et  DB  seront  égales  (^)  ;  si  donc,  nous  joignons  le  point 
(D,  D')  avec  (A,  A')  et  (B,  S'),  nous  obtiendrons  deux  droites  (AD,  A'D')  et  (DB, 
D'ê')  qui  seront  nécessairement  le  prolongement  l'une  de  l'autre,  puisque  ce  sont 
les  hypoténuses  de  deux  triangles  rectangles  évidemment  égaux,  projetés  sur  DT  A' 
et  D'Fê'.  D^où  il  résulte  que  la  droite  totale  (ADB,  A'D' S')  a  trois  points  de  com- 
muns avec  l'hyperboloïde,  et,  conséquemment,  elle  est  tout  entière  sur  cette  surface, 
attendu  que  celle-ci  est  du  second  degré. 


(*)  Cette  proposition  se  démontre  aisément,  par  la  définition  purement  géométrique  des  diamètres  con- 
jugués et  des  courbes  semblables. 
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Maintenant,  projetons  le  point  A  sur  Tellipse  supérieure  en  a\  et  le  point  B  sur 
l'ellipse  inférieure  en  B',  puis,  joignons  ces  deux  points  dans  l'espace  avec  (D,  D')  ; 
nous  obtiendrons  encore  deux  droites  (BD,  B'D'),  (BA,  DV/),  dont  on  prouvera 
de  même  la  coïncidence;  de  sorte  que  la  droite  totale  (BDA,  B'D'a')  aura  trois 
points  de  communs  avec  Thyperboloide,  et,  par  suite,  elle  sera  située  tout  entière 
sur  cette  surface  du  second  degré. 

537.  {Fig.  1 19.)  De  là  nous  pouvons  conclure  que  tout  plan  vertical  ADB,  tan- 
gent à  Tellipse  de  gorge,  coupe  Thyperboloïde  suivant  deux  droites  distinctes,  qui 
se  croisent  en  (D,  D')  sur  cette  gorge,  et  sont  inclinées  symétriquement  de  part  et 
d'autre  de  la  verticale  D.  Par  conséquent,  cette  surface  peut  être  regardée  comme 
produite  par  le  mouçement  de  la  génératrice  (AD,  A'D'),  ou  dé  la  génératrice  (BD, 
B'D')  assujettie  à  glisser  constamment  sur  les  trois  ellipses  semblables 

(XYVU,  XT'),     {abef,  a'a'),     (XYVU,  X'T''); 

car  on  sait  (n^  513)  que  ces  conditions  règlent  complètement  le  mouvement  d'une 
ligne  droite.  Les  diverses  positions  de  ces  deux  génératrices  présenteront  donc  deuûo 
systèmes  de  droites  indéfinies,  situées  toutes  sur  l'hyperboloide,  savoir  : 

[A]  (AD,  A'D'),     (A,E,  a;EO,     (A3F,  A^F),..., 

[B]  (BD,B'D'),     (B,E,  B'.E'),     (B,F,  B'3P),..., 

et  les  unes  comme  les  autres  se  projetteront  verticalement  sur  des  tangentes  a  Thy- 
perbole  X'VX',  Ve'V,  contenue  dans  le  plan  vertical  VX.  En  effet,  au  point  (N,  N'), 
où  l'une  de  ces  génératrices  vient  percer  ce  plan  YX,  le  plan  tangent  de  la  surface 
est  perpendiculaire  au  plan  vertical,  attendu  qu'il  contient  la  tangente  à  l'ellipse 
horizontale  qui  aurait  son  sommet  en  (N,  N');  donc  la  génératrice  (BND,  B'N'D') 
se  confond,  en  projection  verticale^  avec  la  tangente  de  l'hyperbole  (X"a'X',  aX) 
qui  est  aussi  dans  ce  plan  tangent.  La  même  circonstance  arrive  pour  la  droite 
(ADN,  A'D'N'')  dont  la  projection  verticale  touche  cette  hyperbole  au  point  (N,  N")  ; 
et  les  asymptotes  sont  fournies  par  les  génératrices  (6K,  O'K'),  (/Ba,  O'Bj),  les- 
quelles, étant  parallèles  au  plan  vertical  VX,  ne  toucheront  plus  l'hyperbole  qu'à 
l'infini. 

538.  Deuûo  génératrices  quelconques  du  système  A  ne  sont  jamais  dans  un  même 
plan,  et  la  surface  est  gauche.  Considérons,  en  effet,  les  droites  (AD,  A'D')  et 
(A4G,  A4G').  Si  elles  se  coupaient,  leur  point  de  section  serait  projeté  horizon- 
talement en  M;  mais,  pour  la  première  de  ces  droites,  le  point  M,  étant  au  delà 
de  D  qui  appartient  à  l'ellipse  de  gorge,  devra  se  trouver  sur  la  nappe  supérieure 
en  M";  tandis  que  pour  la  droite  (A4G,  A'^6'),  le  point  M,  étant  en  deçà  de  G, 
appartiendra  nécessairement  à  la  nappe  inférieure,  et  sera  projeté  en  M'.  Donc  les 
droites  proposées  ne  se  coupent  pas,  et  d'ailleurs  il  est  bien  évident  qu'elles  ne 
sauraient  être  parallèles. 

On  prouvera  de  même  que  deux  génératrices  du  système  B  ne  sont  jamais  dans 
un  plan  unique. 
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559.  Au  contraire,  chaque  génératrice  {A^Gf  A!^G')  du  premier  système  coupe 
toutes  les  droites  du  second,  par  exemple  (BD,  B'D').  Car  le  poiotM,  où  se  rencon- 
trent les  projections  horizontales  de  ces  deux  droites,  est  placé»  sur  l'une  et  sur 
l'autre,  en  deçà  des  points  G  et  D,  qui  appartiennent  à  Tellipse  de  gorge;  donc 
les  deux  points  projetés  en  M  sont  sur  la  nappe  inférieure  de  Thyperboloïde,  et, 
par  conséquent,  ils  se  projettent  à  la  fois  en  M',  puisque  cette  nappe  ne  peut  évi- 
demment être  coupée  par  la  verticale  M  qu'en  un  seul  point.  Observons,  cependant, 
que  quand  on  choisira  une  génératrice  du  système  A  et  une  du  système  B  qui  passe- 
ront par  les  extrémités  d'un  même  diamètre  de  l'ellipse  de  gorge,  ces  deux  droites 
se  trouveront /7ara/fe'/e5;  mais  du  moins  elles  seront  encore  dans  un  plan  unique. 

On  démontrera  de  même  que  chaque  génératrice  du  système  B  coupe  toutes  celles 
du  système  A,  excepté  une  seule  qui  lui  est  parallèle. 

540.  Or,  le  mouvement  d'une  droite  étant  complètement  déterminé  (n^  521) 
par  la  condition  que  cette  ligne  mobile  s'appuie  constamment  sur  trois  droites 
fixes,  il  en  résulte  que  si  l'on  fait  glisser  la  génératrice  (AD,  A'D')  sur  trois  droites 
quelconques  du  système  B,  elle  ne  pourra  prendre  que  les  positions  A, ,  A, ,  A4 ,. •  •» 
qui  toutes  rencontrent  ces  trois  directrices  (n^  539);  de  même,  la  génératrice 
(BD,  B'D'),  en  glissant  sur  trois  droites  du  système  A,  viendra  coïncider  nécessai- 
rement avec  B2 ,  B, ,  B4 , . . . .  Par  conséquent,  l'hyperboloîde  actuel  nous  offre  bien 
toutes  les  propriétés  que  nous  avons  déjà  reconnues  dans  la  surface  gauche  du 
n^  521  ;  et,  si  les  trois  ellipses  directrices  étaient  des  cercles,  on  retomberait  sur 
thyperhohîde  de  révolution  dont  nous  avons  parlé  dans  les  n^  140,  141 ,  • . . . 

541 .  Du  plan  tangent.  {Fig.  1 19.)  Lorsque  l'hyperboloîde  à  une  nappe  est  défini 
par  les  trois  ellipses  semblables  citées  n^  537  (courbes  que  l'on  peut  aisément  con- 
struire, dès  que  les  trois  axes  Oa  =  0'a',  Oi,  OV  de  la  surface  sont  assignés), 
il  est  bien  facile  de  trouver  le  plan  tangent  relatif  à  un  point  donné  par  sa  projec- 
tion horizontale  M.  En  effet,  si  nous  tirons  par  le  point  M  une  tangente  AMB  à 
Tellipse  de  gorge,  ce  sera  la  projection  de  deux  génératrices,  représentées  sur  le 
plan  vertical  par  A'D'  et  B'D',  et  sur  lesquelles  il  faudra  projeter  le  point  donné 
en  M*'  ou  en  M';  de  sorte  qu'il  y  aura  deux  positions  pour  le  point  proposé.  Con- 
sidérons d'abord  le  point  (M,  M")  situé  sur  la  droite  (ADM,  A'D'M")  :  il  y  passe 
une  seconde  génératrice  appartenant  au  système  B,  savoir  (B4GM,  B'^G'M"),  la- 
quelle s'obtient  en  tirant  par  le  point  M  la  nouvelle  tangente  MGB4  à  l'ellipse  de 
gorge.  Alors,  l'ensemble  de  ces  deux  génératrices  déterminera  complètement 
(n^  530)  le  plan  qui  touchera  l'hyperboloîde  au  point  (M,  M"),  et  les  pieds  de 
ces  droites  fourniront  immédiatement  la  trace  horizontale  AB4P  de  ce  plan 
tangent. 

Quant  à  sa  trace  verticale  PQ",  on  l'obtiendra  par  le  secours  de  l'horizontale 
(MQ.  WQ")  menée  parallèlement  à  AB4. 

Pour  l'autre  point  (M,  M')  on  combinera  ensemble  les  deux  génératrices 
(BMD,  B'M'D')  et  A4MG,  A'^M'G')  qui  s'y  coupent;  et  la  trace  horizontale  du 
plan  tangent  relatif  à  ce  nouveau  point  sera  la  droite  A4B,  qui  se  trouvera  évidem* 


i 


..  j 


CHAPITRE  n.  —  HTPBRBOLOIDE  A  UNE  NAPPE.  235 

ment  parallèle  à  AB4«  La  trace  verticale  s'obtiendrait  par  le  même  moyen  que  pré- 
cédemment. 

542.  Pour  obtenir  une  symétrie  convenable  dans  la  représentation  de  l'hyper- 
boloide  au  moyen  de  ses  génératrices  rectilignes,  il  est  essentiel  de  choisir  les  cordes 
AB,  AjBa,  AaBa^^.M  sur  le  plan  horizontal,  de  manière  qu'elles  reviennent  tôt  ou 
tard  aboutir  deux  à  deux  aux  mêmes  points  de  l'ellipse  XYVU.  Or,  si  cette  courbe 
était  un  cercle,  on  sait  (n^  150)  que  l'on  remplirait  cette  condition  en  partageant 
la  circonférence  en  un  certain  nombre  de  parties  égales,  et  en  tirant  des  cordes 
qui  sous-tendissent  un  nombre  constant  de  ces  arcs  partiels;  d'ailleurs,  ces  cordes 
se  trouveraient  bien  tangentes  au  cercle  de  gorge,  qu'elles  traceraient  par  leurs 
seules  intersections  successives.  Si  donc,  en  supposant  cette  construction  effectuée 
pour  le  cercle  décrit  sur  YX  comme  diamètre,  on  imagine  qu'il  tourne  autour 
de  VX,  d'une  certaine  quantité  angulaire  propre  à  lui  donner  pour  projection  l'el- 
lipse XYVU,  il  arrivera  bien  que  les  cordes  primitives  se  projetteront  sur  d'autres 
cordes,  qui  viendront  nécessairement  aboutir,  deux  à  deux,  aux  mêmes  points  de 
cette  ellipse;  et  en  outre,  ces  nouvelles  cordes  seront  évidemment  tangentes  a 
l'ellipse  intérieure  suivant  laquelle  se  projettera  le  cercle  de  gorge  primitif.  D'où 
je  conclus  qu'il  faut  choisir  les  points  A,  A^ ,  A» ,  • . .  »  de  telle  sorte  qu'ils  répondent 
aux  ordonnées  qui  diviseront  le  cercle  VX  en  arcs  égaux;  et  tracer  ensuite  dans 
l'ellipse  XYVU,  des  cordes  AB,  A2B29...*  qui  sous-tendent  un  nombre  constant  de 
ces  jircs  d'ellipse,  quoique  ceux-ci  ne  soient  plus  de  même  longueur-  Une  fois  que 
les  génératrices  seront  ainsi  déterminées  sur  le  plan  horizontal,  on  en  conclura 
aisément  les  projections  verticales,  en  projetant  les  extrémités  A  et  B  en  A'  et  S', 
et  aussi  en  a'  et  B',  sur  les  deux  parallèles  VX'  etVX".  D'ailleurs,  les  intersec- 
tions consécutives  de  toutes  ces  génératrices,  si  elles  sont  assez  multipliées,  suffi- 
ront pour  dessiner  par  elles-mêmes  le  contour  de  l'ellipse  de  gorge  sur  le  plan 
horizontal,  et  les  deux  branches  de  l'hyperbole  parallèle  au  plan  vertical. 

543.  Du  CONE  ASYMPTOTE  de  l'hyperboloïde.  [Fig.  119.)  Si  par  le  centre  (0,0') 
de  cette  dernière  surface,  on  menait  des  droites  respectivement  parallèles  aux 
diverses  génératrices  du  système  A,  elles  le  seraient  en  même  temps  aux  généra- 
trices du  système  B,  puisque  chaque  droite  d'un  système  a  sa  parallèle  dans  l'autre 
(n^  552)  ;  et  l'on  formerait  ainsi  une  surface  conique  qui  serait  asymptote  de  Thy- 
perboloide  proposé.  Pour  le  prouver,  cherchons  d'abord  quelle  sera  la  trace  hori- 
zontale de  ce  cône.  En  considérant  l'arête  quelconque  Om  et  les  deux  génératrices 
DA  et  HR  qui  lui  sont  parallèles,  ces  trois  droites  seront  dans  un  même  plan  pas- 
sant par  le  diamètre  horizontal  (DOH,  D'O');  donc  la  trace  de  ce  plan  sera  une 
corde  RA  parallèle  à  DOH,  et  le  milieu  m  de  cette  corde  sera  évidemment  le  pied  de 
l'arête  Om.  En  raisonnant  de  même  pour  une  autre  arête  et  pour  les  deux  généra- 
trices de  l'hyperboloïde,  qui  lui  sont  parallèles,  on  verra  que  la  trace  horizontale 
vmyx  du  cône  en  question  sera  fournie  par  les  milieux  de  toutes  les  corfles  qui 
sous-tendront,  comme  RA,  an /iomè/ieco/i5to/i/ de  divisions  dans  l'ellipse  VYX.  Or, 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  numéro  précédent,  on  sait  que  toutes  ces  cordes 
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ont  pour  enveloppe  une  ellipse  qu'elles  touchent  en  leurs  milieux»  et  qui  est  sem- 
blable à  VXY;  donc  la  trace  i^myx  est  effectivement  une  ellipse  qui  jouit  de  cette 
propriété,  et  dont  le  demi-grand  axe  Oi^  est  égal  à  6K. 

Maintenant  le  cône  que  nous  venons  de  construire  est  asymptote  de  Thyperbo- 
loïde;  car,  en  coupant  ces  deux  surfaces  par  des  plans  horizontaux,  les  sections 
seraient  des  ellipses  respectivement  semblables  k  VYX  et  çyx^  et  qui,  comme  ces 
dernières,  auraient  pour  différence  de  leurs  demi-axes  une  quantité  variable  Yv 
égale  à  l'intervalle  V'K'  qui  sépare  Thyperbole  WV  de  son  asymptote  O'K'.  Or 
cet  intervalle  approche  indéfiniment  de  zéro,  à  mesure  que  Ton  s'abaisse  davantage 
au-dessous  du  centre  0';  donc  aussi  les  deux  sections  faites  dans  Thyperboloïde  et 
dans  le  cône  par  un  même  plan  horizontal  qui  s'éloigne  de  plus  en  plus  du  centre, 
seront  des  ellipses  semblables  qui  approcheront  indéfiniment  de  se  confondre, 
quoique  la  première  enveloppe  toujours  la  seconde;  donc  ces  deux  surfaces  sont 
bien  asymptotes  l'une  de  l'autre. 

544.  Des  section^s  planes  de  Vhyperboloîde.  {Fig.  109.)  Pour  obtenir  l'inter- 
section de  cette  surface  par  un  plan  donné  tt,  il  suffit  de  chercher  les  points  dans 
lesquels  ce  plan  va  couper  les  diverses  génératrices  A,  A',  A",...,  que  l'on  sait  con- 
struire (n°  521)  d'après  la  connaissance  des  trois  directrices  B,  B',  B";  puis,  de 
réunir  tous  ces  points  par  un  trait  continu.  La  tangente  à  cette  courbe  sera  donnée 
par  l'intersection  du  plan  n  avec  le  plan  tangent  de  l'hyperboloide  pour  le  point  en 
question,  plan  que  nous  avons  enseigné  à  construire  (n**  530). 

545.  Dans  le  cas  particulier  où  le  plan  donné  n  passerait  par  une  génératrice  A 
du  premier  système,  la  seconde  branche  d'intersection  serait  nécessairement  recti- 
ligne,  puisque  la  surface  est  du  second  degré;  et  cette  droite,  qui  appartiendrait  au 
système  B,  s'obtiendrait  en  cherchant  seulement  les  deux  points  où  le  plan  n  coupe 
deux  génératrices  A'  et  A"  du  premier  système.  D'ailleurs,  ce  plan  n  sersiit  tangent 
à  la  surface  dans  le  point  de  rencontre  des  deux  génératrices  qu'il  renfermerait. 

546.  Lorsque  ces  deux  génératrices  se  trouveront  parallèles  entre  elles,  le  plan  n 
devra  être  considéré  comme  asymptote  de  l'hyperboloide,  ou  tangent  dans  le  point 
infiniment  éloigné  où  concourraient  ces  deux  droites;  alors  le  plan  n  passerait 
nécessairement  par  le  centre  (n^  533)  de  la  surface,  et  serait  tangent  au  cône 
asymptote,  comme  on  Ta  vu  (n^  543)  pour  les  génératrices  DA  et  HR  de  h  fig-  1 19* 
Ainsi,  tout  plan  tangent  au  cône  asymptote  coupe  l'hyperboloide  suivant  deux  droites 
parallèles  à  l'arête  de  contact  de  ce  plan  avec  le  cône. 

547.  Pour  reconnaître  d'avance  la  nature  de  la  section  produite  par  un  plan 
donné  tt,  il  faudra  examiner  s'il  existe  quelque  générSitTice  parallèle  au  plan  sécant; 
parce  qu'alors  la  section  admettrait  une  ou  deux  branches  infinies.  A  cet  effet,  on 
construira  la  trace  du  cône  asymptote  sur  le  plan  horizontal,  en  menant  par  le 
centre  0  de  l'hyperboloide,  déterminé  comme  au  n^  533  (ou  même  par  un  point 
quelconque  de  l'espace),  des  parallèles  à  un  nombre  suffisant  de  génératrices  A» 
A',  A"',...  ;  puis,  on  conduira  par  le  sommet  de  ce  cône  un  plan  n'  parallèle  à tt,  t 
alors  il  pourra  se  présenter  trois  cas  distincts. 


I^ 


CBAFHf^  n.  —    HTPBftBOlOIDE   A   UNE   BTAPPE*  22^ 

Si  la  trace  horizontale  du  plan  it'  ne  rencontre  pas  la  base  du  cône  asymptote» 
il  n'existera  sur  ce  cône  aucune  arête  parallèle  à  ti;  et  il  en  sera  de  même  des  géné- 
ratrices de  l'hyperboloide,  qui  sont  (n^  543)  respectivement  parallèles  à  ces  arêtes. 
Donc,  dans  ce  cas»  la  courbe  de  section  n'aura  aucun  point  situé  à  l'infini»  et  elle 
sera  une  ellipse. 

a^  Si  la  trace  horizontale  du  plan  i^  coupe  en  deux  points  la  base  du  cône  asymp- 
tote» il  y  aura  sur  ce  cône  deux  arêtes  a  et  a'  parallèles  au  plan  n,  et  aussi  dans 
l'hyperboloïde  deux  génératrices  de  chaque  mode  [a  et  i,  a'  et  6')  qui  rempliront 
cette  condition;  par  conséquent^  la  section  faite  par  le  plan  n  admettra  deux  bran- 
ches infinies»  et  sera  une  hyperbole.  Pour  en  trouver  les  asymptotes»  on  mènera  le 
plan  Pf  qui  touche  le  cône  asymptote  {*)  le  long  de  l'arête  a;  et  comme  ce  plan 
renfermerait  (n^  546)  les  deux  génératrices  a  et  6  qui»  sur  l'hyperboloïde»  seraient 
parallèles  à  a»  il  est  tangent  à  cette  surface  pour  le  point  infiniment  éloigné  où  a 
et  h  iraient  rencontrer  le  plan  sécant  n  :  donc  Tintersection  des  plans  P  et  n  donnera 
l'asymptote  de  cette  branche.  L'autre  asymptote  sera  fournie  par  Tintersection  du 
plan  u  avec  le  plan  P'  qui  touchera  le  cône  asymptote  suivant  l'arête  <x!  ;  car  c'est 
dans  ce  plan  P'  que  seraient  contenues  les  deux  génératrices  a'  et  b\  qui  sont  paral- 
lèles à  a!. 

3^  Si  le  plan  vfy  mené  par  le  sommet  du  cône  asymptote»  touche  ce  cône  suivant 
une  arête  unique  a,  il  n'y  aura  sur  Thyperboloïde  qu'une  seule  génératrice  [a  et  b) 
de  chaque  système»  qui  soit  parallèle  à  a;  donc  alors  la  section  faite  par  le  plan  n 
n'aura  qu'une  branche  infinie»  et  sera  une  parabole.  D'ailleurs,  elle  n'admettra  pas 
d'asymptote;  car  c'est  le  plan  n'  lui-même  qui»  touchant  le  cône  asymptote»  renfer- 
merait (n^  546)  les  deux  génératrices  a  et  6  parallèles  à  a.  Donc  ce  plan  est  tangent 
à  l'hyperboloïde  pour  le  point  infiniment  éloigné  de  la  courbe;  mais»  comme  il  se 
trouve  ici  parallèle  au  plan  sécant  ;r»  leur  intersection»  qui  serait  l'asymptote»  se 
transporte  tout  entière  k  l'infini  et  n'existe  plus. 

548.  Par  les  constructions  précédentes»  on  saura  résoudre  le  problème  suivant, 
quand  il  sera  possible  :  Tromer  sur  un  hjrperbobîde  donné  une  génératrice  qui  soii 
parallèle  à  un  plan  connu  n.  Car»  en  menant  par  le  sommet  du  cône  asymptote  le 
plan  7r'»  parallèle  à  tt»  si  le  plan  tt'  coupe  ce  cône  suivant  une  ou  deux  arêtes  a  et  a'» 
les  plans  tangents  au  même  cône  le  long  de  ces  arêtes  donneront»  par  leurs  inter- 
sections avec  l'hyperboloïde»  les  génératrices  a  et  6»  parallèles  à  a»  et  les  généra- 
trices a!  et  b\  parallèles  à  a%  lesquelles  satisferont  toutes  quatre  à  la  question 
proposée. 


(*)  Il  faut,  ici,  que  ce  cône  ait  été  construit  de  manière  que  son  sommet  soit  précisément  au  centre  0 
de  l^hyperboloïde»  que  Ton  sait  trouver  par  le  n"*  533. 


29. 
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CHAPITRE  III. 

DU  PARABOLOIDE  HYPERBOLIQUE. 

549.  [Fig.  II 5.)  Nous  appellerons  ainsi  la  surface  engendrée  par  une  droite 
mobile  A,  qui  glisse  sur  deux  droites  fixes  B  et  B'  non  situées  dans  un  même  plan,  et 
qui  demeure  en  outre  constamment  parallèle  à  un  plan  donné  Vf  que  l'on  nomme  le 
plan  directeur  ;  car  il  sera  démontré  plus  loin  (n*^558)  que  cette  surface  est  iden- 
tique avec  celle  que  nous  avons  déjà  désignée  sous  ce  nom  au  n*  89.  Pour  construire 
les  diverses  positions  de  la  génératrice,  il  suffira  de  mener  par  chaque  point  M, 
pris  k  volonté  sur  la  génératrice  B,  un  plan  parallèle  à  P;  puis,  de  chercher  le  point  N 
oii  ce  plan  ira  couper  l'autre  directrice  B\  et  de  joindre  ces  deux  points  par  une 
droite  AMN.  On  voit  ainsi  que  les  conditions  précédentes  règlent  complètement  le 
mouvement  de  la*  droite  inobile,  puisque»  pour  chaque  point  M,  elle  ne  peut  prendre 
qu'une  position  unique. 

550.  Le  paraboloïde  hyperbolique  est  une  surface  gauche;  car  deux  généra- 
trices quelconques  A  et  A\  même  quand  elles  ne  sont  pas  infiniment  voisines,  ne 
pourraient  se  trouver  contenues  dans  un  plan  unique,  qu'autant  que  les  direc- 
trices B  et  B',  qui  ont  chacune  deux  points  communs  avec  les  premières,  seraient 
elles-mêmes  situées  dans  ce  plan  :  or  cela  est  contraire  à  la  définition  donnée  au 
numéro  précédent;  donc  la  surface  est  gauche. 

551.  {Fig.  Il 5.)  La  surface  qui  nous  occupe  admet,  comme  l'hyperbolo'ide 
gauche,  un  second  mode  de  génération  inverse  du  premier,  et  dans  lequel  deux 
des  génératrices  A,  A',  A",...,  deviendront  les  directrices.  Pour  le  prouver,  démon- 
trons que  tout  plan  DUY,  parallèle  aux  deux  directrices  B  et  B^  coupe  le  paraboloïde 
suivant  une  droite;  ce  qui  se  réduit  à  faire  voir  que  les  trois  points  D,  D',  D'',  où  ce 
plan  rencontre  trois  génératrices  quelconques  A,  A',  A",  se  trouvent  en  ligne  droite. 

Projetons  la  figure  entière  sur  un  plan  QOX,  parallèle  aussi  aux  deux  directrices 
B  et  B',  et  employons  pour  lignes  projetantes  des  droites  obliques  (*),  mais  paral- 
lèles toutes  à  une  ligne  PO  menée  arbitrairement  dans  le  plan  directeur  POX. 
Alors  B  et  B'  deviendront  deux  lignes  quelconques^  et  b';  mais  les  droites  MDN, 
M'D'N',  M"D"N",  ayant  leurs  plans  projetants  parallèles  à  P,  se  projetteront  sui- 
vant des  droites  mdn,  rrid'  n!^  m^d'^n",  nécessairement /^oro/^^  à  l'intersection  OX 
des  deux  plans  P  et  Q.  Cela  posé,  on  aura  évidemment 

MD  _  mrf      WW  _  m'J/       WW  _  m"  d' 
DH~  dn^     D'N'  ~  rf'n' '      D'^N*'  ~  Wn^'^ 


(*)  Nous  avions,  dès  Tannée  i8i8,  démontré  cette  proposition  en  conservant  les  projections  orthogo* 
nales,  et  employant  un  plan  QOX  perpendiculaire  au  plan  directeur  P;  ce  qui  laisse  subsister  tous  les  rai- 
sonnements et  les  calculs  du  texte.  Mais  la  marche  actuelle  offre  Tavantage  de  mettre  sous  les  yeux  du 
lecteur  le  second  plan  directeur  Q  qu^admet  le  paraboloïde  hyperbolique. 
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maist  d'un  autre  côté,  le  plan  DUV  étant  parallèle  aux  deux  lignes  B  et  B\  on  peut 
regarder  les  droites  A,  A',  A'',  comme  coupées  par  trois  plans  parallèles,  et,  d'après 
un  théorème  connu  de  la  géométrie  ordinaire,  on  aura  les  rapports  égaux 


MD       M'D'       M"D' 


ÏV«  1 


DN        D'N'        D'^N'^ 

qui,  en  vertu  des  égalités  précédentes,  donneront  encore 

md m'd' m^rf^ 

'dn'^  rfV  ~  d^' 

Or,  puisque  ces  rapports  égaux  subsistent  entre  des  droites  mn,  m'n\  ni'n''y  qui 
sont  parallèles  entre  elles,  il  en  résulte  nécessairement  que  les  trois  points  rf,  d\  d\ 
sont  sur  une  même  droite  qui  convergerait  avec  b  et  V  vers  un  point  unique;  d'où  il 
suit  que  les  points  de  l'espace  D,  D',  D",  se  trouvent  dans  le  plan  projetant  passant 
par  la  droite  dd'  d";  et  comme  ils  sont  d'ailleurs  dans  le  plan  DUV,  qui  est  distinct 
de  ce  plan  projetant,  il  en  résulte  que  ces  trois  points  D,  D',  D'',  sont  effectivement 
en  ligne  droite. 

552.  {Fig.  1 15.)  D'après  cela,  sil'onfait  glisser  sur  deux  génératrices  A  et  A'  du 
premier  mode  une  droite  mobile  W  assujettie  en  outre  à  demeurer  parallèle  au  plan  Q, 
elle  engendrera  le  même  paraboloîde  que  ci-dessus  ;  car,  lorsque  B'^  passei*a  par  le 
point  Dpar  exemple,  elle  ne  pourra  manquer  de  coïncider  avec  la  droite  DD'D" 
qui  est  située  (n^  551)  sur  ce  paraboloîde,  et  qui  remplit  déjà  les  conditions  impo- 
sées à  B'".  Ainsi,  voilà  un  second  mode  de  génération  où  le  nouveau  p^/^  directeur  Q 
est  parallèle  aux  deux  directrices  B  et  B'  de  l'ancien  mode,  et  où  les  directrices  nou- 
velles sont  deux  génératrices  quelconques  du  premier  système  A. 

553.  Maintenant,  essayons  de  faire  mouvoir  une  droite  B''  de  manière  qu'elle 
s'appuie  constamment  sur  trois  droites  quelconques  A,  A^  A'",  du  premier  système, 
sans  lui  imposer  la  restriction  d'être  parallèle  à  un  plan  directeur.  Ces  conditions 
suffiront  pour  régler  complètement  (n®  521)  le  mouvement  de  cette  génératrice;  et 
quand  elle  passera  par  le  point  D,  par  exemple,  elle  devra  encore  coïncider  avec 
DD'D'^  qui  remplit  déjà  les  conditions  énoncées  :  donc  B'^  va  ainsi  décrire  le  même 
paraboloîde  que  précédemment.  Par  conséquent,  voilà  un  troisième  mode  de  géné- 
ration, dans  lequel  cette  surface  est  produite  par  le  mouvement  d'une  droite  B''  qui 
glisse  constamment  sur  trois  droites ^es  A,  A\  A'',  lesquelles  sont  parallèles  à  un 
même  plan;  car  ici  ces  trois  directrices,  au  lieu  d'être  tout  à  fait  quelconques,  se 
trouvent,  par  la  définition  du  n^  549,  parallèles  toutes  au  plan  P  :  de  sorte  que, 
sous  ce  point  de  vue,  le  paraboloîde  hyperbolique  est  un  cas  particulier  de  l'hyper- 
boloide  à  une  nappe  (n^  521).  D'ailleurs,  quoiqu'on  n'ait  pas  imposé  à  la  droite 
mobile  B"  la  restriction  de  demeurer  parallèle  à  un  plan  fixe,  elle  ne  laissera  pas 
de  remplir  cette  condition,  puisque  les  positions  qu'elle  prendra,  comme  DD'D'', 
sont  déjà  toutes  parallèles  au  plan  Q;  ce  qui  s'accorde  avec  la  remarque  du  n^  529. 

Il  est  aussi  évident  que  ce  mode  de  génération  admet,  pour  réciproque,  un  qua- 
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triëmç  mode  dans  lequel  on  ferait  mouvoir  la  droite  A  sur  trois  quelconques  des 
génératrices  du  système  B;  car  cette  droite  A  ne  pourrait  prendre  (n**  521  )  que  les 
positions  A',  A'',...,  qui  remplissent  déjà  cette  condition,  et  elle  demeurerait  ainsi 
parallèle  au  plan  P,  quoiqu'on  ne  lui  eût  pas  imposé  cette  restriction. 

554.  [Fig.  1 1 5.)  Il  résulte  évidemment  delà  :  i^ que  par  chaque  point  D  prisa 
volonté  sur  le  paraboloïde^  il  passe  deux  droites  situées  tout  entières  sur  la  surface, 
et  appartenant  Tune  au  système  A,  l'autre  au  système  B;  a**  que  deux  génératrices 
appartenant  au  même  mode  ne  sont  jamais  dans  un  plan  unique,  puisque  ce  qui  a 
été  prouvé  (n®  550)  pour  les  droites  A,  A',  A",...,  s'applique  évidemment  aussi  aux 
droites  B,  B',  B",...;  3®  que  chaque  génératrice' d'un  système  coupe  toutes  les 
droites  de  l'autre  mode,  sans  qu  il  y  en  ait  deux  de  parallèles  :  car,  si  cette  circon- 
stance avait  lieu  pour  A"  et  B",  par  exemple,  il  s'ensuivrait  que  ces  droites  seraient 
aussi  parallèles  à  l'intersection  OX  des  deux  plans  directeurs,  ce  qui  est  impossible, 
à  moins  qu'on  ne  les  regarde  comme  placées  à  une  distance  infinie;  4^  une  droite 
quelconque  ne  peut  traverser  le  paraboloîde  qu'en  deux  points  :  car,  si  elle  avait 
trois  points  communs  avec  cette  surface,  elle  s'appuierait  sur  trois  génératrices,  et, 
par  conséquent  (n**  555),  elle  coïnciderait  tout  entière  avec  le  paraboloîde.  D'ail- 
leurs, pour  obtenir  les  points  d'intersection,  il  faudra  construire  le  section  faite  dans 
la  surface  par  un  plan  vertical  ou  horizontal,  conduit  suivant  la  droite  donnée. 

555.  Enfin,  puisque  dans  le  premier  mode  de  génération  les  diverses  positions 
A,  A',  A'',...  de  la  génératrice  sont  fournies  par  des  plans  parallèles  à  P,  qui  coupent 
les  directrices  B  et  B'  aux  points  M  et  N,  M'  et  N',...,  on  sait,  par  la  géométrie 
ordinaire,  que  ces  plans  diviseront  les  droites  B  et  B'  en  parties  proportionnellas, 
c'est-à-dire  que  l'on  aura 

MM'       M'M-'       M-'M-' 


NN'  ""  N'N^"'  "^  N-'N 


m   -"  •••» 


d'où  il  résulte  qu'au  lieu  d'un  plan  directeur,  on  pourrait  assigner  deux  positions 
primitives  A  et  A'  de  la  droite  mobile,  puis  exiger  que  celle-ci  glissât  sur  B  et  B' 
de  manière  à  intercepter  toujours  des  parties  proportionnelles  avec  MM'  et  NN'.  Cette 
marche  sera  d'un  usage  fort  commode  pour  l'exécution  en  relief  du  paraboloîde 
hyperbolique;  car,  après  avoir  construit  un  quadrilatère  gauche,  tel  que  MNN'^M*', 
dont  les  côtés  et  les  angles  soient  invariables,  il  suffira  de  diviser  les  côtés  opposés 
MM""  et  NN'^  en  un  même  nombre  de  parties  égales;  puis,  en  joignant  les  divisions 
correspondantes  par  des  fils  tendus  en  ligne  droite,  on  obtiendra  une  représentation 
fidèle  de  cette  surface.  Pour  y  introduire  en  même  temps  les  génératrices  du  système 
B,  il  n'y  aura  qu'à  diviser  aussi  les  deux  autres  côtés  MN  et  M*'N*'  en  un  même 
nombre  de  parties  égales,  et  joindre  les  points  de  division  correspondants  par  d'au- 
tres fils,  qui  devront  alors  s'appuyer  d'eux-mêmes  sur  les  premiers,  et  ne  former 
qu'une  seule  et  même  surface,  où  les  deux  modes  de  génération  se  trouveront  expri- 
més d'une  manière  bien  sensible  {voyez  n^  566  et  l^fig*  120). 

556.  Du  plan  tangent.  {Fig.  1 15.)  Lorsqui"  le  point  de  contact  G  sera  donné  sur 
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une  génératrice  connue  AM6N,  il  suffira  de  construire  seulement  une  seconde  géné- 
ratrice A'  du  même  mode,  en  employant  le  procédé  du  n°  549,  si  le  paraboloïde  est 
défini  par  un  plan  directeur  P  ;  et,  s'il  Tétait  par  trois  directrices  B,  B',  B",  parallèles 
à  un  même  plan,  on  emploierait  la  marche  du  n^  521.  Quand  une  fois  on  connaîtra 
les  deux  génératrices  A  et  A',  on  les  coupera  par  un  plan  mené  du  point  G  parallè- 
lement aux  directrices  B  et  B',  et  la  droite  GH,  qui  réunira  les  points  de  section,  sera 
située  (n^  551),sur  le  paraboloïde;  donc  le  système  des  deux  droites  AG  et  GH,  qui 
sont  elles-mêmes  leurs  propres  tangentes,  déterminera  le  plan  tangent  de  la  surface 
pour  le  point  donné  G. 

557.  Si  Ton  assignait  seulement  la  projection  horizontale  ^  du  point  de  contact, 
sans  donner  la  génératrice  qui  le  contient,  il  faudrait  chercher  d'abord  la  seconde 
projection  de  ce  point.  Pour  cela,  on  ferait  passer  par  ^  un  plan  vertical  quelconque 
dont  on  déterminerait  les  intersections  avec  diverses  génératrices,  et  la  suite  de  ces 
points  fournirait  la  projection  verticale  de  la  section  faite  dans  la  surface;  alors 
on  projetterait  le  point  g  sur  cette  courbe,  et,  ayant  ainsi  les  deux  projections 
^  et  ^  du  point  de  contact,  il  serait  bien  facile  de  mener  la  génératrice  qui,  pas- 
sant par  ce  point,  s'appuierait  sur  B  et  B'  :  de  sorte  que  Ton  serait  ramené  au  cas 
précédent. 

558.  La  surface  gauche  qui  nous  occupe  est  identique  wec  le  paraboloïde  hyper^ 
hoUque  que  nous  avons  décrit  au  n^  89.  En  effet,  cette  surface  gauche  est  du  second 
degré;  car,  sans  effectuer  les  calculs,  il  est  facile  de  voir  que  les  conditions  par 
lesquelles  on  exprimerait  que  la  droite  mobile  A  a  toujours  un  pointde  commun  avec 
B  et  avec  B',  et  demeure  parallèle  au  point  P  choisi,  si  Ton  veut,  pour  un  des  plans 
coordonnés,  conduiraient  à  une  équation  qui  ne  dépasserait  pas  le  second  degré  : 
et  cette  conséquence  s'accorde  avec  la  dernière  remarque  du  n®  554.  Ensuite,  cette 
surface  gauche  n'admet  aucune  section  plane  qui  soit  une  courbe  fermée,  comme 
nous  allons  le  démontrer  (n^  564);  d'ailleurs,  elle  ne  peut  être  un  cylindre  à  base 
hyperbolique  ou  parabolique,  attendu  qu'elle  est  gauche  :  il  faut  donc  qu'elle  coïn- 
cide avec  le  paraboloïde  hyperbolique  (n^  89),  puisque  toutes  les  autres  surfaces 
du  second  degré  admettent,  par  leur  génération  même,  des  sections  elliptiques 
[voyez  livre  II,  chapitre  I**). 

559.  Sections  planes  du  paraboloïde  hyperbolique.  [Fig.  ii5.)  On  obtiendra  la 
courbe  d'intersection  de  cette  surface  avec  un  plan  donné  tt,  en  construisant  les 
points  où  ce  plan  coupe  les  diverses  génératrices  A,  A^  A'',...;  et  la  tangente  à  cette 
courbe  en  un  point  donné,  résultera  de  l'intersection  du  plan  n  avec  le  plan  tan- 
gent au  paraboloïde,  pour  le  point  en  question,  plan  qui  se  construira  comme  au 
n®  556.  Quant  k  la  nature  de  la  section,  on  peut  la  prévoir  d'avance  par  les  règles 
suivantes. 

560.  D'abord,  si  le  plan  sécant  tt  passe  déjà  par  une  droite  A  du  paraboloïde, 
l'autre  branche  d'intersection  sera  encore  rectiligne,  puisque  cette  surface  est  du 
second  degré  :  on  l'obtiendra  en  cherchant  seulement  les  points  D'  et  D"",  où  tt  va 
ri^ncoutrer  deux  autres  génératrices  A'  et  A'%  du  même  mode  que  A;  et  la  sectioa 


23^  LIVRE   Vn.  —  DBS   SITBFACES   GAVCHBS. 

totale  se  composera  des  deux  droites  A  et  DD'D",  de  sorte  que  le  plan  it  se  trouvera 
tangent  en  D,  et  sécant  partout  ailleurs. 

561 .  Dans  le  cas,  plus  particulier  encore,  où  le  plan  tt,  qui  passe  par  A,  se  trou- 
verait parallèle  au  plan  directeur  P,  qui  correspond  à  cette  génératrice,  il  ne  cou- 
perait plus  les  autres  génératrices  du  même  mode;  de  sorte  que  la  seconde  branche 
d'intersection  qui  était  tout  à  Theure  DD'D",  s'éloignerait  tout  entière  à  l'infini . 
Donc  alors  la  section  se  réduirait  à  la  droite  unique  A;  mais  le  plan  n  devrait  tou- 
jours être  considéré  comme  tangent  au  paraboloide  dans  le  point  infiniment  éloigné 
situé  sur  A,  ou  bien  comme  un  plan  asymptote  de  la  surface. 

562.  Généralement,  soit  n  un  plan  quelconque  qui  n'est  pas  parallèle  à  l'inter^ 
section  OX  des  deux  plans  directeurs;  il  coupera  ceux-ci  suivant  des  droites  &  et  (^, 
non  parallèles  à  OX,  et  alors  il  existera  dans  chaque  système  une  génératrice  paral- 
lèle à  71.  En  effet,  conduisons  par  la  directrice  B  un  plan  BCE  parallèle  à  la  trace  c^; 
ce  plan  coupera  nécessairement  la  directrice  B'  en  un  certain  point  N"^,  et  en  menant 
par  ce  point  la  droite  N"M"A"  parallèle  à  (?,  elle  ira  rencontrer  la  directrice  B,  et 
sera  évidemment  une  génératrice  parallèle  au  plan  n.  Si  l'on  opère  d'une  manière 
semblable  pour  la  trace  c^,  en  menant  par  la  génératrice  A  un  plan  parallèle  à  (^, 
il  coupera  une  autre  droite  A'  du  même  système  en  un  pcfint  D',  par  lequel  on  pourra 
conduire  une  autre  génératrice  B'',  qui  sera  parallèle  à  (^  et  au  plan  n.  De  là  on 
doit  conclure  que  la  section  faite  par  ce  plan  n  présentera  deux  branches  ouvertes, 
qui  convergeront  vers  les  points  infiniment  éloignés  où  n  irait  rencontrer  les  deux 
génératrices  A"  et  B"  ;  ainsi  cette  section  sera  une  hyperbole  dont  nous  allons  con- 
struire les  asymptotes. 

Menons  par  la  génératrice  A''  un  plan  n'  parallèle  à  P  :  ce  plan  tt'  sera  tangent 
(n^  56i)  au  paraboloide  dans  le  point  situé  à  l'infini  sur  A'';  donc  l'intersection  de 
ce  plan  tangent  avec  le  plan  n  de  la  courbe,  fournira  l'asymptote  de  la  branche  qui 
converge  vers  A",  et  cette  asymptote  sera  évidemment  parallèle  à  cette  génératrice. 
L'autre  asymptote  sera  donnée  semblablement,  par  l'intersection  du  plan  n  avec  un 
plan  n"  mené,  suivant  B'',  parallèlement  au  second  plan  directeur  Q,  et  elle  sera 
parallèle  à  B". 

563.  Enfin,  supposons  que  le  plan  sécant  n  soit  parallèle  à  l'intersection  OX 
des  deux  plans  directeurs,  auquel  cas  ses  deux  traces  &  et  â^  sur  ces  derniers  se 
trouveront  elles-mêmes  parallèles  à  OX.  Alors,  si  Ton  veut  essayer  d'obtenir  une 
génératrice  parallèle  à  tt,  il  faudra  encore  mener  par  B  un  plan  BCE  parallèle  à  â; 
mais  ici  ce  plan  ne  coupera  plus  aucune  des  génératrices  B'  et  B'",...,  puisqu'il 
deviendra  évidemment  parallèle  k  Q  :  donc  la  génératrice  parallèle  à  tt,  dans  le  sys- 
tème A,  est  transportée  tout  entière  à  une  distance  infinie.  Il  en  sera  de  même  de  la 
génératrice  qui,  dans  le  système  B,  serait  parallèle  à  tt  ;  de  sorte  que  la  section  faite 
par  le  plan  n  sera  encore  ouverte,  puisqu'il  y  aura  des  génératrices  de  plus  en  plus 
éloignées  qui  approcheront  indéfiniment  d'être  parallèles  à  n  :  mais  cette  courbe 
n'aura  plus  d'asymptote.  En  effet,  cette  dernière  ligne  serait  donnée,  comme  on  l'a 
vu  au  numéro  précédent,  par  l'intersection  du  plan  n  avec  un  plan  n'  ou  tt",  parai- 
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lële  à  P  ou  Q,  et  mené  suivant  la  génératrice  parallèle  à  tt  :  or  cette  génératrice  est 
ici  transportée  tout  entière  à  Tinfini;  donc  aussi  le  plan  rr'  s'éloigne  indéfiniment, 
et  ne  fournit  plus  d'asymptote.  Par  conséquent,  la  section  relative  au  cas  actuel  est 
une  parabole. 

564.  En  résumant  cette  discussion,  on  voit  :  i®  que  tout  plan  tt,  parallèle  à  rin-- 
tersection  OX  des  deux  plans  directeurs  (*),  donne  une  section  paraboijque;  et  «, 
en  outre t  n  est  parallèle  à  l'un  de  ces  plans  directeurs^  cette  parabole  se  réduit  à  une 
droite  unique  (n°  561  ). 

2*^  Si  le  plan  sécant  n  n^ est  point  parallèle  à  V  intersection  OX  des  deux  plans  direc- 
teurs^ la  section  ^^ujne  hyperbole;  mais  elle  dégénère  en  deux  droites  qui  se  cou- 
pent, si  le  plan  sécant  contient  déjà  une  génératrice  de  la  surfojce  (n**  560). 

3°  Dans  aucun  caSf  la  section  faite  par  un  plan  quelconque  tt  dans  le  paraboloïde 
ne  peut  être  une  courbe  fermée.  * 

565.  Observons  aussi  que  les  constructions  indiquées  au  n^  562  serviront  à 
résoudre  ce  problème  :  Trouver  sur  un  paraboloïde  donné  une  génératrice  qui  soit 
parallèle  à  un  plan  connu  n.  Il  y  aura  deux  solutions  quand  ce  plan  n  ne  sera  point 
parallèle  a  l'intersection  des  deux  plans  directeurs  :  et  le  problème  sera  impossible, 
lorsque  tt  se  trouvera  parallèle  à  cette  intersection,  à  moins  qu'il  ne  le  soit  en  mémo 
temps  k  l'un  des  plans  directeurs,  auquel  cas  il  existera  une  infinité  de  solutions, 
fournies  par  toutes  les  génératrices  parallèles  a  ce  plan  directeur. 

PROBLÈME.  Représenter  un  paraboloïde  engendré  par  une  droite  mobile  A  qui 
glisse  sur  deux  droites  fixes  ^  et  B^,  en  demeurant  parallèle  à  un  plan  directeur 
donné  P;  et  construire  le  plan  tangent  de  cette  surface^  pour  un  point  connu, 

566.  Afin  de  donner  à  notre  épure  toute  la  symétrie  qu'on  devrait  chercher  a 
obtenir  dans  la  construction  d'un  modèle  en  relief,  nous  ferons  observer  qu*un 
plan  Q,  parallèle  aux  droites  données  B  et  B^,  serait  le  plan  directeur  du  second 
mode  de  génération  (n^  552)  du  paraboloïde  cherché;  et  comme  ce  plan  Q  est  évi- 
demment déterminé,  au  moins  en  direction,  par  les  données  actuelles  du  problème, 
il  nous  sera  toujours  permis  d'adopter  les  dispositions  suivantes  : 

i<>  [Fig.  I20.)  Nous  choisirons  notre  plan  horizontal  de  projection,  perpendicu- 
laire aux  deux  plans  directeurs  P  et  Q,  lesquels  seront  alors  représentés  par  leurs 
traces  horizontales  op  et  oq. 

2**  Nous  dirigerons  le  plan  vertical  de  projection,  de  manière  qu'il  soit  parallèle 
à  la  droite  oy  qui  divise  en  parties  égales  l'angle  poq  ;  puis,  nous  tracerons  les  pro- 
jections (CD,  CD')  de  la  droite  donnée  B,  et  les  projections  (EF,  C'F)  de  l'autre 
directrice  Bj,  en  faisant  attention  que  les  deux  projections  horizontales  CD  et  EF 
devront  être  nécessairement  parallèles  entre  elles,  d'après  la  condition  i**,  puis- 
qu'elles le  seront  à  la  trace  oq  du  plan  directeur  Q. 


(*  )  On  verra  au  n*  572  que  cette  droite  OX  est  Vaxe  principal  du  paraboloïde,  ou  du  moins  lui  est  paral- 
lèle; car  les  deux  plans  directeurs  ne  sont  pas  délerminés  quant  à  la  position  absolue,  mais  seulement  quant 
à  lear  direction. 

Géométrie  Leroy.  3o 
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3®  Nous  pouvons  encore  élever  ou  abaisser  notre  plan  horizontal  de  telle  sorte, 
que  la  ligne  de  terre  VY'  passe  par  le  point  C,  où  se  croisent  les  deux  projections 
verticales  des  directrices  B  et  Bj;  et  alors  les  traces  horizontales  C  etE  de  ces  droites 
se  trouveront  sur  une  même  perpendiculaire  CE  à  la  ligne  de  terre. 

4®  Nous  limiterons  ces  directrices  aux  deux  points  (D,  D'),  (F,  F')  où  elles  vont 
rencontrer  le  plan  vertical  DOF  mené  perpendiculairement  sur  le  milieu  de  CE;  de 
sorte  que  la  figure  CDEF  sera  un  losange,  dont  le  centre  0  sera  la  projection  de 
Vaxe  du  parabolo'ide,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin  (n®  572) ,  pourvu  cepen- 
dant que  les  directrices  B  et  B,  soient  également  inclinées  sur  le  plan  horizontal 
actuel.  A  la  vérité>  cette  dernière  condition  pourrait  bien  ne  pas  être  remplie  par 
les  directrices  que  la  question  assigne;  mais  nous  admettrons  quelle  est  vérifiée  ici^ 
et,  par  suite,  que  les  points  (D,  D'),  (F,  F'),  sont  à  la  même  hauteur,  attendu  que, 
dans  tous  les  cas,  nous  saurons  retrouver  (n^  572)  parmi  les  génératrices  du  para- 
boloïdedeux  droites  qui  seraient  également  inclinées  sur  la  verticale,  et  qui,  dès 
lors,  pourraient  être  substituées  aux  directrices  données  (CD,  CD') ,  (EF,  C'F') ,  si 
ces  dernières  ne  remplissaient  pas  cette  condition. 

567.  {Fig.  lao.)  Cela  posé,  la  droite  qui  réunira  les  points  (D,  D')  et  (E,  C) 
sera  évidemment  parallèle  au  plan  directeur  P,  puisque  sa  projection  horizontale 
DE  se  trouvera  parallèle  à  la  trace  op  de  ce  plan  vertical  P,  d'après  les  conditions  2^ 
et  4^  du  numéro  précédent.  Donc  (DE,  D'C)  est  une  position  de  la  génératrice 
mobile  A;  et  comme  il  en  sera  de  même  de  la  droite  (CF,  C'F'),  on  voit  que,  si 
l'on  divise  en  un  même  nombre  de  parties  égales  les  deux  directrices  données 
(CD,  CD'),  (EF,  C'F');  puis,  que  l'on  joigne  les  points  de  division  o  et  16,  i  et  i5, 
a  et  14»  3  et  J  3,...,  on  obtiendra  ainsi  les  diverses  génératrices  du  système  A,  savoir  : 

(DE,D'C'),...,     (GH,  G'H'),...,     (CF,  C'F); 

et  d'ailleurs  toutes  ces  droites  seront  projetées  horizontalement  sur  des  parallèles  à 
la  trace  op  du  plan  directeur  P. 

568.  Quant  aux  projections  verticales  de  ces  mêmes  génératrices,  elles  forme- 
ront, par  leurs  intersections  successives,  une  courbe  D'O' F' em'e/op/?e  de  toutes  ces 
droites,  et  qui  sera  une  parabole.  Car  chaque  génératrice  G' H'  fournissant  évidem- 
ment la  proportion  F' G'  :  G'C  ;:  C'H'  :  H'D',  il  en  résulte  que,  dans  la  courbe  en- 
veloppe, deux  tangentes  menées  du  même  point  sont  coupées  par  une  troisième 
tangente  en  parties  réciproquement  proportionnelles;  ce  qui  est  une  propriété 
connue  de  la  parabole  du  second  degré.  D'ailleurs,  puisque  la  courbe  D'O'F'  forme 
le  contour  apparent  de  la  surface,  sur  le  plan  vertical,  il  hixdr^  ponctuer  les  parties 
des  génératrices  qui  se  trouveront  au  delà  de  ce  contour  apparent;  ainsi  la  droite 
(GMH,  G'M'H') ,  par  exemple,  sera  visible  sur  le  plan  vertical  dans  la  portion  G' M', 
et  invisible  dans  la  portion  M' H':  en  outre,  le  point  de  contact  M',  qui  sépare  tes 
parties,  se  trouvera  nécessairement  projeté  en  M  sur  la  diagonale  DF.  En  effet, 
dans  la  parabole  D'O'F',  on  aura,  par  le  principe  rappelé  ci-dessus, 

G'M'  :  M'H'  ;;  CH'  :  H'D'  :;  n  ;  5; 
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mais,  dans  le  losange  CDEF,  on  a  aussi  évidemment 

GM:MH::GF:DH::  n  :5; 

d'où  Ton  conclut  G'M'  :  M'H'  :;  GM  :MH,  et,  par  conséquent,  le  point  M'  se  pro- 
jette en  M.  Cette  circonstance,  qui  se  reproduit  pour  toutes  les  génératrices,  prouve 
que  la  parabéle  D'O'F'  n'est  autre  chose  que  la  section  faite  par  le  plan  vertical 
DOF,  dans  le  paraboloïde  en  question. 

569.  Maintenant,  si  Ton  projetait  ce  même  paraboloïde  sur  un  plan  vertical  VZ", 
parallèle  à  la  diagonale  CE,  les  directrices  primitives  deviendraient  les  droites 
(CD,  CD''),  (EF,  E"D");  et  l'on  prouverait,  comme  ci-dessus,  que  les  projections 
des  génératrices  formeraient,  par  leurs  intersections  successives,  une  autre  parabole 
C"0"E",  qui  représenterait  la  section  faite  dans  la  surface  par  le  plan  vertical  COE. 
Les  lecteurs  familiarisés  avec  l'application  de  l'analyse  à  1^  géométrie  des  trois 
dimensions  reconnaîtront,  dans  les  plans  verticaux  OY  et  OZ  qui  fournissent  ces 
paraboles,  les  deux  plans  diamétraux  principaux  à\x  paraboloïde  hyperbolique,  les- 
quels doivent  se  couper  (n^  91)  suivant  Vaxe  unique  de  cette  surface;  et,  en  effet, 
nous  allons  démontrer  (n**  572)  que  cet  axe  est  la  droite  (0,  O'X'). 

57tK  Fig,  I20.)  Le  paraboloïde  hyperbolique  admet,  comme  nous  l'avons  vu 
au  n^  551,  un  second  système  de  génératrices  rectilignes  qui  sont  parallèles  au  plan 
directeur  Q,  déterminé  par  les  deux  directrices  primitives  B  et  B2»  ou  (CD,  CD') 
et(EF,  C'F');  c'est  ici  le  plan  vertical  oq.  Par  conséquent,  ces  nouvelles  généra- 
trices seront  projetées  horizontalement  sur  des  parallèles  a  la  trace  oq\  et  comme 
elles  doivent  en  outre  s'appuyer  sur  deux  droites  du  premier  système  A,  par  exemple 
sur  (DE,  D'C)  et  (CF,  C'F),  dont  les  extrémités  correspondent  déjà  (n«  566)  à 
des  plans  verticaux  DC  et  EF  parallèles  à  o^r,  on  voit  qu'il  suffira  de  diviser  en  un 
même  nombre  de  parties  égales  ces  deux  nouvelles  directrices  (DE,  D'C),  (CF,  C'F'), 
puis  de  joindre  ensemble  les  points  de  division  o  et  16,  i  et  i5,  2  et  i4>  3  et  i3,..,; 
par  là,  on  obtiendra  les  diverses  génératrices  du  système  B,  savoir  : 

(CD,  CD'),...,  [g^K  G'M'H'),...,  (FE,FC), 

571.  Ces  droites  du  système  B  se  confondront  en  projection  verticale  avec  celles 
du  système  A  déjà  construites;  car,  dans  le  losange  CDEF,  il  est  évident  que  les 
points  G  et  g^  H  et  ^  se  trouveront  deux  à  deux  sur  des  perpendiculaires  à  la  ligne 
déterre.  Ainsi,  les  projections  verticales  de  ces  génératrices  B  seront  encore  tan- 
gentesà  la  parabole  principale  D'O'F';  mais  les  parties  visibles,  comme  (MA,  M'H'), 
tomberaient  sur  les  parties  ponctuées  des  génératrices  A,  et  réciproquement.  C'est 
pourquoi,  afin  de  laisser  subsister  pour  l'œil  la  distinction  des  deux  nappes  anté- 
rieure Qi  postérieure  au  plan  vertical  DOF,  nous  n'avons  pas  voulu  représenter  les 
génératrices  du  système  B  comme  réellement  existantes,  mais  nous  les  avons  mar- 
quées seulement  en  lignes  mixtes  sur  le  plan  horizontal. 

Une  coïncidence  analogue  aura  lieu  sur  le  plan  vertical  VZ",  où  les  génératrices 
du  système  B  se  trouveront  aussi  tangentes  à  la  parabole  principale  C"0"E". 

3o. 
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572.  Pour  trouver  le  sommet  et  Veuve  du  paraboloïde  hyperbolique,  il  faut  em- 
prunter à  l'analyse,  ou  bien  admettre  comme  des  définitions  qu'il  est  loisible  de 
poser,  les  relations  suivantes  :  L'axe  du  paraboloïde  est  une  droite  parallèle  aux  deux 
plans  directeurs  P  c^  Q,  et  telle,  quelle  coupe  la  surface  en  un  point  par  lequel  passent 
deux  génératrices  qui  sont  l'une  et  r  autre  perpendiculaires  à  cet  axe  :  ce  point  est  d'ail- 
leurs appelé  SOMMET  (n®  91).  D'après  cela,  on  voit  que,  pour  des  données  quel- 
conques, il  faudra  généralement  mener  un  plan  n  perpendiculaire  à  P  et  Q,  puis 
chercher,  par  le  n®  565,  les  deux  génératrices  qui  sont  parallèles  à  n.  Alors  le  point 
de  rencontre  de  ces  deux  droites  sera  le  sommet  demandé,  et  une  perpendiculaire 
k  71  menée  par  ce  point,  sera  l'axe  de  la  surface. 

[Fig*  120.)  Mais  ici,  nous  avons  adopté  (n®  566)  les  données  les  plus  symétri- 
ques, il  est  clair  que  l'axe  du  paraboloïde  est  vertical,  et  que  par  le  point  (0,  0')  il 
passe  deux  génératrices  horizontales  (K'OT,  KOI)  et  (K'OT,  kOi)\  donc  le  point 
(0,  0')  est  le  sommet  demandé,  et,  par  suite,  l'axe  est  la  droite  (0,  C'O'X'). 

Parmi  les  conditions  admises  au  n^  566,  il  y  en  a  une  seule  qu'on  ne  sera  pas 
toujours  maître  de  remplir,  c'est  celle  qui  suppose  que  les  deux  directrices  données 
sont  également  inclinées  sur  le  plan  horizontal»  choisi  comme  nous  l'avons  fait. 
Lorsque  cette  relation  ne  sera  pas  vérifiée,  il  en  résultera  seulement  que  les  points 
D' et  F'  ne  se  trouveront  plus  à  la  même  hauteur,  et  que  le  centre 0  du  losange CDEF, 
formé  comme  il  a  été  dit  (n**  566),  ne  sera  plus  la  projection  du  sommet  de  la  sur- 
face; mais  alors  on  obtiendra  ce  sommet  par  la  méthode  générale,  ou,  plus  simple- 
ment, en  menant  k  la  parabole  D'OT'  une  tangente  horizontale.  D'ailleurs,  on 
pourra  aussi  se  procurer  deux  directrices  telles  que  nous  les  avons  admises,  en  con- 
duisant à  cette  parabole  deux  tangentes  également  inclinées  sur  la  verticale;  et  en 
regardant  ces  droites  comme  deux  génératrices  du  paraboloïde,  on  trouvera  aisé- 
ment leurs  projections  horizontales,  qui  semront  alors  à  former  le  losange  dont  le 
centre  répondra  exactement  au  sommet  de  la  surface. 

575.  Pour  manifester  clairement  la  forme  inverse  des  deux  nappes  du  parabo- 
loïde, qui  sont  l'une  au-dessus,  l'autre  au-dessous  du  sommet  unique  (0,  0')  où 
elles  se  réunissent  sans  discontinuité,  coupons  cette  surface  par  divers  plans  perpen- 
diculaires a  l'axe  (0,  C'O'X').  Soit  L'R'  un  de  ces  plans;  il  rencontre  les  projec- 
tions verticales  des  génératrices  que  nous  avons  construites,  en  des  points  que  l'on 
projettera  sur  le  plan  horizontal,  et  qui  formeront  une  courbe  composée  de  deux 
branches  indéfinies,  mais  séparées,  LM/,  RNr.  Cette  courbe  est  nécessairement  une 
hyperbole  (n^  562)  dont  l'axe  réel  est  ici  (MN,  M'N)  :  mais  si  le  plan  sécant  était 
au-dessous  du  sommet,  comme  T'W,  alors  la  section,  qui  serait  encore  (n**  562) 
une  hyperbole  TUW,  tuWf  aurait  pour  axe  réel  la  droite  (Ua,  U');  et  si  ce  plan 
sécant  passait  précisément  par  le  sommet  (0,  0'),  la  section  se  réduirait  aux  deux 
droites  (KOI,  KT)  et  (*0/,  KT)  dont  les  projections  horizontales  sont  les  asym- 
ptotes communes  aux  deux  sections  précédentes. 

574.  Z.€/?/aw  to/îg^en^  pour  un  point  quelconque  du  paraboloïde,  donné  par  sa 
projection  horizontale  X,  s'obtiendra  en  menant  les  génératrices  Xa  et  X6,  respective- 
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ment  parallèles  k  DE  et  DC;  puis,  si  Ton  projette  sur  le  plan  vertical  les  deux  points 
où  chacune  de  ces  droites  ira  couper  les  côtés  opposés  du  losange  CDEF,  on  trou- 
vera ainsi  les  projections  verticales  de  ces  génératrices,  et  il  restera  à  faire  passer 
un  plan  par  ces  deux  droites.  Nous  n'effectuerons  pas  ici  ces  constructions,  dans 
la  crainte  de  rendre  l'épure  un  peu  confuse;  mais  elles  n'offriront  aucune  difficultés- 
pour  le  lecteur. 


CHAPITRE  IV. 

DES  PLANS  TANGENTS  AUX  SURFACES   GAUCHES   GÉNÉRALES. 

L'hyperboloïde  à  une  nappe  et  le  paraboloide  hyperbolique  sont,  parmi  les  sur- 
faces gauches,  les  plus  simples  que  l'on  puisse  concevoir,  puisque  toutes  leurs  direct 
tnces  sont  rectUignes;  aussi  ce  sont  les  seules  dont  l'équation  ne  s'élève  pas  au  delà 
du  second  degré,  et,  pour  cette  raison,  on  les  appelle  les  deux  surfaces  gauches  du 
second  degré.  Gomme  la  construction  de  leurs  plans  tangents  est  facile,  on  a  cherché 
à  y  ramener  la  solution  des  questions  semblables  pour  les  surfaces  gauches  géné- 
rales, et  l'on  y  est  parvenu  au  moyen  du  lemme  suivant. 

575.  Lemme.  [Fig,  ii6.)  Lorsque  deux  surf  aces  gauches  S  et  S'  ont  une  généra- 
trice  commune  GLMN,  et  quelles  se  touchent  en  trois  points  L,  M,  N  da  cette  droite^ 
alors  ces  deux  surfaces  SE  raccordent  complètement  tout  le  long  de  cette  généra- 
trice; c'est-à-dire  que,  pour  chaque  point  de  cette  droite,  le  plan  tangent  est  com- 
mun à  l'une  et  à  l'autre  surface. 

Puisqu'en  L  les  deux  surfaces  ont  un  plan  tangent  commun,  et  qu'il  en  est  de 
même  aux  points  M  et  N,  trois  plans  quelconques  menés  par  ces  points  couperont 
les  surfaces  S  et  S'  suivant  des  courbes  respectivement  tangentes, 

Aa,  B6,  Ce,     et    AV,  B'i',  CV, 

dont  les  trois  premières  pourront  être  adoptées  pour  directrices  de  la  droite  mobile  G, 
quand  elle  décrit  la  surface  S,  tandis  que  les  trois  autres  courbes  seront  les  direc- 
trices relatives  à  S'.  Cela  posé,  je  fais  glisser  la  génératrice  G  sur  les  trois  directrices 
Aa,  B6,  Ce,  et  je  l'amène  dans  une  position  infiniment  voisine  gbnn  ;  cette  droite 
mobile  n'aura  pas  cessé  d'être  en  même  temps  sur  la  seconde  surface  S',  parce  que 
les  courbes  directrices  de  celles-ci,  qui  sont  tangentes  aux  autres,  ont  de  commun 
avec  elles  les  éléments  linéaires  L/,  Mm,  N/i;  donc  les  droites  G  et  g,  ainsi  que 
toutes  les  positions  intermédiaires  de  la  génératrice,  sont  communes  aux  surfaces 
S  et  S',  ce  qui  permettrait  déjà  de  conclure  que  ces  surfaces  ayant  de  commun  /'efe- 
ment  superficiel  compris  entre  G  et  g^  et  indéfini  en  longueur,  elles  se  touchent  tout 
ie  long  de  la  droite  G.  Mais  pour  établir  encore  plus  clairement  cette  conséquence, 
coupons  les  surfaces  S  et  S'  par  un  quatrième  plan  arbitraire,  mené  par  le  point 
quelconque  H  :  alors  les  sections  seront  deux  courbes  Ddf  et  D'rf',  qui  passeront 
nécessairement  par  les  de'^x  points  H  et  A,  où  ce  plan  sé'^ant  rencontrera  les 
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droites  G  et  g;  donc  les  courbes  D  ^  et  D'd\  ayant  deux  points  communs  infiniment 
voisins»  se  toucheront  suivant  Télément  HA,  ou  bien  elles  auront  la  même  tangente 
HAT.  Par  conséquent,  les  plans  tangents  de  S  et  de  S'  au  point  H  coïncideront 
bien  l'un  avec  l'autre,  puisque  chacun  d'eux  devra  passer  par  les  droites  GH  et  HT. 

576.  Si  les  surfaces  gauches  S  et  S'  sont  des  cylindroîdes^  c'est-à-dire  de  celles 
qui  admettent  un  plan  directeur,  il  suffira,  pour  qu'elles  se  raccordent  tout  le  long 
d'une  génératrice  commune  G,  qu'elles  aient  seulement  deux  plans  tangents  comr- 
muns  en  deux  points  de  cette  droite,  et  qu'en  outre  le  plan  directeur  soit  le  même  pour 
l'une  et  l'autre  surface.  Cette  proposition  se  démontrera  précisément  comme  la  pré- 
cédente, et  l'on  doit  voir  tout  de  suite  pourquoi,  dans  le  cas  actuel,  on  n'exige  que 
deux  plans  tangents  communs;  car,  dès  lors  que  les  directrices  Aa  et  A' a',  Bfe  et  B'  b' 
{fig.  II 6)  sont  respectivement  tangentes,  et,  qu'ea  outre,  le  plan  directeur  est  le 
même,  cela  suffit  évidemment  pour  que  la  droite  g^  menée  par  le  point  /,  ne  puisse 
pas  prendre  deux  positions  différentes  sur  S  et  S',  et  soit  ainsi  commune  a  ces  deux 
surfaces. 

Les  deux  théorèmes  précédents  sur  le  contact  des  surfaces  gauches,  sont  non- 
seulement  utiles  dans  plusieurs  questions  de  stéréotomie  où  l'on  veut  raccorder  de 
pareilles  surfaces,  mais  ils  servent  aussi  de  base  à  la  méthode  par  laquelle  on  con- 
struit leurs  plans  tangents  ou  leurs  normales,  dont  la  détermination  est  encore 
nécessaire  pour  former  les  joints  des  voussoirs  de  certaines  voûtes. 

577.  {Fig.  117.)  Du  PLAN  TANGENT  dont  le  point  de  contact  est  donné.  Soient 
Aa,  B6,  Ce,  les  trois  directrices  d'une  surface  gauche  quelconque  S,  et  H  le  point 
d'une  génératrice  GLMN,  pour  lequel  on  demande  le  plan  tangent.  Je  mène  les 
tangentes  LT,  MU,  NV  aux  directrices  données;  et  en  faisant  glisser  la  droite  G  sur 
ces  trois  tangentes  fii^es,  j'obtiendrai  (n^  521)  un  hyperholo'ide  à  une  nappe  qui 
aura  évidemment  en  L,  M,  N,  les  mêmes  plans  tangents  que  S.  Donc  ces  deux  sur- 
faces se  toucheront  (n^  575)  dans  tous  les  points  de  la  génératrice  GLMN;  et,  par 
suite,  la  recherche  du  plan  tangent  de  la  surface  S  au  point  H  sera  ramenée  à  celle 
du  plan  tangent  de  cet  hyperboloïde  en  ce  même  point,  problème  dont  la  solution  a 
a  été  indiqué  au  n®  530.  Mais  il  sera  encore  plus  simple  de  recourir  à  un  para- 
boloïde,  comme  nous  allons  l'expliquer  au  n**  579. 

578.  Observons  d'abord  que  pour  construire  un  hyperboloïde  de  raccordement  le 
long  de  la  génératrice  G,  il  n'est  pas  nécessaire  d'employer  précisément  les  trois 
tangentes  LT,  MU,  NV:  il  suffirait  d'adopter  pour  directrices  trois  droites  quelcon- 
ques, situées  respectivement  dans  les  plans  GLT,  GMU,  GNV,  qui  touchent  la  sur- 
face S  aux  points  L,  M,  N;  car  l'hyperboloïde  ainsi  formé  aurait  encore  évidemment 
trois  plans  tangents  communs  avec  la  surface  S.  Par  conséquent,  l'hyperboloïde  de 
raccordement  est  susceptible  d'une  infinité  de  formes;  aussi,  parmi  tous  ces  byper- 
boloïdes  tangents,  il  y  en  aura  un  qui  offrira  un  contact  plus  intime  avec  la  sur- 
face Sy  et  qu'on  appelle  hyperboloïde  osculateur  :  mais  comme  sa  construction  ne 
nous  est  pas  utile  à  présent,  nous  en  parlerons  en  traitant  de  la  courbure  des  sur- 
faces {voyez  n®  744). 
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579.  Vn  paraholoïde  de  raccordement  offre  la  méthode  la  plus  simple  pour  con- 
struire le  plan  tangent  d'une  surface  gauche  générale  S.  En  effet  {fig.  117),  dans  le  ' 
plan  tangent  de  S  en  N,  lequel  est  déterminé  par  GN  et  NV,  on  peut  toujours  tracer 
une  droite  NR  qui  soit  parallèle  au  même  plan  que  les  deux  tangentes  LT  et  MU;  car 
cela  se  réduit  à  couper  le  plan  tangent  GNV  par  un  plan  parallèle  à  LT  et  MU.  Alors, 
si  j'adopte  les  trois  droites  DT,  MU,  NR,  qui  se  ivoxys^ni  parallèles  à  un  plan  umque,r 
pour  diriger  le  mouvement  de  la  génératrice  G,  j'obtiendrai  (n^555)  un  parabo- 
loïde  qui  aura  encore  trois  plans  tangents  communs  avec  la  surface  S,  dans  les  points 
L,  M,  N;  donc  le  plan  qui  touchera  S  en  H  sera  le  même  (n""  575)  que  le  plan  tan- 
gent du  paraboloïde  ainsi  formé  :  or  ce  dernier  plan  se  construira  par  la  méthode 
très-simple  du  n^  556.  Nous  offrirons  bientôt  un  exemple  de  ces  constructions  dans 
le  problème  du  n**  608. 

580.  Lorsque  la  surface  S  admettra  elle-même  un  plan  directeur  P,  il  suffira 
alors  d'adopter  les  tangentes  LT  et  MU  aux  deux  courbes  directrices,  pour  faire 
glisser  la  génératrice  GLM  parallèlement  au  plan  P;  par  là  cette  droite  décrira  immé- 
diatement un  paraboloïde  qui  aura  bien  deux  plans  tangents  communs  avec  S  et  le 
même  plan  directeur.  Donc  (n^  576)  ce  paraboloïde  touchera  la  surface  S  tout  le  long 
de  GLM;  de  sorte  qu'en  construisant  le  plan  tangent  de  ce  paraboloïde  pour  le  point 
H  (n^  556),  ce  sera  aussi  le  plan  qui  touchera  la  surface  S  en  ce  point  {voyez 
l'exemple  du  n**  598). 

581.  Si  une  des  directrices  linéaires  était  remplacée  par  une  surface  directrice  2, 
à  laquelle  la  génératrice  de  S  devrait  demeurer  tangente  {voyez  n^  516),  la  courbe 
aa'a", ...,  formée  par  la  srite  des  points  de  contact  des  génératrices  Ga,  G' a', 
G'" a'',...,  avec  2,  serait  au  fo!id  la  troisième  directrice  linéaire;  mais,  sans  construire 
cette  courbe  ni  sa  tangente,  il  n'y  a  qu'à  observer  que  le  plan  tangent  de  la  surface  S 
au  point  a  est  le  même  que  le  plan  tangent  de  la  surface  gauche  proposée  S,  puisque 
l'un  et  l'autre  doivent  renfermer  la  droite  Ga  et  la  tangente  de  la  courbe  aa'a".... 
Donc  il  suffira  de  tracer  dans  le  plan  tangent  de  2,  relatif  au  point  a,  une  droite 
quelconque  aR,  laquelle,  jointe  aux  tangentes  des  deux  autres  directrices  linéaires, 
servira  encore  à  former  une  surface  auxiliaire  du  second  degré,  qui  aura  trois  plans 
tangents  communs  avec  S,  et  dont  on  tirera  le  même  parti  qu'au  n**  577.  Cette  mé- 
thode trouvera  des  applications  utiles  dans  les  épures  relatives  aux  escaliers  en 
pierre  ou  en  bois  {voyez  aussi  l'exemple  du  n®  604). 

582.  Enfin,  il  peut  arriver  que  la  définition  de  la  surface  gauche  S  ne  fasse  pas 
connaître  immédiatement  trois  directrices,  comme  nous  en  avons  cité  des  exemples 
aun^  519;  ou  bien,  que  ces  directrices  étant  données,  on  ne  sache  pas  construire 
leurs  tangentes.  Dans  ce  cas,  désignons  par  G  la  génératrice  sur  laquelle  est  situé 
le  point  H  où  l'on  veut  trouver  le  plan  tangent,  et  construisons  plusieurs  généra- 
trices voisines,...,  G,,  Ga,  et  G',  G",...,  qui  précèdent  et  qui  suivent  la  proposée. 
Alors,  un  plan  tt,  mené  arbitrairement  par  la  droite  G,  coupera  ces  génératrices 
voisines  en  des  points  a, ,  aa,  a',  a",  qui  fourniront  une  courbe  aja^a^a"...,  dont 
la  rencontre  a  avec  G  fera  connaître  le  point  dans  lequel  le  plan  n  touche  la  surface 
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S;  en  effet,  ce  plan  n^  renfermant  la  droite  6a  et  la  tangente  de  la  courbe  aa^a". 
*  sera  bien  tangent  k  S  dans  le  point  a.  De  même,  en  conduisant  par  la  droite  G  un 
autre  plan  7t\  on  trouvera  le  point  §  où  il  sera  tangent  à  S  ;  puis  un  troisième  plan  n", 
mené  par  G,  touchera  cette  surface  en  un  certain  point  7.  Cela  posé,  dans  les  troif 
plans  tangents  tt,  n\  tt",  on  tracera  des  droites  quelconques  aR,  6T,  yV,  que  Ton 
adoptera  pour  directrices  d'une  surface  gauche  du  second  degré,  laquelle  touchera 
bien  la  surface  proposée  S  tout  le  long  de  la  droite  G  (n^  578);  donc  la  recherche 
du  plan  tangent  de  S  au  point  H  sera  réduite  à  trouver  le  plan  tangent  de  la  surface 
auxiliaire  du  second  degré  pour  ce  même  point  :  problème  qui  se  résoudra  comme 
au  n^  o56  ou  530,  selon  que  les  trois  directrices  rectilignes  auront  été  choisies 
parallèles,  ou  non,  à  un  même  plan. 

585.  11  résulte  de  là  gue  tout  plan  ;r,  mené  par  une  droite  G  d'une  surface  gauche, 
se  trouve^  en  général,  tangent  à  cette  surface  dans  un  certain  point  a,  qui  se  déter- 
mine en  construisant,  comme  ci-dessus,  la  courbe  atu^a'a"...^  suivant  laquelle  ce 
plan  coupe  la  surface  proposée.  Cependant,  le  plan  n  deviendrait  asymptote  de  la 
surface,  si  la  courbe  a^a^af  a"...  ne  rencontrait  la  droite  G  qu'à  l'infini,  ainsi  qu'il 
est  arrivé  dans  l'hyperboloïde  au  n^  546;  ou  encore,  si  ce  plan  ne  coupait  pas 
les  génératrices  voisines  de  G,  comme  dans  le  cas  du  paraboloïde  examiné  au  n""  561 . 

584.  Ce  qui  précède  nous  permet  de  résoudre  un  problème  intéressant,  du  moins 
sous  le  rapport  de  la  théorie  :  c'est  de  construire  la  tangente  à  une  courbe  D  tracée 
arbitrairement,  et  tout  à  fait  inconnue  quant  à  ses  propriétés  géométriques,  mais 
donnée  par  ses  deux  projections. 

Pour  cela  (*),  faisons  passer  par  cette  courbe  une  surface  gauche  S  qui  ait  pour 
directrices  la  courbe  D  et  deux  droites  A  et  B,  prises  à  volonté.  Après  avoir  construit 
la  génératrice  GH,  qui  passera  par  le  point  H  donné  sur  la  courbe  D,  orf  saura 
trouver,  par  le  n®  582,  le  plan  tangent  de  S  pour  le  point  H,  sans  employer  la  tan- 
gente inconnue  de  la  directrice  D .  De  même,  en  formant  une  seconde  surface  gauche  S^ 
dont  les  directrices  seraient  la  courbe  D  et  deux  droites  A',  B',  très-différentes  des 
premières,  on  saura  construire  aussi  le  plan  tangent  de  S'  pour  le  point  donné  H. 
Or,  puisque  la  courbe  D  est  en  même  temps  sur  les  deux  surfaces  S  et  S',  sa  tan- 
gente au  point  H  devra  être  située  dans  les  deux  plans  tangents  dont  nous  venons 
de  parler;  et,  par  conséquent,  elle  sera  fournie  par  l'intersection  de  ces  plans. 

Pour  simplifier  les  opérations  graphiques,  on  pourra  former  les  deux  surfaces 
gauches  S  et  S',  avec  deux  seules  directrices  D  et  A,  D  et  A',  en  y  joignant  d'ail- 
leurs un  plan  directeur  commun  P.  Une  seule  surface  S  suffirait  évidemment,  si  la 
courbe  D  était  plane,  puisque  le  plan  de  cette  courbe  devrait  renfermer  la  tangente 
demandée. 


[*)  Cette  méthode  ingénieuse  est  due  à  M.  Hachette,  Mais  il  faut  avouer  que,  dans  la  pratique,  la  mul' 
tiplicité  des  opérations  qu'elle  entraîne  ne  produira  pas  un  résultat  plus  certain  que  si  Ton  se  contentait 
de  mener  cette  tangente  au  moyen  de  la  règle,  en  lui  donnant  un  petit  arc  de  commun  avec  la  courbe 
proposée. 
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•585,  Des  plans  tangents  dont  le  point  de  contact  n  est  pas  donné.  On  peut  Sip- 
pliquer  aux  surfaces  gauches  les  méthodes  générales  indiquées  pour  ces  sortes  de 
problèmes  dans  le  livre  V;  mais  ici»  elles  sont  susceptibles  de  4uelques.simplifica- 
tions  notables. 

Si  le  plan  tangent  à  la  surface  S  est  assujetti  seulement  h  passer  par  un  point 
donné  V,  le  problème  admettra  une  infinité  de  solutions  (n*^  3i9),  lesquelles  seront 
fournies  toutes  par  la  ligne  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à  la  surface  S,  et  ayant 
son  sommet  en  V.  Pour  obtenir  cette  courbe,  il  suffira  de  mener  par  le  point  V  et  par 
chacune  des  diverses  génératrices  G,  G',  G", ... ,  des  plans  qui  seront  tangents  à  la  sur- 
face S,  en  des  points  a,  S,  7,...,  que  l'on  saura  construire  (n^  à83);  alors  la  courbe 
aêy...,  qui  réunira  tous  ces  points,  sera  la  ligne  de  contact  cherchée. 

586.  Cette  marche  sera  fort  commode,  si  la  surface  S  est  du  second  degré;  car  la 
ligne  auxiliaire  a,  a^  <x!a"  du  n*'  582,  qui  sert  à  trouver  le  point  de  contact  a  du  plan 
mené  par  la  génératrice  G,  se  réduira  à  une  droite  dont  il  suffira  de  construire  deux 
points,  et  la  courbe  définitive  aêy....  sera  elle-même  plane  et  du  second  degré 
(n^  553)  • 

On  pourrait  ramener  au  cas  actuel  le  problème  du  numéro  précédent,  en  construi- 
sant le  paraboloïde  de  raccordement  le  long  de  chaque  génératrice  G  de  la  surface 
quelconque  S. 

587.  .Lorsque  le  plan  tangent  à  la  surface  S  devra  être  parallèle  à  une  droite  don-- 
née  D,  on  conduira  par  les  diverses  génératrices  G,  G',  G",...  des  plans  parallèles  à 
D;  et  en  déterminant  (n"  585)  leurs  points  de  contacta,  ê,  7,...,  avec  la  surface  S, 
la  courbe  aêy . . .  sera  la  ligne  de  contax:t  d'un  cylindre  citvonscrit  à  S  et  parallèle 
àD;  par  conséquent,  cette  courbe  aSy . . .  fournira  toutes  les  solutions  du  problème 
proposé  (n"378). 

588.  Si  la  surface  S  est  du  second  degré,  on  retrouvera  les  mêmes  simplifica- 
tions qui  ont  été  indiquées  au  n"^  586;  et  Ton  pourra  aussi  ramener  au  cas  actuel 
le  problème  analogue  pour  une  surface  quelconque  S. 

589.  Lorsque  le  plan  tangent  à  la  surface  gauche  quelconque  S  dewsi passer  par 
une  droite  donnée  D,  il  n'y  aura  qu'à  suivre  la  marche  générale  indiquée  au  n*'  595, 
laquelle  consiste  à  chercher  les  points  communs  aux  courbes  de  contact  de  deux 
cônes  qui  sont  circonscrits  à  S,  et  qui  ont  leurs  sommets  placés  sur  la  droite  D. 

590.  Mais  si  la  surface  gauche  est  du  second  degré,  on  résoudra  le  problème 
d'une  manière  beaucoup  plus  simple,  par  les  considérations  suivantes.  Lo  plan 
tangent  cherché  devra  contenir,  outre  la  droite  D,  les  deux  génératrices  de  Thy- 
perboloïde  (ou  du  paraboloïde)  qui  se  coupent  au  point  de  contact  inconnu;  donc 
une,  au  moins,  de  ces  génératrices  ira  rencontrer  D  en  un  point  M,  dans  lequel 
cette  dernière  droite  traversera  l'hyperboloide. 

D'après  cela,  si  Ton  commence  par  chercher  (n**  554,  5*^)  les  deux  points  Met 
M'  où  la  droite  donnée  D  coupera  généralement  la  surface;  puis,  si  Ton  construit 
les  quatre  génératrices  MA  et  MB,  M'A'  et  M'B',  qui  passent  par  ces  deux  points, 
il  n'y  aura  plus  qu'à  conduire  par  les  droites  D  et  MA,  D  et  MB,  deux  plans  qui  sa- 
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tisferont  au  problème,  puisqu*ils  seront  tangents  quelque  part  à  la  surface  (n®  545). 
D'ailleurs,  comme  le  plan  DMA  renfermera  évidemment  la  génératrice  M'B',  qui 'a 
un  point  M'  dans  ce  plan,  et  qui  nécessairement  rencontre  MA,  et  que  l'autre  plan 
DMB  contiendra  semblablement  la  génératrice  M'A',  on  voit  que  les  points  de  con- 
tact a  et  S  de  ces  plans  tangents  seront  fournis  immédiatement  par  la  rencontre  de 
MA  avec  M'B',  et  de  MB  avec  M' A'- 

591.  Il  résulte  de  là  que  le  problème  en  question  sera  impossible,  toutes  les 
fois  que  la  droite  D  ne  rencontrera  pas  Thyperboloîde.  Cependant,  il  ne  faut  pas 
comprendre  dans  cette  exclusion  le  cas  où  cette  droite,  venant  a  coïncider  avec  une 
arête  du  cône  asymptote,  se  trouverait  elle-même  asymptote  de  la  surface  :  alors  le 
plan  tangent  demandé  serait  celui  qui  touche  ce  cône  le  long  de  la  droite  D. 

592.  Considérons  enfin  le  cas  où  le  plan  tangent  cherché  doit  être  parallèle  à 
un  plan  donné  n.  Si  la  surface  gauche  S  est  quelconque,  il  faudra  encore  recourir 
à  la  marche  générale  du  n^  421  ;  mais  on  pourra  y  substituer  les  méthodes  sui- 
vantes, lorsque  la  surface  sera  du  second  degré. 

595.  Pour  un  hyperboloîde  gauche,  on  cherchera,  comme  au  n**  548,  les  géné- 
ratrices A  et  B,  A'  et  B',  qui,  dans  les  deux  systèmes,  se  trouvent  parallèles  au 
plan  tt;  on  sait  que  les  deux  premières  seront  parallèles  entre  elles,  et  que  les  deux 
autres  offriront  une  relation  semblable.  Alors  le  plan  conduit  par  les  droites  A 
et  B',  ainsi  que  celui  qui  passera  par  B  et  A',  satisfera  évidemment  au  problème, 
puisqu'ils  renfermeront  chacun  deux  droites  parallèles  à  ti  et  qui  se  coupent.  D'ail- 
leurs, les  points  de  contact  seront  immédiatement  fournis  par  la  rencontre  des  gé- 
nératrices A  et  B',  B  et  A';  et  le  problème  pourra  admettre  deux  solutions,  ou  une 
seule,  ou  aucune,  suivant  la  discussion  faite  au  n°  547. 

594.  Pour  un  paraholoîde  gauche,  on  trouvera  encore  plus  facilement  par  le 
n*'  565,  les  deux  seules  génératrices  A  et  B  qui,  dans  les  deux  systèmes,  sont  pa- 
rallèles au  plan  n\  et  comme  ces  deux  droites  ne  sauraient  être  ici  parallèles  entre 
elles  (n^  554,  3^),  le  plan  conduit  suivant  ces  deux  lignes  sera  bien  parallèle  k  tt, 
et  fournira  la  solution  unique  du  problème  actuel.  D'ailleurs,  le  point  de  contact  de 
ce  plan  tangent  sera  donné  immédiatement  par  la  rencontre  des  génératrices  A  et  B. 

On  aurait  pu  se  contenter  de  construire  une  seule  A  de  ces  génératrices,  puis  da 
mener  par  celle-ci  un  plan  parallèle  à  n\  mais  alors  il  resterait  à  trouver  le  point 
de  contact  de  ce  plan  tangent,  en  cherchant  la  seconde  branche  de  son  intersection 
avec  le  paraholoîde,  laquelle  serait  précisément  la  génératrice  B.  Le  problème  peut 
être  impossible  ou  indéterminé,  selon  ce  que  nous  avons  dit  au  n^  565. 

595.  THÉORÈME.  {Fig.  1 18.)  Dans  toute  surface  gauche  S,  les  diverses  normales 
MN,  M'N',  M"N", . . . ,  menées  par  tous  les  points  d'une  même  génératrice  G,  forment 
toujours  un  paraholoîde  hyperbolique. 

Si  l'on  désigne  par  2  la  surface  lieu  de  toutes  ces  normales,  et  qu'on  lui  fasse 
faire  un  quart  de  révolution  autour  de  la  droite  G,  chaque  normale  MN,  qui  est 
déjà  perpendiculaire  à  cet  axe  de  rotation,  décrira  un  plan  et  se  rabattra  suivant 
une  droite  MT,  qui  formera  des  angles  droits  avecGM  et  MN;  par  conséquent,  MT 
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se  trouvera  dans  le  plan  tangent  de  la  surface  S.  D*ailleurs,  comme  ce  déplacement 
simultané  de  toutes  les  normales  altère  seulement  la  position  de  la  surface  2,  et  non 
sa  forme,  il  suffira  d'examiner  quelle  est  la  nouvelle  surface  2'  produite  par  les 
diverses  droites  MT,  M'T',  M'T', ...,  qui  sont  tangentes  à  S,  et  qui  satisfont  en 
outre  a  la  condition  d'être  toutes  perpendiculaires  à  la  génératrice  G. 

Pour  cela,  je  fais  glisser  la  droite  G  sur  trois  quelconques  de  ces  tangentes,  sa- 
voir :  MT,  MT,  M^T'';  et,  comme  ces  directrices  sont  évidemment  parallèles  à  un 
même  plan,  je  forme  ainsi  un  paraboloïde  ( n^  553)  qui,  ayant  les  mêmes  plans 
tangents  que  la  surface  S  aux  points  M,  M',  M"",  touchera  cette  surface  (n^  575) 
tout  le  long  de  GMM'.  Or  je  dis  que  les  autres  tangentes  M*'!*',...,  sont  pareillemenl 
situées  sur  ce  paraboloide;  car  si  je  le  coupe  par  un  plan  perpendiculaire  àGM  et 
mené  par  le  point  M*',  on  sait  (n®  551)  que  la  section  sera  une  droite  M*R  qui,  à 
cause  du  raccordement  établi  entre  S  et  le  paraboloide,  se  trouvera  contenue  dans 
le  plan  tangent  de  la  surface  primitive  S,  c'est-à-dire  dans  le  plan  GWV  :  d'où 
il  suit  que  les  deux  droites  M*R  et  WV  coïncideront  entièrement,  puisqu'elles 
seront  Tune  et  l'autre  perpendiculaires  à  GM'^,  et  placées  toutes  trois  dans  un  même 
plan  GM"!"*.  Donc  M"*!*  est  bien  située  sur  le  paraboloide  que  nous  avons  construit 
avec  les  trois  premières  tangentes.  D'ailleurs,  comme  ce  raisonnement  s'appliquerait 
à  toutes  les  autres  tangentes  de  S,  perpendiculaires  a  la  génératrice  G,  il  demeure 
prouvé  que  la  surface  2',  lieu  de  ces  tangentes,  est  un  paraboloide  hyperbolique  ;- 
et  la  même  conclusion  s'étend  à  la  surface  2,  formée  parles  normales  MN,  M'N%...» 
puisque  celle-ci  ne  diffère  de  2'  que  par  sa  position  dans  l'espace  {*). 

Ce  théorème,  remarquable  par  sa  grande  généralité,  puisqu'il  subsiste  pour 
toutes  les  surfaces  gauches,  servira  à  assigner  la  nature  des  joints  normaux  dans 
les  voûtes  où  la  douelle  sera  gauche,  et  à  prévoir  aussi  la  forme  des  sections  faites 
dans  ces  joints  par  ces  divers  plans. 


CHAPITRE  V. 

EXEMPLES  DIVERS  DE  SURFACES   GAUCHES* 

§  i*'^.  Conoîde  droit. 

596.  {Fig.  ï  a  I .)  Nous  avons  dit  (n**  520)  qu'un  conoîde  était  la  surface  engen- 
drée par  une  droite  mobile ^  quis' appuie  constamment  sur  une  droite  et  sur  une  courbe 
fixes  f  en  demeurant  parallèle  à  un  plan  donné.  Ici,  nous  prendrons  ce  plan  directeur 
pour  le  plan  horizontal  de  projection,  et  pour  directrices,  l'ellipse  (AZ'H,  AH)  et 
la  verticale  (O'Z',  0);  cette  dernière  étant  perpendiculaire  au  plan  directeur,  le 
conoide  sera  droit.  Les  diverses  génératrices  se  construiront  bien  aisément,  puis- 


er )  Cette  démonstration  fort  simple,  et  purement  synthétique,  est  due  à  U.f.  Binet. 
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qu'il  suffira  de  conduire  un  plan  horizontal  arbitraire  B'G',  qui  coupera  l'axe  au 
point  (0»  0")  et.rellipse  au  point  (B'B),  (G'G);  puis,  en  joignant  ces  points,  on 
trouvera  (OB,  0"B')  et  (OG,  0"G')  pour  deux  génératrices  du  conoïde,  et  les  autres 
s'obtiendront  d'une  manière  semblable. 

597.  Il  est  certain  que  cette  surface  sera  ^ai/cAe;  car,  quelque  rapprochés  que 
soient  deux  points  B'  et  C  pris  sur  la  directrice,  les  génératrices  correspondantes 
(BO,  B'O")  et  (00,  CO*^)  ne  seront  point  parallèles,  puisque  leurs  projections 
horizontales  se  coupent  en  0  :  et  d'ailleurs  ces  génératrices  ne  pourront  se  couper 
dans  l'espace,  attendu  qu'elles  sont  situées  dans  des  plans  horizontaux  différents. 
En  outre,  il  faut  observer  que  ces  droites,  prolongées  indéfiniment,  formeront  une 
seconde  nappe  projetée  dans  l'espace  angulaire  aOh;  et  que  la  verticale  (0,  O'Z'), 
suivant  laquelle  se  coupent  les  deux  nappes  de  la  surface,  sera  une  ligne  de  siricthn, 
attendu  qu'elle  indiquera  la  direction  de  la  plus  courte  distance  entre  deux  géné- 
ratrices quelconques. 

598.  Le  plan  tangent  de  ce  conoïde,  pour  un  point  (M,  M')  donné  sur  une  géné- 
ratrice, s'obtiendra  en  appliquant  ici  la  méthode  générale  indiquée  au  n°  580.  Je 
trace  donc  la  tangente  B'T  au  point  de  l'ellipse  où  aboutit  la  génératrice  en  ques- 
tion (0MB,  0"M'B')  ;  et,  comme  l'autre  directrice  (0,  O'Z')  est  une  droite  qui  est 
elle-même  sa  propre  tangente,  je  la  conserve,  et  je  fais  glisser  sur  cette  verticale  0 
et  sur  la  tangente  B'T  la  génératrice  (0MB,  0"M'B'),  toujours  horizontale  :  par  là, 
j'obtiens  un  paraboloîde  de  rax^cordement,  dont  une  seconde  génératrice  du  même 
système  est  évidemment  la  droite  TO,  tracée  dans  le  plan  horizontal  de  projection. 
Alors,  je  coupe  les  deux  génératrices  OT  et  (0MB,  0"M'B')  par  le  plan  vertical 
MP,  ésiAemmtni parallèle  aux  deux  directrices^  lequel  devra  donner  (n*^  551)  pour 
section  dans  le  paraboloîde  une  droite  du  second  système,  qui  sera  (MP,  M'P'). 
Cela  posé,  le  plan  qui  passera  par  les  deux  droites  (MP,  M'P')  et  (MB,  M'B'),  situées 
l'une  et  l'autre  sur  le  paraboloîde,  sera  bien  le  plan  tangent  de  cette  surface  auxi- 
liaire, et  aussi  du  conoïde  proposé,  puisque  ces  deux  surfaces  se  raccordent  (n**  576) 
tout  le  long  de  la  génératrice  (0MB,  0"M'B').  Or  il  est  facile  devoir  que  ce  plan 
aura  pour  trace  horizontale  la  droite  Pa,  parallèle  a  MB,  et  pour  trace  verticale  la 
droite  aB',  qui  doit  se  trouver  aussi  parallèle  à  M'F;  ainsi,  PaB'  est  le  plan  tangent 
du  conoïde  pour  le  point  (M,  M'). 

599.  Si  l'on  voulait  avoir  le  plan  tangent  relatif  à  un  autre  point  (N,  N')  situé 
sur  la  même  génératrice,  le  paraboloîde  déjà  construit  servirait  encore;  il  suffirait 
de  le  couper  par  le  plan  vertical  NQ,  parallèle  aux  deux  génératrices,  et  la  section, 
qui  serait  la  droite  (NQ,  N'Q'),  combinée  avec  la  génératrice  (NB,  N'B'),  fournirait 
le  plan  Q6B'  pour  celui  qui  touche  le  conoïde  en  (N,  N').  On  reconnaît  ici  que  les 
divers  plans  tangents  de  cette  surface,  le  long  de  la  génératrice  (OB,  OB''),  sont 
bien  distincts  les  uns  des  autres,  quoiqu'ils  contiennent  tous  cette  génératrice;  et, 
par  suite,  leurs  traces  horizontales  sont  toutes  parallèles  à  OB.  Enfin,  si  l'on  assi- 
gnait le  point  de  contact  en  (0, 0"),  le  plan  tangent  deviendrait  le  plan  vertical  OBB'. 

600.  Il  est  bon  d'observer  que  toutes  les  droites  B'T,  M'P',  N'Q',...,  doivent 
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aller  rencontrer  la  verticale  O'Z'  en  un  même  point  que  j'appellerai  w';  car  ce  sont 
les  projections  d'autant  de  génératrices  du  paraboloïde,  appartenant  au  second  sys- 
tème, et  qui  doivent  toutes  s'appuyer  sur  la  génératrice  du  premier  mode  (OO'w'). 
D'ailleurs,  comme  les  droites  M'P',  N'Q',...,  seraient  évidemment  les  tangentes  des 
sections  faites  dans  le  conoïde  par  les  plans  verticaux  MP,  NQ,...,  la  relation  pré- 
cédente s'accorde  bien  avec  la  nature  de  ces  courbes,  qui  sont  ici  des  ellipses  ayant 
toutes  un  axe  commun  O'Z'.  Elles  se  construiraient  aisément,  en  projetant  sur  le 
plan  vertical  les  points  où  chaque  plan,  tel  que  MP,  rencontre  les  diverses  droites 
OA,  OB,  OB', . . . ,  du  conoïde. 

§  9.  Conoïde  circonscrit  à  une  sphère 

601.  {Fig.  ia3.)  Imaginons  une  droite  mobile  qui^  restant  toujours  horizontale, 
s'appuie  sur  une  droite  fixe  (AH,  A'H')  et  sur  une  sphère  (RI,  0'\')à  laquelle  elle 
demeure  tangente  :  la  surface  ainsi  décrite  sera  encore  un  conoïde,  dans  lequel  la 
directrice  curviligne  sera  remplacée  par  une  surface  que  devront  toucher  les  diverses 
génératrices.  Pour  obtenir  ces  dernières,  on  mènera  un  plan  horizontal  quel- 
conque C  S',  qui  rencontre  la  droite  fixe  au  point  (C,  C),  et  coupe  la  sphère  sui- 
vant un  cercle  du  rayon  K'S';  alors,  en  conduisant  à  la  projection  horizontale  de 
ce  cercle  les  deux  tangentes  CM  et  Cm,  ce  seront  deux  génératrices  du  conoïde,  qui 
seront  projetées  verticalement  suivant  la  droite  unique  Cm\  D'ailleurs,  si  l'on  pro- 
jette sur  cette  dernière  droite  les  points  de  contact  M  et  m  en  M'  et  m',  puis  si  Ton 
répète  des  opérations  semblables  pour  tous  les  plans  horizontaux  qui  peuvent  couper 
la  sphère  donnée,  on  obtiendra  une  courbe  fermée 

(RLMNPQRy/?n/w/R,     KVW^i'FQ'^'q'p'n'mTW) 

pour  la  ligne  de  contact  de  la  sphère  avec  le  conoïde  circonscrit  :  cette  courbe,  si 
elle  avait  été  connue  primitivement,  aurait  pu  remplacer  la  sphère  directrice. 

602.  Afin  d'obtenir  plus  de  netteté  dans  notre  épure,  nous  avons  supposé  ici 
que  les  génératrices  du  conoïde  étaient  terminées  à  leurs  points  de  contact  avec  la 
sphère,  ce  qui  laisse  visible  toute  la  partie  de  cette  surface,  située  au  delà  de  la 
courbe  de  contact  par  rapport  k  la  droite  (AH,  A'H')  ;  mais,  en  deçà  de  cette  droite, 
il  existe  une  seconde  nappe  du  conoïde,  dont  la  partie  supérieure  et  visible  sur  le  plan 
horizontalse  trouve  formée  parles  prolongements  BX,  Cfx,  Dv,...,  des  génératrices 
inférieures  B/,  C/n,  Dn,...,  de  l'autre  nappe,  et  réciproquement.  D'ailleurs,  pour 
compléter  le  contour  apparent  du  conoïde  sur  le  plan  horizontal,  il  faudrait  tracer 
les  courbes  enveloppes  des  droites  AR,  B/,  Cm,...,  et  GR,  FQ,  EP,...;  courbes  qui 
seraient  fournies  immédiatement  par  les  intersections  successives  de  ces  généra- 
trices, si,  en  les  multipliant  davantage,  nous  n'avions  pas  craint  de  jeter  quelque 
confusion  dans  l'épure. 

605.  Ici,  la  droite  (AH,  A'H')  n'est  plus  une  ligne  de  striction,  comme  cela  arri- 
vait dans  l'exemple  du  n®  597;  mais,  par  les  raisons  citées  dans  cet  article,  on  verra 
que  la  surface  actuelle  est  encore  gauche,  aussi  bien  que  tous  les  conoides. 
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604.  Cherchons  le  plan  tangent  relatif  à  un  point  quelconque  (V,  V)  situé  sur 
la  génératrice  (CM,  CM');  et  comme  ici  la  seconde  directrice  est  une  surface  et 
non  une  courbe,  employons  la  méthode  du  n°  581.  Je  construis  donc,  d'abord,  une 
tangente  de  la  sphère  au  point  (M,  M'),  et,  pour  plus  de  simplicité,  j'adopte  la  tan- 
gente du  méridien,  qui  est  évidemment  (RMT,  Z'MT);  puis,  en  faisant  glisser 
sur  cette  tangente  et  sur  la  directrice  rectiligne  (AH,  A'H')  la  droite  (CM,  CM'), 
toujours  horizontale,  je  forme  un  paraboloïde  qui  rdccordera  (n®  576)  le  conoïde 
tout  le  long  de  cette  génératrice  :  d'ailleurs,  une  seconde  position  de  celte  droite 
mobile  sera  évidemment  la  ligne  TH,  située  dans  le  plan  horizontal  de  projection. 
Cela  posé,  je  mène  par  le  point  (V,  V)  un  plan  parallèle  aux  deux  directrices 
(AH,  A'H')  et  (MT,  M'T');  ce  plan,  qui  a  pour  trace  horizontale  la  ligne  XY,  facile 
à  trouver,  doit  donner,  dans  le  paraboloïde,  une  section  rectiligne  (n®  551), 
laquelle  est,  par  conséquent,  la  droite  (aV,  a'V)  :  alors  cette  droite,  jointe  à 
(CVM,  CV'M'),  déterminera  un  plan  aSy',  qui  sera  tangent  au  paraboloïde,  et  aussi 
au  conoïde  primitif  dans  le  point  (V,  V). 

605.  Ce  plan,  quoique  tangent  au  conoïde,  doit  couper  cette  surface  (n**"  512 
et  585)  ;  et  Tintersection  totale  se  composera  de  la  droite  (CVM,  CV'M')  et  d'une 
courbe  passant  par  le  point  (V,  V),  laquelle  s'obtiendra  aisément  en  cherchant  les 
points  de  rencontre  du  plan  aS/  avec  les  diverses  génératricss  du  conoïde  que  nous 
avons  construites. 

%  Z.  Le  Biais  passé,  dit  Corne  de  vache. 

606.  [Fig*  I2Q.)  Cette  surface,  employée  quelquefois  à  voûter  un  j9£W5a^e  ô/a/V 
compris  entre  deux  plans  verticaux  parallèles  AC  et  BD,  a  pour  génératrice  une 
droitejnobile  qui  s'appuie  constamment  :  i®  sur  le  cercle  vertical  (AZ'B,  AB)  ;  2**  sur 
un  second  cercle  (CZ'D',  CD),  égal  et  parallèle  au  premier;  3^  sur  une  droite  CGC", 
perpendiculaire  aux  deux  cercles  précédents,  et  menée  par  le  centre  0  du  parallé- 
logramme ABCD.  Pour  construire  les  diverses  positions  de  la  génératrice  mobile, 
on  mènera  par  la  droite  00'  un  plan  quelconque  OO'K';  il  coupera  les  deux  cercles 
aux  points  (K',  K),  (L',  L),  et  en  les  joignant  par  une  droite  (KL,  K'L'),  ce  sera 
une  génératrice  de  la  surface  en  question.  De  même  (M'N'O',  MNO")  sera  une  autre 
position  de  la  droite  mobile;  et,  quand  cette  ligne  viendra  passer  par  les  deux 
points  des  circonférences  qui  sont  projetées  en  Z',  elle  se  trouvera  horizontale,  et 
ne  rencontrera  plus  la  directrice  00'  qu'à  l'infini.  Au  delà  de  cette  position,  la 
génératrice  mobile  s'inclinera  en  sens  contraire,  et  ira  couper  la  directrice  00'  der^ 
rière  le  plan  vertical  (*). 


(*)  Il  y  aurait,  à  la  vérité,  un  autre  moyen  de  faire  remplir  à  la  droite  mobile  la  condition  de  s'appuyer 
constamment  sur  les  trois  directrices  assignées.  Car,  si  celte  droite,  passant  toujours  par  le  point  fixe  0, 
glissait  sur  le  demi-cercle  supérieur  (M' hy  AB),  elle  rencontrerait  nécessairement  aussi  la  mon\é  inférieure 
du  second  cercle,  et  léciproquement;  de  sorte  que  la  surface  ainsi  produite  serait  un  cône  du  second 
degré.  Mais,  comme  on  aperçoit  bien  que  la  position  de  cette  surface  n*est  point  propre  à  former  une  voûte 
qui  recouvre  l'espace  ACDB,  nous  négligeons  ici  ce  mode  de  génération. 
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607.  La  surface  ainsi  produite  est  gauche.  En  effet,  pour  passer  de  la  position 
(M'N'O',  MNO")  à  une  position  infiniment  voisine,  la  génératrice  peut  être  censée 
glisser  sur  les  deux  tangentes  MT  et  (N'V,  NV);  et  comme  évidemment  ces  tan- 
gentes ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  il  en  arrivera  autant  pour  deux  génératrices 
voisines.  D'ailleurs,  deux  génératrices  quelconques  se  trouvent  dans  des  plans 
menés  suivant  00',  et  ne  pourraient  se  couper  que  sur  cette  droite;  or  elles  vont 
la  rencontrer  en  des  points  différents,  comme  on  le  voit  par  les  projections  hori- 
zontales BD,  KL,  MN,....  Il  est  bon  d'observer  que  ces  diverses  projections  for- 
meront, par  leurs  intersections  successives,  une  courbe  enveloppe  de  toutes  ces 
droites,  et  qui  sera  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal.  Quant 
à  la  nature  de  cette  courbe,  et  à  l'équation  de  la  surface  elle-même,  on  pourra 
consulter  V Analyse  appliquée  à  la  géométrie  des  trois  dimensions^  chapitre  XV. 

608i  Construisons  le  plan  tangent  de  cette  surface  gauche,  pour  le  point  (G,  G') 
donné  sur  la  génératrice  (MNO",  M'N'O');  et  pour  cela,  formons  d'abord  un  para- 
boloïde  auxiliaire  ayant  pour  directrices  trois  tangentes  de  la  surface  qui  soient 
parallèles  à  un  même  plan  (n°  579).  Deux  de  ces  directrices  seront  les  tangentes  M'T' 
et  (N'V,  NV)  ;  la  troisième  doit  être  une  droite  parallèle  au  plan  vertical,  et  menée 
par  le  point  0"  dans  le  plan  qui  touche  la  surface  en  ce  point.  Or  ce  plan  tangent, 
devant  contenir  la  droite  0"0'  et  la  génératrice  (MNO",  M'N'O'),  est  précisément 
le  plan  0"0'M';  et,  par  suite,  la  troisième  directrice  du  parabolo'ide  auxiliaire  est 
(0"fji,  O'M'). 

Cela  posé,  je  fais  glisser  sur  ces  trois  directrices  la  droite  mobile  (MNO",  M'N'O'), 
et  je  cherche  la  position  qu'elle  prend,  lorsqu'elle  arrive  au  point  (V,  V)  par 
exemple,  Pour  cela,  je  conduis  par  ce  point  et  par  la  directrice  (0"jx,  O'M')  un  plan 
dont  la  trace  horizontale  est  évidemment  0"Va,  et  la  trace  verticale  une  droite  aS', 
parallèle  à  O'M';  puis,  comme  ce  plan  rencontre  la  première  directrice  M'T'  au 
point  (ê',  ê),  j'en  conclus  que  (6V7,  ê'V'/)  est  une  seconde  position  de  la  généra- 
trice (MNO'S  M'N'O')  du  parabolo'ide  auxiliaire.  Maintenant,  je  coupe  ces  deux 
lignes  par  le  plan  vertical  GH,  parallèle  aux  trois  directrices,  et  la  droite  (  GH,  G'H') 
est  une  génératrice  (n^  551)  appartenant  au  second  mode  de  génération  du  pa- 
raboloîde;  par  conséquent,  le  plan  qui  passera  par  les  droites  (GH,  G'H')  et 
(MNO",  M'N'O'),  savoir  0"PM',  sera  bien  le  plan  tangent  du  paraboloide,  et  aussi 
de  la  surface  gauche  proposée,  pour  le  point  en  question  (G,  G').  On  observera 
que  la  trace  PM'  doit  se  trouver  précisément  parallèle  à  la  projection  verticale  G'H' 
d'une  des  droites  que  contient  ce  plan. 

S'il  fallait  (comme  dans  la  Stéréotomie,  n'^  660)  trouver  la  tangente  au  point 
(G,  G')  de  la  section  faite  dans  cette  surface  par  un  plan  vertical  XY,  parallèle  aux 
cercles  de  tête,  on  n'aurait  pas  besoin  d'achever  la  construction  du  plan  tangent; 
car  la  droite  (GH,  G'H'),  qui  doit  être  dans  ce  plan  tangent,  et  qui  se  trouve  déjà 
dans  le  plan  de  la  courbe,  serait  évidemment  la  tangente  demandée. 

609.  De  là  on  conclura  aisément  la  normale  de  la  surface  gauche  au  point 
(6»  G');  et  en  construisant  de  même  les  autres  normales  pour  divers  points  de  la 
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portion  (M'N',  MN)  de  la  génératrice,  on  obtiendrait  un  paraboloïde  hyperbolique 
(n®  595),  qui  serait  propre  à  former  lejointnormcUde  cette  petite  voûte. 

§  4*  Oes  Hélicoîdes  gauches. 

610.  {Fig,  124.)  Apres  avoir  construit  une  hélice  à  base  circulaire  (ABCD..., 
A' B' CD' H' A"  H"),  imaginons  une  droite  mobile  { KO  ^  A!a')  qui  glisse  sur  cette  héUce  et 
sur  son  axe  (0,  O'Z'),  en  formant  (Tailleurs  un  angle  constant  avec  cet  axe  :  nous  pro- 
duirons ainsi  un  hélicoïde  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  rhélicoîde  déçeloppable 
déjà  considéré  au  n°  456;  car  celui  dont  il  est  ici  question  est  gauche^  comme  nous 
allons  le  démontrer,  après  avoir  appris  à  construire  les  diverses  positions  de  sa 
génératrice. 

6H.  Pour  obtenir  celle  qui  passera  par  le  point  quelconque  (F,  F')  de  l-hélice, 
prenons  sur  Taxe  vertical  un  intervalle  a/',  égal  à  la  différence  de  niveau  des 
points  (F,  F)  et  (A,  A'),  et  la  droite  (F/',  FO)  sera  la  génératrice  demandée;  car 
elle  formera,  avec  Taxe  et  le  rayon  du  cylindre  qui  aboutirait  au  point  (F,  F'),  un 
triangle  rectangle  évidemment  égal  à  AVO'  :  de  sorte  que  les  angles  aux  sommets 
de  ces  deux  triangles  seront  bien  les  mêmes,  comme  Texige  la  loi  de  mouvement 
citée  plus  haut.  Mais,  pour  rendre  cette  opération  plus  uniforme  et  plus  simple, 
on  observera  que  le  tracé  de  Thélice  primitive  a  déjà  conduit  (n''  451)  à  diviser  la 
circonférence  ABCH...  et  le  pas  de  l'hélice  A' A"  en  un  même  nombre  de  parties 
égales,  ici  quatorze;  par  conséquent,  si  Ton  commence  par  marquer  sur  Taxe  ver- 
tical, à  partir  du  point  a',  des  intervalles  a'b\  Vd ^  c'a' y  rfV,  e/', . . . ,  tous  égaux 
aux  divisions  du  pas  de  Thélice,  il  n'y  aura  plus  qu'à  joindre  par  des  droites  les 
points  correspondants  B'  et  6',  C  et  (/,  D' et  rf',...,  pour  obtenir  les  projections  ver- 
ticales B'fe',  CV,  DW, . . . ,  des  diverses  génératrices  projetées  horizontalement  sur 
les  rayons  BO,  CO,  DO , . . . . 

612.  D'après  cette  construction,  il  est  évident  que  deux  génératrices,  quelque 
rapprochées  qu'elles  soient,  ne  se  trouveront  jamais  dans  un  même  plan.  Car» 
i^  elles  ne  sont  point  parallèles,  puisque  leurs  projections  horizontales  se  coupent 
en  0;  2^  elles  ne  se  coupent  pas,  puisque  les  points  situés  sur  la  verticale  0  y  seront 
placés  à  des  hauteurs  différentes  :  donc  cet  hélicoïde  est  une  surface  gauche. 

615.  Puisque  les  divers  triangles  rectangles  formés  par  chaque  génératrice  avec 
Taxe  et  le  rayon  du  cylindre  qui  aboutit  au  point  correspondant  de  l'hélice,  sont 
(n""  611)  tous  égaux  à  A!a'0\  il  s'ensuit  que  la  portion  de  la  droite  mobile,  com- 
prise entre  l'axe  et  l'hélice  directrice,  conserve  toujours  la  même  longueur;  par  con- 
séquent, on  peut  aussi  regarder  l'héiicoide  gauche  qui  nous  occupe,  comme  engen- 
dré par  une  droite  de  longueur  constante  (AO,  A' a')  qui  glisse  sur  une  hélice  à  base 
circulaire  et  sur  son  axe. 

614.  Dans  ce  mouvement,  où  la  longueur  de  la  génératrice  et  son  inclinaison 
sur  l'axe  demeurent  invariables,  il  est  évident  qu'un  point  quelconque  (a,  a')  de 
cette  droite  mobile,  reste  à  une  distance  constante  aO  de  l'axe  vertical  (0,  0'2')» 
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c'est-à-dire  que  ce  point  se  meut  sur  le  cylindre  droit  qui  a  pour  baSe  le  cercle 
aêy....  En  outre,  comme  les  deux  extrémités  de  la  génératrice  s'élèvent,  a  la  fois, 
d'une  quantité  égale  a!h\  ou  a!c\  ou  a'd\...y  il  en  sera  de  même  du  point  (a,  a'), 
dont  les  ordonnées  verticales,  comptées  à  partir  du  plan  horizontal  a'w',  seront  tou- 
jours égales  aux  ordonnées  du  point  (A,  A')  au-dessus  du  plan  A'O'.  Or  celles-ci 
sont,  par  la  nature  de  Thélice  que  parcourt  le  point  (A,  A'),  proportionnelles  aux 
arcs  AB,  AC,  AD,...,  ou  bien  aux  arcs  aS,  ay,  ac?,...;  donc  aussi  ces  derniers  sont 
proportionnels  aux  ordonnées  des  positions  qu'occupe  le  point  (a,  a')  au-dessus 
du  plan  horizontal  a'o',  lorsqu'il  se  projette  successivement  en  S,  7,  ^,...  :  par  con- 
séquent (n''  4:4^),  la  courbe 

décrite  par  un  point  quelconque  (a,  a')  de  la  génératrice^  pendant  son  mow^ement^  est 
une  hélice  de  même  pas  que  V  hélice  primitiçe^  mais  tracée  sur  un  cylindre  concentri- 
que au  premier. 

Pour  construire  cette  hélice,  il  suffirait,  après  avoir  décrit  le  cercle  du  rayon  Oa, 
de  projeter  les  points  ê,  7,  (?,...,  en  S',  /,  <^,...,  sur  les  génératrices  déjà  tracées; 
mais,  afin  d'éviter  la  rencontre  de  lignes  très-obliques,  il  vaudra  mieux  couper  ces 
génératrices  par  des  horizontales  élevées  au-dessus  de  (xf(ù\  de  1,2,  3,...,  fois  l'in- 
tervalle a' 6'. 

615.  D'après  cette  propriété,  on  pourrait  aussi  définir  l'hélicoïde  gauche  comme 
engendré  par  une  droite  qui  glisse  constamment  sur  deux  hélices  concentriques ^  de 
rayons  inégaux^  mais  de  même  pas^  et  sur  Vaxe  commun  de  ces  deux  courbes.  Par  là, 
on  assignerait  trois  directrices  à  la  surface,  et  les  autres  conditions  énoncées  aux 
n^  610  et  613  se  trouveraient  remplies  d'elles-mêmes. 

616.  Il  est  évident  que  l'hélicoïde  gauche  admet  encore  une  nappe  supérieure, 
laquelle  serait  engendrée  par  le  prolongement  afU'  de  la  droite  (a' A',  OA)  qui  a 
déjà  décrit  la  nappe  inférieure.  Cette  dernière  est  la  seulç  que  nous  ayons  voulu  re- 
présenter ici,  afin  d'en  laisser  voir  plus  distinctement  la  forme;  toutefois,  nous  fe- 
rons observer  que  non-seulement  les  deux  nappes  auraient  de  commun  la  droite 
(0,  O'Z'),  m^is  qu' elles  se  couperaient  encore  suivant  une  ou  plusieun  hélices  de  même 
pas  que  r hélice  (ABCD,  A'B'C'D'...).  En  effet,  si  l'on  compare  deux  positions  de  la 
génératrice  qui  soient  situées  dans  le  même  méridien,  telles  que  (AO,  A'a'U')  et 
(0H«  A'H'),  on  voit  qu'elles  se  coupent  en  un  point  uf  commun  aux  deux  nappes,  et 
qui  restera  constamment  sur  l'une  et  sur  l'autre,  lorsqu'il  seraentrainé  par  le  mou- 
vement simultané  de  ces  deux  droites  autour  de  l'axe.  Or  nous  avons  démontré 
(n^614)  que,  dans  ce  mouvement,  un  point  quelconque  a'  ou  u'  de  la  génératrice 
décrivait  une  hélice  concentrique  avec  (ABCD,  A'B'C'D'...)  et  de  même  pas  que 
celle-ci  :  donc,  c'est  bien  une  telle  courbe  qui  formera  l'intersection  des  deux  nappes 
de  l'hélicoïde;  et  il  existerait  d'autres  sections  analogues,  si  l'on  prolongeait  les 
génératrices  assez  loin  pour  que  A'a'U'  rencontrât  A" H",  A*H'*,...,  en  des  points 
u'\  a",...,  qui  décriraient  encore  des  hélices  communes  aux  deux  nappes. 

Géométrie  Leroy,  3a 
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617.  {Fîg.  I  a4.)  Représentation  graphique  de  la  surface.  Elle  est  donnée  par  l'en- 
semble des  génératrices  successives  que  nous  avons  construites  ;  et  si  l'on  restreint 
rhélicoide  à  sa  nappe  inférieure,  et  que  Ton  termine  les  génératrices  aux  points  où 
elles  s'appuient  sur  l'hélice  directrice  (ABCD,...,  A'B'C'D'...),  le  contour  apparent 
de  la  surface,  sur  le  plan  horizontal,  se  réduira  au  cercle  ÂBCHLA. 

Quant  au  plan  vertical  de  projection,  le  contour  apparent  se  composera  d'abord 
des  portions  A'B'CD'G'H'L'  et  FQ'A''B''C'T"H"L''  de  l'hélice  directrice;  puis,  de 
diverses  courbes  symétriques  X'Y'B',  o/yL',  X^yB'",...,  qui  seront  les  enveloppes 
des  projections  verticales  des  génératrices.  En  effet,  les  droites  A' a',  B'6',  C'c',D'rf', 
formant  avec  Taxe  O'Z'  des  angles  qui  vont  toujours  en  diminuant,  produiront  par 
leurs  intersections  successives  un  polygone  dont  la  convexité  sera  tournée  vers 
l'axe;  et  si  l'on  conçoit  ces  génératrices  multipliées  indéfiniment,  ce  polygone  de- 
viendra une  courbe  X'Y'B',  tangente  à  chacune  de  ces  droites,  et  qui  aura  pour 
asymptote  la  génératrice  particulière  a' A'  dont  l'inclinaison  sur  l'axe  est  maximum 
en  projection  verticale.  Cette  courbe  touchera  aussi  l'axe  O'Z',  qui  est  lui-même  la 
projection  d'une  génératrice  de  la  surface,  en  un  certain  point  X',  situé  entre  rf'  et  e'; 
puis,  elle  continuerait  à  avoir  pour  tangentes  les  prolongements  des  génératrices 
E'e',  F'/',  G' g!f  H' A',  dont  la  dernière  serait  une  nouvelle  asymptote.  Mais,  comme 
ici  la  nappe  supérieure  de  l'hélicoïde  n'existe  pas,  la  courbe  enveloppe  des  généra- 
trices se  réduira  a  la  partie  comprise  depuis  le  point  X',  jusqu'au  point  (situé  vers  B') 
où  la  génératrice  de  l'hélicoïde  se  trouve  en  projection  verticale,  tangente  à  la  sinu- 
soïde A'B'C'D';  seulement,  dans  cette  dernière  partie,  la  courbe  enveloppe  se  con- 
fondra sensiblement  avec  la  droite  B'  h\ 

De  même,  la  branche  œfyU  du  contour  apparent  se  tracera  en  la  rendant  tangente 
à  l'axe  entre  les  points  n',  p\  et  tangente  aussi  aux  génératrices  n'N',  m'M',  l'h\ 
jusqu'à  ce  qu'elle  touche  la  sinusoïde  H'L'M';  et  si  l'on  devait  la  prolonger  plus  loin, 
elle  aurait  pour  asymptote  la  génératrice  A' H'.  Enfin,  on  opérera  semblablement 
pour  les  autres  branches  X"Y"B",  x'fU  C). 

618.  Sections  remarquables.  Si  l'on  coupe  l'hélicoïde  gauche  par  un  plan  mené 
suivant  l'axe  (0,  O'Z'),  on  aura  évidemment  pour  section  des  lignes  droites,  qui 
seront  autant  de  positions  diverses  de  la  génératrice  ;  et  si  l'on  employait,  pour  cou- 
per la  surface,  un  cylindre  vertical  aSyâln,  concentrique  avec  l'hélice  directrice, 
il  résulte  de  ce  que  nous  avons  prouvé  au  n^  614,  que  la  section  serait  une  autre 
hélice  a'S'7'(^X'7r'...,  de  même  pas  que  A'B'C'D'L'F.... 

619.  Maintenant,  coupons  l'hélicoïde  par  un  plan  horizontal  quelconque  C'a'' K". 


(*)  Nous  conseillons  ici  de  tracer  les  courbes  X'Y'B',  x'/L',...,  en  les  rendant  simplement  tangentes 
à  la  sinusoïde  et  aux  projections  des  génératrices,  parce  que  ce  procédé  offrira  toute  la  précision  graphique 
que  Ton  peut  désirer,  en  multipliant  sufiSsamment  les  génératrices  qui  sont  très-faciles  à  construire.  Cepen- 
dant, si  Ton  voulait  déterminer  les  points  rie  contact  de  cette  courbe,  il  n*y  aurait  qu'à  mener  par  chaque 
génératrice  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical;  puis,  chercher  le  point  où  ce  plan  serait  tangent  à 
rhélicoïdey  en  employant  la  méthode  que  nous  exposerons  au  n"  627  :  alors,  la  suite  de  tous  ces  pointe  de 
contact  appartiendrait  rigoureusement  au  contour  apparent  X'Y'B'  de  la  surface;  mais  cette  marche  serait 
très-laborieuse. 
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Il  suffira  de  projeter,  sur  le  plao  horizontal,  les  points  G',  W",  e",  S",...,  où  le  plan 
sécant  rencontre  les  projections  verticales  des  génératrices  de  la  surface,  et  Ton 
obtiendra  la  spirale  OlèS^WG...^  qui  s'étendrait  indéfiniment,  si  Ton  prolongeait 
assez  loin  les  génératrices  suivantes  A"ir,  /''L",....  D'ailleurs,  si  la  nappe  supérieure 
(n**  616),  formée  par  le  prolongement  des  droites  R'r',  Q'y',...,  existait  ici,  elle 
serait  coupée  par  le  même  plan  G"a"W\  suivant  une  autre  branche  Oiïc^...  appar- 
tenant à  la  même  spirale,  et  ces  deux  branches  auraient  pour  tangente  commune  le 
diamètre  AOH;  car  les  rayons  OKG,  OIB  sont  des  sécantes  dont  les  deux  points  de 
section  avec  la  spirale  se  réunissent  en  un  seul  0,  quand  on  arrive  à  la  position  OA. 
620.  La  section  que  nous  venons  d'obtenir  est  une  spirale  iT  Archimède.  En  effet, 
d'après  la  manière  dont  nous  avons  construit  (n^  611)  les  génératrices  de  l'héli- 
coïde,  chacune  de  ces  droites  a  pour  différence  de  niveau,  entre  ses  deux  extrémités, 
un  intervalle  constant  égal  à  0'a\  qui  comprend  ici  six  divisions  du  pas  de  l'hélice; 
puis,  comme  les  points  F",  E",  D",...,  sont  au-dessous  du  plan  G* a"  de  i,  a,  3,..., 
de  ces  divisions,  il  en  résulte  évidemment  que,  dans  l'espace,  on  a 

F'W  =  iF/%     E'^e"  ==  |EV',     D"S"  =  |D"rf^.... 

Or,  les  projections  horizontales  de  ces  droites  devant  être  divisées  dans  le  même 
rapport,  on  aura  aussi 

FW  =  iFO,     E6  =  |E0,     DS  =  |DO,.-., 

ou  bien 

01=  ^OB,     OK  =  |OC,     OS  =  |OD,.... 

D'après  cela,  on  voit  que,  pour  un  point  quelconque  W  de  la  spirale^  on  aurait  la 

relation  générale 

OW       AF  p         u 


OF  ~  AG 


^"     t  =  ï^' 


en  appelant  p  le  rayon  vecteur  de  ce  point,  u  l'angle  correspondant  mesuré  dans 
le  cercle  qui  a  pour  rayon  l'unité,  et  R  le  rayon  donné  OA.  Ainsi,  puisque  l'équa- 
tion précédente  prouve  que  p  et  a  croissent  proportionnellement,  la  courbe  est 
bien  une  spirale  d' Archimède  ;  mais  pour  y  introduire,  suivant  l'usage,  le  rayon 
vecteur  constant  R'  qui  correspond  à  la  première  révolution  totale,  il  n'y  aura  qu'à 
prendre 


u 


R'  =  J1R,     et  il  viendra    p  =  R'— • 

La  fraction  ^  exprime  ici  le  rapport  du  pas  de  l'hélice  A' A",  avec  la  hauteur  O'rf 
que  nous  nous  sommes  donnée  arbitrairement,  pour  fixer  la  première  génératrice 
de  l'hélicoide  gauche. 

621.  {Fig.j2^.)  Duplan  tangent  pour  un  point  donné  s\xv  une  géïïér*àtvice  quel" 
conque  (DO,  D'rf').  Supposons  d'abord  que  le  point  assigné  soit  (D,  D'),  situé  sur 
l'hélice  directrice  :  alors,  en  tirant  la  droite  Dï  égale  à  Tare  AD,  et  perpendiculaire 

3a. 
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MrDO,  on  sait  (n**  449)  que  le  point  (T,  T')  sera  le  pied  de  la  tangente  à  rhélire; 
par  conséquent,  le  plan  tangent  relatif  au  point  (D,  D')  se^trouvera  déterminé  par 
l'ensemble  des  deux  droites  (DO.  D'rf')  et  (DT,  D'T'),  et  ce  plan  aura  évidemment 
pour  trace  horizontale  la  ligne  VT. 

Maintenant,  soit  {&,  d^)  un  point  quelconque  de  la  même  génératrice.  On  sait 
(n*^  614)  que  par  ce  point  il  passe  une  hélice  dont  la  naissance  (a,  o/)  se  détermine 
en  décrivant  Tare  (?a,  et  projetant  a  en  a'  sur  la  génératrice  Aa'.  D'ailleurs,  sans  tra- 
cer cette  courbe,  sa  tangente  est  facile  a  construire  ;  car,  si  après  avoir  mené  la 
droite  TO,  on  tire  âd  parallèle  à  DT,  il  est  évident  qu'on  aura  &9  =  âa  :  donc,  en 
projetant  0  en  6'  sur  le  plan  de  naissance  a'w',  on  obtiendra  le  pied  (6,  6')  de  la 
tangente  cherchée,  qui  sera  {dO,  d'Q').  Cela  posé,  le  plan  tangent  au  point  (c^,  d') 
de  rhélicoide,  devant  contenir  cette  tangente  ainsi  que  la  génératrice  (c^O,  &d') 
qui  vient  percer  le  plan  horizontal  co'a'  au  point  (Ç,  Ç'),  il  aura  évidemment  pour 
trace,  sur  ce  plan  de  naissance,  la  droite  ^d  ;  et  sur  le  plan  horizontal  primitif,  sa 
trace  sera  Vf,  parallèle  à  ^ô. 

On  opérerait  semblablement  pour  un  nouveau  point  (ij^,  i(')  delà  génératrice 
(DO,  D'rf'),  en  employant  toujours  le  triangle  rectangle  TOD,  dans  lequel  on  trace- 
rait, parallèlement  à  DT,  la  droite  t{^Ç  qui  fournirait  le  pied  (Ç,  Ç')  de  la  tangente  à 
l'hélice  passant  par  le  point  (t]^,  ^). 

622.  Il  importe  ici  de  remarquer  que,  pour  tous  les  points  d'une  même  généra-- 
trice  (DO,  D'rf'),  les  triangles  rectangles  TDV,  6c?ê,...,  auront  des  bases  égales 
DV  =  c)'§=  ...  En  effet,  la  hauteur  du  point  (D,  D')  au-dessus  de  (A,  A')  est  évi- 
demment la  même  que  celle  du  point  ((?,  (^)  au-dessus  de  (a,  a');  par  conséquent, 
les  portions  D'V'et  d^'Ç'  delà  génératrice  sont  égales,  et  il  doit  y  avoir  aussi  égalité 
entre  leurs  projections  horizontales  DV  et  c^Ç.  Mais  Tangle  à  la  base,  V  ou  Ç,  de  ces 
triangles  est  variable;  tandis  qu'il  serait  constant  et  la  base  variable^  pour  les  divers 
points  d'une  même  hélice,  attendu  qu'en  passant  du  point  D  aux  points  C,  B,...,  les 
côtés  DV  etDT  varient  dans  le  même  rapport. 

Il  résulte  de  Ik  que  les  plans  qui  touchent  l'hélicoïde  dans  les  divers  points  d'une 
même  hélice  sont  également  inclinés  sur  le  plan  horizontal. 

625.  Observons  encore  que,  pour  tous  les  points  d'une  même  génératrice 
(DO,  D'rf'),  les  pieds  des  tangentes  aux  hélices  sont  tous  situés  sur  la  droite  [TO ^  T'a'), 
ce  qui  permettrait  d'obtenir  la  projection  verticale  6'  sans  recourir  (n**  621  )  au  plan 
de  naissance  a'w'.  En  effet,  les  hauteurs  des  deux  points  (0,  a')  et  (5,  6')  au-dessus 
du  plan  horizontal  primitif  fournissent  évidemment  \t^  rapports  égaux 

OV  _AV_AO_DO_TO. 

O'»'  "■  A' a'  ~  Aa  *"  D^  ■"  TO  ' 

or  l'égalité  entre  la  première  et  la  dernière  de  ces  fractions  indique  que  les  ordon- 
nées verticales  des  points  (0,  a')  et  (6,  0')  sont  proportionnelles  à  leurs  abscisses 
comptées  du  point  (T,  T');  donc  ces  trois  points  se  trouvent  en  ligne  droite. 
624.  11  suit  de  là  que  les  tangentes  (DT,  DT),  [ùO,  ù'0%  {^^,  f  Ç')»—^  aux 
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hélices  décrites  par  les  divers  points  de  la  génératrice  (DO,  'D'd')^  s'appuient  toutes 
sur  les  deux  droites  fixes  (TO,  Ta')  et  (DO,  D'^)  ;  et  d'ailleurs,  comme  cesj;angentes 
sont  évidemment  parallèles  à  un  même  plan  vertical  DT,  il  en  résulte  (n®  549) 
qu'elles  forment,  par  leur  ensemble,  un  paraboloïde  hyperbolique  qui  touche  la  sur- 
face de  rbélicoide  tout  le  long  de  la  génératrice  (DO,  D'^'). 

625.  C'est  k  ce  résultat  que  nous  serions  parvenus  si,  d'après  la  méthode  géné- 
rale du  n®  577,  nous  avions  voulu  former  V hyperbohîde  de  raccordement  le  long  de 
la  droite  (DO,  Wd')  ;  car,  en  définissant  l'hélicoïde  comme  au  n^  615,  par  le  moyen 
des  trois  directrices  (ABO)...,  A'B'CD'...),  (aSyc^...,  a'ê'/c^...),  (0,  O'Z'),  cet 
hyperboloide  aurait  eu  lui-même,  pour  directrices,  lesdroites  (DT,  D'T'),  (d^,  c^ô'), 
(0,  O'Z');  et  puisqu'elles  sont  évidemment  toutes  trois  parallèles  à  un  même  plan 
vertical,  cette  dernière  surface  dégénère  (n®  553)  en  un  paraboloïde  hyperbolique, 
qui  est  celui  dont  nous  avons  parlé  tout  a  l'heure. 

626.  Ce  paraboloïde  a  pour  plan  directeur  du  premier  système  de  génératrices, 
le  plan  vertical  DT;  quant  au  second  système,  le  plan  directeur  devrait  passer  par 
(TO,  T'a')  et  par  une  parallèle  à  (DO,  D'rf').  Or,  si  l'on  fait  partir  celte  parallèle  du 
point  (0',  a'),  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  ira  percer  le  plan  horizontal  en  D;  de  sorte 
que  TD  sera  encore  la  trace  horizontale  du  second  plan  directeur,  et  il  sera  incliné 
d'une  quantité  angulaire  égale  à  a'A'O',  ce  qui  achève  de  fixer  sa  direction.  On  voit 
ainsi  (fue  les  deux  plans  directeurs  sont  à  la  fois  perpendiculaires  au  plan  vertical 
OD  qui  contient  la  génératrice  de  l'hélicoïde;  d*où  l'on  peut  conclure  que  Vaxe  du 
paraboloïde  (n^572)  est  horizontcU  et  parallèle  à  DT. 

Pour  toute  autre  génératrice  que  (DO,  D'</'),  il  est  évident  que  le  paraboloïde  de 
raccordement  demeurerait  constant  de  forme ^  et  prendrait  seulement  une  position 
analogue  par  rapport  a  la  nouvelle  génératrice. 

627.  {Fig.  124- )  Trouver  le  point  de  contact  de  VhéUcoide  gauche^  avec  un  plan 
donné  qui  passe  par  une  génératrice  connue.  Ce  problème,  qui  serait  utile  dans  la 
Perspective  et  les  Ombres^  pour  trouver  la  courbe  de  contact  de  l'hélicoïde  avec  un 
cône  ou  un  cylindre  circonscrit  à  cette  surface,  pourrait  se  résoudre  comme  on  l'a 
indiqué  n~  585  et  587;  ou,  plus  simplement,  par  les  procédés  des  n*^  586  et  588, 
si  l'on  commençait  par  substituer  à  l'hélicoïde  le  paraboloïde  de  raccordement  le 
long  de  chaque  génératrice.  Mais  les  opérations  graphiques  sont  encore  très-labo- 
rieuses, et  nous  allons  donner  une  méthode  beaucoup  plus  courte,  fondée  sur  la 
remarque  du  n®  622  ('). 

Soit  y  r  la  trace  horizontale  du  plan  donné  qui  passe  par  la  génératrice  (DO,  H'd)  ; 
après  avoir  construit  le  triangle  rectangle  TDO,  qui  détermine  la  tangente  de  Thé- 
lice  au  point  (D,  D')  de  la  génératrice  proposée,  menez  par  le  point  t  une  parallèle 
tB  k  DO,  puis  une  perpendiculaire  W;  cette  dernière  fera  connaître  le  point  ((?,  d^) 
où  le  plan  donné  touche  l'hélicoïde.  En  effet,  pour  construire  le  plan  tangent  relatif 


(*)  Cette  méthode  a  été  indiquée  dans  le  Traité  des  Surfaces  réglées  par  M.  Gascheau,  ancien  élève  de 
l'Ecole  Polytechnique. 
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à  ce  point  {â,  cK),  il  faudrait  (n*>«  621  et  622)  tirer,  dans  le  triangle  ODT,  la  droite 
^ô  perpendiculaire  sur  o^O,  puis  prendre  â^  égale  à  DV,  et  la  ligne  $^  serait  la  trace 
de  ce  plafi  tangent  sur  le  plan  de  naissance  a'w'  de  l'hélice  passant  par  (c^,  c^).  Or 
il  est  évident  que,  d'après  les  constructions  employées  ci-dessus,  la  ligne  6^  se  trou- 
vera parallèle  à  Yt;  ainsi,  le  plan  donné  et  le  plan  tangent  pour  le  point  (c?,  ^) 
auront  leurs  traces  horizontales  parallèles,  et,  comme  ils  passent  tous  les  deux  par 
la  droite  (ODV,  rf'D' V),  ils  coïncideront  certainement  l'un  avec  l'autre. 

628.  HÉLICOIDE  à  plan  directeur,  La  définition  générale  du  n®  610  suppose 
que  la  droite  mobile  glisse  sur  une  hélice  et  sur  son  axe^  en  formant  avec  ce  dernier  un 
angle  constant^  mais  quelconque  :  lorsque  cet  angle  est  droite  toutes  les  positions 
de  la  génératrice  se  trouvent  évidemment /^aroZ/eVe^  au  plan  horizontal  qui  devient 
ainsi  un  plan  directeur  de  la  surface;  et  celle-ci,  toujours  g^attcAa,  rentre  alors  dans 
le  genre  des  conoïdes  droits  (n°  520).  Il  est  facile  de  voir  comment  toutes  les  pro- 
priétés reconnues  dans  l'hélicoïde  gauche  général  se  reproduiront,  avec  des  sim- 
plifications remarquables,  dans  l'hélicoïde  particulier  qui  nous  occupe;  c'est  pour- 
quoi nous  nous  contenterons  d'indiquer  la  forme  de  ce  dernier,  en  employant  un 
seul  plan  de  projection,  comme  dans  hjtg-  ia6,  qui  doit  nous  servir  plus  tard  à 
représenter  une  vis.  On  y  aperçoit  l'hélice  directrice  ABCDE...,  et  les  diverses  posi- 
tions Ao,  Bi,  G2,...,  de  la  droite  mobile;  puis,  on  démontrera  plus  facilement 
encore  qu'au  n®  614,  que  tout  point  a  de  la  génératrice  décrit  une  hélice  aëy^e... 
concentrique  avec  la  première f  et  qui  a  le  même  pas  et  le  même  plan  de  naissance  que 
celle-là. 

629.  Quant  au  plan  tangent  de  cet  bélicoïde,  pour  un  point  assigné  sur  une  géné- 
ratrice, il  se  construira  aussi  en  cherchant,  comme  au  n^  621,  le  pied  de  la  tan- 
gente à  l'hélice  qui  passera  par  le  point  donné;  et  ce  pied  se  déterminera  encore  au 
moyen  du  triangle  rectangle  ODT  de  \^fig^  i2(\  :  mais,  dans  le  cas  actuel,  les  traces 
horizontales  des  divers  plans  tangents  le  long  de  la  génératrice  OD,  partiront  des 
points  T,  6,  Ç,...,  ei  seront  toutes  parallèles  à  OD,  puisque  cette  àvoiie  horizontale  ^e 
trouvera  commune  à  tous  ces  plans. 

630.  [Fig.  1^4*)  D'ailleurs,  la  droite  (TO,  T'a'),  sur  laquelle  étaient  situés  i 
(n^  625)  les  pieds  des  tangentes  aux  diverses  hélices,  se  réduira  ici  à  la  ligne  TO 

tracée  dans  le  plan  horizontal;  et  le  paraboloïde  de  raccordement  (n^*  624  et  626) 
aura  pour  ses  deux*  plans  directeurs  le  plan  vertical  DT  et  le  plan  horizontal  lui- 
même. 

631.  Enfin,  le  problème  du  n^  627  se  résoudra  bien  simplement  ici,  puisque 
étant  donnée  pour  trace  horizontale  du  plan  assigné,  une  droite  tO  parallèle  à  OD, 

le  point  d,  où  cette  trace  rencontrera  la  ligne  TO,  permettra  de  tirer  la  perpendi-  , 

culaire  $J^,  qui  fera  connaître  le  point  de  contact  ù  que  l'on  cherchait. 

La  surface  dont  nous  parlons  ici  est  employée,  non-seulement  pour  former  la  vis  | 

^^  filet  rectangulaire,  mais  encore  dans  les  escaliers  ditsi^â  à  Jour  circulaire,  et  visa 
nayaupleinm 
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%  5.  De  la  Vis  à  filet  triangulaire. 

632.  {Fig.  125.)  Imaginons  un  triangle  isocèle  a  A  a',  dont  la  base  aa' coïncide 
toujours  avec  une  cirête  d'un  cylindre  vertical  à  base  circulaire,  et  dont  le  plan,  pas- 
sant constamment  par  l'axe  de  ce  cylindre,  tourne  uniformément  autour  de  cette 
droite;  puis,  concevons  que  ce  triangle  s'élëve  en  même  temps  de  quantités  propor- 
tionnelles aux  espaces  angulaires  décrits  par  son  plan  mobile,  et  de  telle  sorte  qu'au 
bout  d'une  révolution  totale,  le  triangle  générateur  se  soit  élevé  d'ime  hauteur 
égale  à  sa  base  dtj!^  c'est-à-dire  qu'il  ait  pris  la  position  a' A' a".  Alors,  le  solide 
engendré  par  ce  triangle  mobile  sera  \e  filet  de  la  vijs  dont  le  cylindre  primitif  est  le 
noyau. 

t>33.  Il  est  évident  que,  d'après  ces  conditions  et  le  n°  446,  le  sommet  A  du 
triangle  décrit  une  hélice  ABCDEFA'B'...,  qui  appartient  k  un  cylindre  concen- 
trique avec  le  premier,  et  dont  le  pas  est  égal  à  oca'  ;  d'ailleurs,  comme  les  côtés  A  a 
et  A  a'  rencontrent  toujours  l'axe,  en  faisant  des  angles  constants  avec  cette  droite, 
il  en  résulte  (n°610)  que  les  deux  faces  du  filet  sont  des  portions  de  deux  héli- 
coîdes  gauches,  dont  la  nappe  supérieure  de  l'un  (n^  616)  forme  la  face  inférieure  du 
filet,  tandis  que  la  face  supérieure  de  ce  filet  appartient  à  la  nappe  inférieure  de  l'autre 
hélicoïde. 

634.  Pour  représenter  complètement  cette  vis,  il  faudra  d'abord  construire 
(n^  451),  au  moyen  d'un  plan  horizontal  que  nous  avons  supprimé  ici,  la  projec- 
tion verticale  ABCDFA'B',..  de  l'hélice  décrite  par  le  point  A,  en  observant  que  le 
pas  AA'  de  cette  hélice  doit  être  pris  égal  à  la  base  aa'  du  triangle  donné.  Ensuite, 
les  divisions  égales  de  ce  pas,  qui  sont  ici  au  nombre  de  dix,  devront  être  reportées 
sur  l'axe,  à  partir  des  points  o  et  1 6  où  cette  droite  est  rencontrée  par  les  côtés  A  a  et 
Aa';  ce  qui  produirait  en  général  deux  séries  distinctes  de  points  de  division  :  mais 
ici  elles  n'en  forment  qu'une  seule,  attendu  que  nous  avons  choisi  le  triangle  Aaa', 
de  manière  que  ses  côtés  comprissent,  sur  l'axe,  un  nombre  exact  des  divisions  du 
pas  de  l'hélice.  Cela  posé,  enjoignant  le  premier  point  de  division  B  de  Thélice  avec 
les  points  i  et  17,  le  point  C  avec  2  et  18,  le  point  D  avec  3  et  19,...,  on  obtiendra 
évidemment  les  diverses  positions  du  triangle  générateur. 

635.  Toutefois,  il  faut  terminer  ces  droites  aux  points  S  et  S',  7  et  7',  (?  et  d^,..., 
où  elles  vont  rencontrer  le  noyau  cylindrique  de  la  vis.  Or,  ceux-ci  n'étant  autre 
chose  que  les  positions  successives  prises  par  les  points  a  et  a'  du  triangle  mobile, 
il  résulte  du  n**  614  que  la  courbe  projetée  sur  ccSy^a'&...  est  une  hélice  de  même 
pas  que  ABCDFA'...;  par  conséquent,  on  déterminera  cette  nouvelle  hélice  en  cou- 
pant les  génératrices  indéfinies  par  des  horizontales  menées  des  points  4  et  i4»  5  et 
i5, 6et  16,...  D'ailleurs,  comme  le  point  a' est  commun  aux  deux  triangles  a  A  a' et 
a' A' a",  il  arrivera  nécessairement  que  l'hélice  aëy(pa!&y\..  sera  aussi  produite  par 
les  intersections  des  côtés  BS'  et  B'ê',  C/  et  Cy,...,  ce  qui  offrira  une  vérification 
des  constructions  précédentes.  Cette  hélice  formera  ainsi  l'arête  rentrante  de  la  vis, 
tandis  que  rareté  saillante  sera  l'hélice  projetée  sur  ABCDFA', 


•  •• 
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636.  [Fig.  1 25.)  Quant  au  contour  apparent  des  deux  faces  du  filet,  on  doit  bien 
observer  qu'il  n'est  pas  formé  par  deux  génératrices  rectilignes,  mais  par  deux 
courbes  XY  et^ry,  qui  sont  (n®  617)  les  enveloppes  des  projections  des  génératrices, 
et  qui  ont  pour  asymptotes  les  génératrices  particulières  AafetA'a'.  Toutefois,  vu 
que  les  portions  des  deux  hélicoïdes  gauches  qui  forment  le  filet  sont  peu  étendues 
et  assez  éloignées  de  l'axe,  les  lignes  XY  et  xy  pourront  être  ici  tracées  approxi- 
mativement comme  deux  €bvites  conyergentes  Sivec  a'Âet  a'A\  et  qui  devront  tou- 
cher, l'une  les  deux  arcs  AYB  et  «'X'  S',  l'autre  les  deux  arcs  A'^Fet  a'xf.  D'ail- 
leurs, de  ces  deux  branches  du  contour  apparent»  la  première  XY  cache  une  partie 
de  la  seconde  xy,  laquelle  doit  alors  se  terminer  en  un  point  z,  situé  à  la  hauteur  de 
a%  à  cause  de  la  forme  symétrique  de  ces  deux  courbes. 

Ces  remarques,  qui  s'appliquent  k  chaque  angle  rentrant  du  filet  situé  à  fauche, 
et  qui  se  reproduiront  d'une  manière  inverse  pour  les  angles  rentrants  situés  à  droite, 
suffisent  sans  doute  pour  que  le  lecteur  se  rende  compte  aisément  des  diverses  ponc- 
tuations par  lesquelles  nous  avons  exprimé,  sur  notre  épure,  les  parties  visibksoa 
invisibles  de  la  vis  en  question.  Nous  ajouterons  seulement  que  le  rectangle  \iSvu 
représente  le  parallélipipède  qui  forme  la  tête  de  cette  vis. 

%  6.  De  la  Vis  à  filet  carré. 

637.  {Fig.  126.)  Le  filet  de  cette  vis  est  engendré  par  un  rectangle  AaXL  dont 
le  plan,  qui  passe  par  l'axe  d'un  cylindre  droit  et  circulaire,  tourne  uniformément 
autour  de  cet  axe,  tandis  que  le  rectangle  s'élève  le  long  des  arêtes  du  cylindre,  de 
quantités  proportionnelles  aux  espaces  angulaires  décrits  par  son  plan  mobile.  Il 
en  résulte  évidemment  que  les  points  A  et  L  décrivent,  dans  ce  mouvement,  deux 
hélices  égales,  dont  le  pas  commun  AA^  ou  LL'  peut  être  choisi  arbitrairement, 
pourvu  qu'il  égale  au  moins  le  double  de  AL,  afin  de  laisser  un  libre  passage  au 
filet  saillant  de  l'écrou  qui  engrène  avec  la  vis.  D'ailleurs,  les  deux  côtés  A  a  et  LX, 
qui  s'appuieront  toujours  sur  ces  hélices  et  sur  l'axe,  en  coupant  celui-ci  sous  un 
angle  droit,  engendreront  des  faces  gauches  qui  appartiendront  (n**  628)  k  des 
hélicoïdes  à  plan  directeur;  tandis  que  le  côté  AL  décrira  une  zone  cylindrique,  qui 
terminera  extérieurement  le  filet  de  cette  vis. 

638.  Pour  représenter  graphiquement  la  vis  k  filet  carré,  il  faut  d'abord  con- 
struire les  deux  hélices  de  même  pas  ABCDEFA'F'...  et  LMNPQRL'R'...,  en  se  ser- 
vant (n®  431)  d'un  plan  horizontal  que  nous  avons  supprimé  ici;  puis,  tracer  sem- 
blablement  sur  le  cylindre  du  noyau  les  deux  autres  hélices  aSyc^aça'...  et  X^urp..., 
qui  sont  produites  (n^628)  par  les  points  a  et  X,  et  dont  le  pas  commun  ol(x!  doit 
égaler  AA'.  Ces  deux  dernières  courbes  sont  les  intersections  du  noyau  de  la  vis 
avec  les  faces  inférieure  et  supérieure  du  filet,  et  elles  servent  k  limiter  les  portions 
des  génératrices  BS  etM,a,  De?  et  P;r,  F9  etRjO,...,  qui  appartiennent  k  ces  deux 
faces  gauches.  Enfin,  on  pourra  ajouter  quelques-unes  des  arêtes  du  cylindre  exté- 
rieur, telles  que  BM,  CN,  DP,.... 
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859.  Parmi  les  diverses  lignes  dont  nous  venons  de  parler,  le  lecteur  discernera 
aisément  celles  qui  sont  visibles  de  celles  qui  se  trouvent  cachées.  Nous  avons  tracé 
les  unes  et  les  autres  complètement  dans  la  première  spire  du  filet,  en  les  ponc- 
tuant d'une  manière  convenable  à  leur  position;  mais,  dans  les  autres  spires,  nous 
n'avons  conservé  que  les  lignes  visibles,  afin  d'offrir  ici  un  résultat  tout  à  fait  con- 
forma à  celui  que  présenterait  au  spectateur  la  vue  de  l'objet  en  relief. 

§  7.  Du  Conoïde  de  la  voûte  d arêtes  en  tour  ronde, 

640.  {Fig.  127.)  En  écartant  les  circonstances  qui  sont  spécialement  relatives  à 
la  stéréotomie»  la  question  se  réduira  ici  à  trouver  l'intersection  d'un  tore  avec  un 
conoide,  courbe  dont  les  tangentes  donnent  lieu  à  des  recherches  nouvelles,  et  qui 
trouveront  des  applications  utiles  dans  la  Coupe  des  pierres.  Le  tore  est  engendré 
par  la  révolution  du  demi-cercle  B'C'6'  qui,  relevé  dans  le  plan  vertical  B'w,  tourne 
autour  de  la  verticale  oa,  et  forme  la  surface  intérieure  de  la  voûte  principale  qu'on 
nomme  un  berceau  tournant.  Une  porte  pratiquée  dans  cette  première  voûte,  et 
limitée  aux  plans  verticaux  F/ et  6^  qui  convergent  vers  l'axe  de  la  tour,  est 
recouverte  par  un  cono'ide  dont  la  génératrice  rectiligne  demeure  toujours  horizon* 
taie,  en  glissant  sur  la  verticale  &>  et  sur  une  seconde  directrice  formée  de  la  manière 
suivante.  On  rectifie  l'arc  AOD  suivant  sa  tangente  aOrf,  et  sur  cette  droite,  comme 
grand  axe,  on  décrit  une  demi-ellipse  A''C''D"  dont  le  demi-axe  vertical  0"C"  est 
égal  au  rayon  OB  ou  O'B'  du  tore;  puis,  en  imaginant  que  cette  ellipse,  placée 
d'abord  dans  le  plan  vertical  aOdy  soit  roulée  sur  le  cylindre  droit  AOD,  de  manière 
que  ses  abscisses  coïncident  avec  les  arcs  de  cette  circonférence,  et  ses  ordonnées 
avec  les  arêtes  verticales  du  cylindre,  cette  ellipse  deviendra  une  ligne  à  double 
courbure  projetée  sur  AOD,  et  que  l'on  adopte  pour  la  seconde  directrice  ou  pour 
la  base  du  conoide. 

641.  Cela  posé,  pour  obtenir  l'intersection  de  ce  conoïde  avec  le  tore,  coupons 
ces  deux  surfaces  par  divers  plans  horizontaux.  Celui  qui  passera  par  le  point  M'  du 
méridien  B'C'6',  coupera  avec  le  tore  suivant  deux  cercles  décrits  avec  les  rayons 
wF  et  (ùp';  puis,  si  l'on  cherche  sur  l'ellipse  les  points  M"  et  N"  qui  sont  à  la  même 
hauteur  que  M',  et  que  l'on  prenne  les  arcs  OP  et  OQ  égaux  aux  abscisses  0"P"  et 
0"Q",  les  points  P  et  Q  seront  évidemment  les  projections  des  points  où  la  base  du 
conoide  est  rencontrée  par  le  plan  sécant  horizontal;  et,  par  suite,  les  sections  faites 
dans  cette  surface  seront  deux  droites  projetées  sur  wP  et  wQ.  Or  ces  droites  ren- 
contrent les  deux  sections  circulaires  en  quatre  points  M,  m,  N,  /i,  qui  appartien- 
nent à  l'intersection  des  deux  surfaces,  laquelle  se  composera  de  deux  branches  à 
double  courbure,  projetées  horizontalement  surGMO/i/'etFNOm^. 

642.  Observons,  i®  qu'en  prolongeant  le  conoïde  en  arrière  de  l'axe  vertical  «, 
il  rencontrerait  une  seconde  fois  le  tore  suivant  deux  autres  branches  GaOg/a  et 
FaOag'a»  q^i  sont  Symétriques  avec  les  premières  et  se  construisent  par  les  mêmes 
opérations;  ^^  que  les  deux  nappes  du  conoïde  sont  censées  terminées  ici  aux  deux 
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cylindres  verticaux  B'GBF...,  etb'gbf...  qu'elles  coupent  suivant  des  courbes  a 
double  courbure,  qui  ne  sont  autre  chose  que  des  ellipses  roulées  sur  ces  cylindres, 
et  ayant  toutes  pour  demi-axe  vertical  le  rayon  du  tore  :  c'est  ce  qui  résulte  évidem^ 
ment  de  la  proportionnalité  des  arcs  horizontaux  BG  et  BF,  ou  bg  et  b/,  avec  les 
arcs  OA  et  OD;  3®  que,  pour  faire  servir  le  tore  et  le  conoïde  à  former  une 
voûte  d'arêtes,  il  faudrait  supprimer  entièrement  toutes  les  portions  intérieures  des 
génératrices  rectilignes  et  circulaires,  lesquelles  sont  ici  ponctuées  comme  étant 
invisibles. 

645.  {Fig.  127.)  II  esta  remarquer  que  chacune  des  courbes  planes,  telles  que 
GO/,  qui  reçoivent  la  projection  horizontale  des  courbes  d'arête,  est  une  spirale 
d'Archimède.  En  effet,  d'après  la  construction  qui  a  fourni  (n®641)  le  point  quel- 
conque M,  l'arc  OP  et  la  droite  PM  sont  respectivement  égaux  aux  abscisses  0"F'  et 
O'F  des  deux  points  M"  et  M',  qui  répondent  à  une  même  ordonnée  verticale  dans 
l'ellipse  et  dans  le  cercle  méridien  du  tore  ;  or,  ces  deux  courbes  ayant  un  axe  ver- 
tical commun,  on  sait  que  de  telles  abscisses  sont  entre  elles  dans  le  rapport  du 
grand  axe  au  petit  axe  :  par  conséquent,  nous  aurons  la  proportion 

OP:PM::OA:OB. 

Mais,  si  l'on  prend  un  arc  OX  qui  soit  avec  OA  dans  le  rapport  coO  avecOB,  nous 
pourrons  remplacer  la  proportion  précédente  par  celle-ci  : 

OP:PM::OX:Oa); 

et  en  faisant  la  somme  des  antécédents  et  celle  des  conséquents,  il  viendra 

XP  :  «M  :  :  xo  :  wO, 

résultat  qui  montre  que  le  rapport  de  l'arc  XP  au  rayon  vecteur  «M  demeure  con- 
stant pour  tous  les  points  de  la  courbe  GOM/o  ;  par  conséquent,  cette  courbe  est  une 
spirale  d'Archimède,  dont  V origine  est  sur  le  rayon  wX  qu'elle  touche  en  se  prolon- 
geant suivant  une  autre  branche  oxp,  symétrique  de  la  première.  Pour  avoir  le  pas 
de  cette  spirale,  c'est-k-dire  le  rayon  vecteur  qui  correspond  a  une  révolution  entière, 
il  sufQra  de  construire  une  quatrième  proportionnelle  d  aux  trois  lignes  suivantes  : 
Tare  XO,  la  circonférence  totale,  et  le  rayon  wO;  alors  on  pourra,  selon  Tusage 
ordinaire,  compter  sur  la  circonférence  du  rayon  (^  les  arcs  qui  mesurent  le  mouve- 
ment angulaire  du  rayon  vecteur  mobile. 

644.  La  courbe  YOgtôy  est  aussi  une  spirale  d'Archimède  dont  l'origine  est 
sur  le  rayon  wÇ,  et  qui  ne  coïncidera  avec  la  précédente  qu'autant  que  l'arc  OX 
se  trouvera  égal  à  un  quart  de  cercle;  pour  obtenir  cette  coïncidence,  il  suffirait 
de  prendre  la  demi-ouverture  OA  de  la  porte  telle,  qu'elle  eût  avec  le  quart  de 
cercle  le  même  rapport  que  OB  avec  Oa>.  Enfin,  les  deux  autres  courbes  G^Oj/a 
et  FjOaga  appartiennent  encore  k   deux  nouvelles  spirales  d'Archimède,  qui 
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touchent  les  mêmes  rayons  Xo^X^  et  Ça)^,»  mais  qui  ont  une  situation  opposée  aux 
premières  ('). 

64o.  {Fig.  127.)  La  tangente  en  un  point  quelconque  M  sera  donnée  par  Tin-* 
tersecdon  du  plan  tangent  au  tore  avec  le  plan  tangent  du  conoîde.  Or  le  premier 
de  ces  plans- a  pour  trace  horizontale  la  droite  YK,  perpendiculaire  à  a>M,  laquelle 
s'obtient  en  ramenant  en  Y  le  pied  T  de  la  tangente  M'T'  du  méridien  circulaire; 
quant  au  second  plan  tangent,  il  faut  d'abord  construire  (n^  580)  un  paraboloide 
qui  raccorde  \e  conoide  tout  le  long  de  la  génératrice  coPM.  Pour  cela,  je  mène  fa 
tangente  WT"  à  l'ellipse  plane;  puis,  en  roulant  cette  courbe  (n^  640)  sur  le 
cylindre  vertical  DCA,  la  sous-tangente  deviendra  PT  =  PT",  de  sorte  que  T  sera 
le  pied  de  la  tangente  au  point  P  de  la  base  du  conoide  :  alors  la  génératrice  ci>P 
du  paraboloide  auxiliaire,  qui  doit  glisser  sur  cette  tangente  et  sur  la  verticale  u, 
en  demeurant  toujours  horizontale,  prendra  la  position  oT  quand  elle  arrivera  au 
pied  de  cette  tangente.  Cela  posé,  si  je  coupe  les  deux  génératrices  ck)P  et  oaT  par  le 


(*]  L^analyse  conduit  aussi  à  ces  résultats;  car,  si  Ton  adopte  pour  axe  des  x  la  droite  uOB,  une  per* 
pendiculaire  à  celle-ci  pour  axe  des  j,  et  enfin  la  verticale  «  pour  axe  des  z\  puis,  si  Ton  pose 

«0  =  /,      OB  =  R,      OA=0'A''=«, 
on  trouvera  (Anafyse  appliquée^  chap.  XIV]  que  les  équations  du  tore  et  du  couoïde  sont 

Alors,  en  éliminant  2,  il  viendra,  pour  la  projection  horizontale  de  l'intersection  de  ces  deux  surfaces, 

Nous  simplifierons  cette  équation  en  y  introduisant  les  coordonnées  polaires,  au  moyen  des  formules 
X  =  r  cos  «,  j  =  r  siu  w;  car  elle  deviendra 

sinu  =s  ib  gm  —^«7 — '  » 
d*où  Ton  conclut 

R/  '^      "      "^       R/      • 

ou  bien 

r=zld=  —  u        et        r=/db — (tt  — «), 

Ces  quatre  équations  distinctes  sont  celles  des  quatre  spirales  construites  dans  notre  épure;  et  pour  rame- 
ner la  première,  par  exemple,  à  Taxe  polaire  wX  qui  lui  est  tangent,  il  n'y  a  qu'à  reculer  l'origine  des 
angles  ir,  qui  se  comptent  ici  à  partir  et  à  droite  de  la  ligne  Ou,  en  posant 

o  R/ 

fi  =s  «'  —  -- ,        d'où  il  résultera        r  =  —  u\ 

li  il 

Cette  dernière  équation  est  bien  celle  d'une  spirale  d'Arcbimède,  dont  les  angles  u'  sont  comptés  à  partir 
du  rayon  w>;  mais,  pour  y  introduire  le  pas  de  cette  spirale,  c'est-à-dire  le  rayon  vecteur  qui  correspond 
à  une  révolution  entière,  posons 


=  tf,        et  il  viendra        r  ^  J  —  • 

a  air 
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plan  vertical  MS,  on  sait  (n**  551)  que  la  section  sera  une  droite  projetée  sur  MS  et 
qui,  jointe  k  la  génératrice  «M,  déterminera  le  plan  tangent  du  paraboloide;  donc 
ce  plan  aura  pour  trace  horizontale  la  ligne  SK,  parallèle  a  wM.  Maintenant,  les 
traces  SK  et  VK  des  deux  plans  tangents  allant  se  couper  en  K,  il  en  résulte  que 
KM  est  la  tangente  cherchée. 

646.  Cette  méthode  ne  peut  plus  s'appliquer  immédiatement  diU  point  multiple  0, 
parce  qu'en  cet  endroit,  les  deux  plans  tangents  devenant  horizontaux*  ils  coïnci- 
dent entièrement,  et  leur  intersection  reste  indéterminée.  Mais,  si  l'on  cherche  à 
évaluer  l'angle  VMK  =  Q  que  forme  une  tangente  quelconque  avec  le  rayon  vecteur 
correspondant,  on  trouve  d'abord 

û       KV        MS 
tango  =  yg=p,^,; 

puis,  comme  la  sous-tangente  P'T'  dans  le  cercle  équivaut  à  la  sous-tangente  dans 
l'ellipse,  P''T"ou  PT,  multipliée  par  le  rapport  du  petit  axe  au  grand  axe,  il  vient 

/  \  A       â       MS   OA  1 .  .        t<       M«   OA 

Ôr,  dans  cette  dernière  expression,  la  seule  quantité  qui  varie  avec  le  point  de 
contact  M,  c'est  le  facteur  M  co,  lequel  devient  égal  à  son  dénominateur  Pg),  pour  le 
point  particulier  0;  donc  l'inclinaison  de  la  tangente  en  ce  point  sera  donnée  par 
la  formule 

(2)  tango' =  Qg  =  -Qg, 

laquelle  montre  que  cette  tangente  Oa  est  précisément  la  diagonale  du  rectangle 
construit  sur  Qa  et  OB. 

647.  [Fig.  1^27.)  La  construction  générale  du  n**  645  est  encore  insuffisante 
pour  obtenir  les  tangentes  aux  quatre  points  F»  G»  g^  /*  qui  sont  a  la  naissance  de 
la  voûte;  parce  qu'en  ces  points,  les  plans  tangents  des  deux  surfaces  devenant  ver-- 
ticaux^  leur  intersection  est  une  verticale  qui  serait  bien  tangente  à  la  courbe  d'arête 
dans  l'espace,  mais  qui  se  réduit  à  un  seul  point  en  projection  horizontale,  et  n'ap- 
prend plus  rien  sur  la  tangente  de  la  courbe  plane  GO/,  au  point  G.  Cependant,  vsi 
nous  recourons  encore  à  la  formule  (1),  elle  deviendra,  pour  le  point  G, 


(3)  tango 


.=(i)  "_*=«?, 


OB  GA 


car  les  arcs  OA  et  GB  sont  semblables  et  proportionnels  à  leurs  rayons  A«  et  G«. 
Or,  de  cette  dernière  forme,  il  résulte  évidemment  que  la  tangente  en  G  sera  la 
diagonale  du  rectangle  construit  sur  GA  et  sur  Tare  GB  rectifié;  opération  extrê- 
mement simple  que,  pour  laisser  plus  de  clarté  dans  l'épure,  nous  avons  effectuée 
au  point  F,  en  formant  un  rectangle  avec  FD  et  F6  =  FB. 

648.  Il  est  même  à  remarquer  que  cette  méthode  très-avantageuse  s'applique 
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aussi  au  point  quelconque  M;  car,  si  dans  la  formule  générale  (1)  on  remplnce  le 
rapport  de  OA  à  OB  par  celui  de  OP  à  PM,  qui  lui  est  égal  d'après  le  n""  645,  il 
viendra 

—  .OP 
(4)  tengô=£^  =  |^; 

ce  qui  prouve  que  la  tangente  LME  peut  s'obtenir  immédiatement,  en  formant,  sur 
MP  et  l'arc  MI  rectifié,  un  rectangle  dont  la  diagonale  sera  la  tangente  cherehée. 
Ici,  nous  n'avons  tracé  que  la  moitié  de  ce  rectangle,  en  prenant  PL  =  MI,  et  en 
tirant  LM,  qui  devra  coïncider  avec  la  tangente  MK,  déjà  construite. 


LIVRE   VIII. 

DE  LA  COURBURE  DES  LIGNES  ET  DES  SURFACES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

SUR   LA  COURBURE   ET  LES   DÉVELOPPÉES   DES   LIGNES  GOURDES. 

649.  Une  courbe  et  sa  tangente,  qui  n'ont  en  général  qu'un  seul  élément  de 
commun,  sont  dites  avoir  entre  elles  un  contact  du  premier  ordre;  mais,  comme 
dans  certaines  questions  on  a  besoin  de  considérer  des  lignes  qui  approchent  de  se 
confondre  avec  la  courbe  proposée,  plus  que  ne  le  fait  la  tangente,  il  est  nécessaire 
de  distinguer  ces  rapprochements  plus  ou  moins  intimes,  et  l'on  dit  que  deux  courbes 
quelconques^  planes  ou  non,  offrent  un  contact  du  premier,  second,  troisième,  ... 
ORDRE,  selon  qu'elles  ont  UN,  deux,  trois,  .  • .  éléments  consécutifs  de  convnurm. 

6d0.  {Fig.  lag.)  Comme  le  contact  du  second  ordre  se  présentera  tr^s-fréquem- 
ment  dans  les  applications  géométriques,  nous  le  désignerons  souvent  par  le  nom 
abrégé  d'osculation;  ainsi  deux  courbes  osculatnces  seront  celles  qui  auront  deux 
éléments  communs.  Pour  en  donner  un  exemple,  qui  nous  deviendra  fort  utile  par  la 
suite,  considérons  une  courbe  quelconque  AMB;  et,  après  l'avoir  partagée  en  élé- 
ments égaux  (*),  élevons,  sur  les  milieux  de  MM'  et  M'M",  deux  normales  KO  et 
K'O  situées  dans  le  plan  MM'M",  lequel  ne  contiendra  les  autres  éléments  de  AMB 
qu'autant  que  cette  courbe  sera  plane.  Alors  le  point  0,  où  ces  deux  normales  se 
couperont,  sera  le  centre  d'un  cercle  aMS,  qui  passera  évidemment  par  les  trois 


(*)  Si  ces  éléments  étaient  inégaux,  mais  toujours  inQniroent  petits,  les  mêmes  conséquences  subsiste- 
raient, comme  le  calcul  le  prouve  aisément.  Toutefois,  pour  abréger  les  démonstrations,  il  est  plus  simple 
de  supposer  qu'on  a  choisi  des  éléments  égaux,  ce  qui  est  toujours  permis.  Voyez  X Analysa  ajfphtjuéc, 
cliyp.  XVI,  n«  351. 
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points  M,  M',  M",  et  aura  ainsi  deux  éléments  MM'  et  M'M"  communs  avec  AMB;  ce 
sera,  par  conséquent,  le  cercle  osculateur  de  cette  courbe  pour  le  point  M.  Le  rayon 
de  ce  cercle  sera  Tune  des  trois  distances  égales  OM,  OM',  OM"  ;  mais  on  peut  adopter 
en  place  l'une  des  deux  normales  égales  OK  et  0K\  parce  que  la  difTérence  n'est 
qu'un  infiniment  petit  du  second  ordre  [voyez  n^  197). 

651.  On  voit  par  là  que  le  cercle  osculateur  est  unique  pour  chaque  point  M 
assigné  par  la  courbe  AMB,  tandis  qu'il  existe  une  infinité  de  cercles  simplement 
tangents  dans  ce  point;  mais  le  cercle  osculateur  variera  de  position  et  de  grandeur 
en  passant  aux  points  M',  M",...,  puisque  alors  il  faudra  opérer  semblablement  sur 
les  deux  éléments  consécutifs  M' M"  et  M"M^  M" M*'  et  M*M''^...,  ce  qui  changera  le 
rayon  KO  en  K' 0',  K"  0", ....  Nous  examinerons  tout  à  l'heure  (  n*^  656)  si  ces  rayons 
se  coupent  consécutivement. 

652.  Le  plan  du  cercle  osculateur,  qui  n'est  autre  que  celui  de  deux  éléments 
consécutifs  MM'  et  M' M",  ou  de  deux  tangentes  infiniment  voisines  MT  et  M'T',  se 
nomme  aussi  le  plan  osculateur  de  la  courbe  AMB  pour  le  point  M;  et,  à  moins  que 
cette  dernière  ne  soit  plane,  ce  plan  osculateur  variera  en  passant  d'un  point  à  un 
autre  de  AMB.  D'ailleurs,  deux  plans  osculateurs  consécutifs  TMT  et  R'M"T"  se 
couperont  toujours  suivant  l'élément  intermédiaire  M'M"". 

653.  {Fig.  1:29.)  Quant  a  la  courbure  de  la  ligne  AMB  au  point  M,  nous  avons 
déjà  dit  (n**  198)  qu'elle  était  indiquée  par  l'angle  TM'.T  compris  entre  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines,  parce  que  cet  angle,  nommé  angle  de  contingence  ou  de 
courbure,  exprime  évidemment  la  quantité  dont  il  a  fallu  écarter  l'élément  M' M"  de 
sa  direction  primitive  M'T,  pour  plier  la  ligne  droite  MM'T  suivant  la  ligne  poly- 
gonale MM'M"M"'...  (•).  Or  l'angle  TMT  égale  KOK';  et  comme  ce  dernier  a  pour 
mesure  l'arc  6  décrit  avec  un  rayon  égal  à  l'unité,  tandis  qu'il  comprend  un  arc 
KM'K'  du  cercle  osculateur  dont  le  rayon  est  OK  =  p,  on  aura  pour  l'expression 
de  la  courbure  au  point  M, 

—  KM'K^  _  MKM^  _  d 
*""     OK    "'    OK    ~"p* 

Mais  la  courbe  ayant  été  divisée  en  éléments  égaux,  la  quantité  d>  sera  constante 
pour  tous  ses  points;  et  l'on  pourra  dire  que  la  courbure  varie,  d'un  point  à  un  autre, 
en  raison  inçene  du  rayon  OK  =  p  qui,  pour  cette  raison,  se  nomme  aussi  le  rayon 
de  courbure  de  la  courbe  au  point  M. 

Observons  toutefois  que,  pour  avoir  la  mesure  exacte  de  la  courbure  d'une  ligne, 
et  pour  rendre  cette  mesuré  applicable  à  deux  courbes  différentes  dans  lesquelles 
les  éléments,  quoique  infiniment  petits,  pourraient  se  trouver  inégaux  de  l'une  à 
l'autre,  et  même  avoir  un  rapport  déterminé  et  nécessaire,  il  faut  considérer,  non 
pas  la  grandeur  absolue  de  l'angle  de  contingence  s,  mais  bien  son  rapport  avec 


{*)  Il  est  bon  d'observer  que  Tangle  de  contingence  TM'T  est  aussi  égal  à  Tangle  de  deux  plans  normaux 
consécutifs,  puisque  ces  ptans  seraient  perpendiculaires  sur  les  milieux  des  deux  éléments  MM'  et  M'M'. 
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l'élément  ds;  parce  que  c'est  seulement  sur  deux  arcs  de  même  longueur^  que  Tangle 
extérieur  des  tangentes  extrêmes  peut  manifester,  avec  précision,  la  courbure  plus 
ou  moins  prononcée  de  Tun  de  ces  arcs  par  rapport  à  l'autre.  Par  exemple,  dans  deux 
cercles  concentriques  dont  les  rayons  seraient  doubles  et  les  circonférences  divisées 
chacune  en  un  même  nombre  d'éléments  égaux,  les  angles  de  contingence  cor- 
respondants aux  mêmes  rayons  seraient  égaux,  et  cependant  la  courbure  des  deux 
cercles  serait  évidemment  différente;  mais,  si  Ton  fait  attention  que  les  éléments 
de  la  grande  circonférence  ont  une  longueur  double  de  ceux  de  la  seconde, 

on  reconnaîtra  que  le  rapport  ^  indique  effectivement  une  courbure  moitié  plus 

faible  pour  le  grand  cercle  que  pour  le  petit.  Il  suit  donc  de  Ta  que  la  véritable  me- 
sure de  la  courbure  d'une  ligne  quelconque  sera  toujours  donnée  par  le  rapport 

e  I 

:;,     ou    -» 

ds  p 

p  désignant  le  rayon  du  cercle  osculateur  de  la  courbe,  au  point  considéré. 

654.  Tout  ce  qui  précède  convient  également  aux  cowvhts planes  et  aux  courbes 
gauches  ei  cambrées  :  nous  nous  servons  ici  de  cette  dernière  expression,  au  lieu  de 
courbe  à  double  courbure,  tant  pour  abréger  que  pour  éviter  l'emploi  du  mot  courbure 
dans  un  sens  inexact  ou  ambigu.  En  effet,  nous  pensons  avec  M.  Vallée  que  quand 
une  courbe  n'est  point  plane,  elle  n'admet  encore  qu'une  seule  courbure  qui  s'es- 
time comme  au  numéro  précédent;  mais  elle  offre  en  outre  une  cambrure  ou  espèce 
de  torsion  qui  a  été  produite  en  faisant  tourner  l'un  des  deux  plans  osculateurs 
consécutifs  TM"F  et  T'M"T',  autour  de  l'élément  commun  M' M"  :  de  sorte  que  dans 
une  courbe  gauche,  la  torsion  ou  la  cambrure  est  indiquée  en  chaque  point  peur 
l'angle  des  deux  plans  osculateurs  voisins.  Or,  si  Ton  rendait  nul  cet  angle,  en 
rabattant  le  plan  TWT  sur  TMT,  par  une  rotation  autour  de  la  droite  M'M",  la 
torsion  disparaîtrait  et  la  courbe  deviendrait /?/ane  dans  les  environs  du  point  consi- 
déré, sans  que  sa  courbure  eût  augmenté  ou  diminué,  puisque  les  angles  de  contin- 
gence TM'T'  et T'M^T"  seraient  demeurés  constants;  au  contraire,  sans  rien  changer 
dans  la  position  de  ces  deux  plans  osculateurs,  ou  dans  la  cambrure  de  la  courbe,  on 
peut  altérer  sa  courbure  en  écartant  ou  rapprochant  les  deux  éléments  MM'  et  M' M''. 
Par  conséquent,  la  courbure  A' mmb  ligne  et  5a  cambrure  sont  désaffections  indépen- 
dantes l'une  de  l'autre,  et  qu'il  convient  de  désigner  par  des  noms  distincts,  mais 
analogues;  d'autant  plus,  que  l'une  dépend  de  l'angle  de  deux  éléments  linéaires, 
et  l'autre  de  l'angle  de  deux  plans.  Au  reste,  on  pourrait  assigner  la  grandeur  et  la 
position  d'un  certain  cercle  de  rayon  t.,  qui  permettrait  de  représenter  l'angle  do 
torsion  Q  et  la  valeur  absolue  de  la  cambrure,  sous  les  formes 

cr  =  —  î     et     j=  -> 

V  as       V 

analogues  aux  expressions  que  nous  avons  données  ci-dessus  pour  l'angle  de 
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contingence  £  et  pour  la  courbure  de  la  courbe;  mais,  à  cet  égard,  nous  renver- 
rons le  lecteur  au  Mémoire  de  M.  de  Saint-Venant,  cité  dans  la  note  ci-jointe  (*). 

635.  Les  courbes  planes  et  les  courbes  cambrées  présentent,  quant  au  lieu  de 
leurs  centres  de  courbure^  une  différence  essentielle  que  nous  allons  faire  ressortir. 
Parmi  toutes  les  normales  que  l'on  peut  mener  en  un  même  point  M  [fig.  139) 
d'une  courbe  quelconque,  celle  suivant  laquelle  est  dirigé  le  rayon  de  courbure  KO 
doit  être  tracée  (n**  650)  dans  le  plan  osculateur  MM' M",  et  nous  la  distinguerons 
par  le  nom  de  normale  principale.  Or,  quand  la  courbe  AMB  est  plane,  toutes  les 
normales  principales  relatives  aux  divers  points  M,  M',  M",-..,  se  trouvent  dans  son 
plan;  et,  par  suite,  elles  se  coupent  consécutivement  Açi  manière  à  former  une  courbe 
00' 0"...  à  laquelle  ces  diverses  normales  sont  évidemment  tangentes;  d'où  il  suit 
(n^  199)  qu'un  fil  0*'0"0'0K,  plié  sur  cette  développée,  et  déroulé  successivement, 
décrirait  par  son  extrémité  K  la  ligne  AMM'M"B. 

656.  Au  contraire,  quand  la  courbe  proposée  est  gauchet  les  normales  princymles, 
ou  les  rayons  de  courbure,  ne  se  rencontrent  plus  consécutivement.  En  effet  {Jig'  a3o), 
concevons  par  les  milieux  K,  K',  K",...,  des  divers  éléments,  les  plans  normaux 
PQS,  FQ'S',  P"Q"S",...,  qui  se  couperont  deux  k  deux  suivant  les  droites  QS, 
Q'S',...,  et  formeront  ainsi  une  surface  développable  (n**  186),  erweloppe  de  tous 
ces  plans.  Alors,  si  nous  coupons  les  plans  P  et  F  par  le  plan  osculateur  MM'M''  qui 
est  perpendiculaire  k  ces  deux-là,  nous  obtiendrons  pour  intersections  les  deux 


(*)  Les  deux  affections  d'une  courbe  gauche,  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus,  ont  d'abord  été  désignées 
sous  le  nom  làe  première  courbure  et  de  seconde  courbure.  Mais,  outre  l'inconvénient  d'appliquer  des  noms 
semblables  à  des  affections  de  nature  différente,  ces  dénominations  ne  semblent  être  que  des  numéros 
d'ordre  qui  ont  encore  le  défaut  de  rendre  le  discours  traînant,  et  de  produire  quelquefois  des  ambiguïtés 
fâcheuses  dans  une  démonstration  où  il  s'agit  de  comparer  plusieurs  lignes  distinctes  que  la  clarté  de  la 
rédaction  oblige  à  nommer  :  la  première  courbe,  la  seconde  courbe.  Aussi,  d'autres  avaient-ils  plus  sim- 
plement nommé  ces  deux  affections  :  la  courbure  et  la  flexion  d'une  courbe.  Cependant  M.  Vallée,  dans 
son  Traité  de  Géométrie  descHptipe,  objecta  avec  raison  que  le  sens  naturel  du  moi  flexion  se  rapporte- 
rait plutôt  à  la  première  courbure  qu'à  la  seconde^  et  il  proposa  de  désigner  celle-ci  par  le  mot  de  torsion. 
Ce  dernier  nom  peint  assez  bien  la  transformation  qu'il  faut  faire  subir  à  une  courbe  plane  pour  la  chan- 
ger en  une  courbe  à  double  courbure,  et  nous  l'avions  nous-méme  adopté  dans  nos  précédentes  éditions. 
Mais  M.  de  Saint- Venant,  dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Institut  en  septemJsre  1844  et  inséré  dans  le  3o'  cahier 
du  Journal  de  P  École  Polytechnique  y  fit  observer  que  les  mots  de  flexion  et  de  torsion  indiquaient  un 
changement  de  forme  produit  par  une  cause  extérieure  et  souvent  passagère,  plutôt  qu'une  affection  con- 
stante; que  d'ailleurs  il  était  nécessaire  de  réserver  ces  dénominations  spéciales  pour  exprimer  cerlains 
effets*mécaniques  qui  se  rencontrent  dans  la  théorie  des  verges  élastiques,  et  dont  les  résultats  ne  coïncident 

pas  toujours  avec  les  changements  que  subissent  les  quantités  -  et  -  ;  c'est  ce  qui  Ta  conduit,  par  des 

raisons  très-plausibles,  à  proposer  de  nommer  ces  deux  affections  la  courbure  et  la  cambrure  de  la 
courbe.  En  effet,  ce  dernier  mot  rappelle,  par  son  étymologie  même,  l'espèce  de  courbure  que  produi- 
rait le  mouvement  d'un  plan  qui  tournerait  successivement  autour  de  diverses  droites,  et  c'est  bien  ce  qui 
a  lieu  ici  pour  des  angles  compris  entre  les  divers  plans  osculateurs  de  la  courbe  primitive.  En  outre,  il 
propose  de  remplacer  la  dénomination  fausse  et  incommode  de  courbe  à  double  courbure  parcelle  de  courbe 
cambrée,  plutôt  que  par  le  nom  de  courbe  gauche  qu'avait  adopté  M.  Vallée;  car  ce  dernier  nom  serait 
peu  d'accord  avec  la  nature  de  la  surface  développable  qui  est  formée  par  les  prolongements  des  éléments 
de  la  courbe,  et  qui  a  des  rapports  si  intimes  avec  la  courbe  elle-même. 
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normales  KO  et  K'O'  qui  déterminent  évidemment  le  centre  0  du  cercle  osculateur 
correspondant  au  point  M,  et  dont  la  première  sera  le  rayon  de  courbure  relatif  a 
ce  point  (*).  De  même,  en  coupant  les  plans  normaux  P'  et  P"  par  le  second  plan 
osculateur  M'M"M"',  nous  aurons  pour  sections  les  Bormaies  K'O'  et  K"0'  dont  la 
première  sera  aussi  le  rayon  de  courbure  relatif  au  point  M'.  Or  ce  rayon  K'O'  ne 
coïncide  pas  avec  Tautre  normale  K'O,  puisque  ces  droites  proviennenf  du  même 
plan  P'  coupé  par  deux  plans  osculateurs  distincts  :  ainsi  K'O'  va  rencontrer  QS  en 
un  point  I  différent  de  0;  et,  par  conséquent,  les  deux  rayons  de  courbure  consécu- 
tifs KO  et  K'O',  n'ayant  pas  de  point  commun  sur  l'intersection  QS  des  plans  P  et  P' 
qui  les  contiennent,  ne  sauraient  eux-mêmes  se  rencontrer. 

Il  résulte  de  là  que  les  centres  de  courbure  0,  0',  0",...,  n'étant  pas  donnés  par 
les  intersections  successives  des  rayons  de  courbure  KO,  K'O',  K"0",...,  la  courbe  1 
que  l'on  ferait  passer  par  tous  ces  centres  ri  aurait  pas  pour  tangentes  ces  mêmes 
rayons,  et,  par  conséquent,  ceux-ci  ne  sauraient  être  regardés  comme  formés  par 
le  développement  d'un  fil  qui  entourerait  la  ligne  00' 0"...  Donc,  enfin,  le  lieu 
des  centres  de  courbure  d'une  courbe  gauche  AMM'M"...  n  est  point  une  développée 
de  cette  dernière  ligne. 

657.  [Fig.  i3o.)  Cependant  la  courbe  gauche  AMM'M"...  admet  une  infinité 
de  développées,  ainsi  que  Monge  Ta  fait  voir.  En  effet,  si,  dans  le  premier  plan 
normal  P,  nous  traçons  arbitrairement  une  droite  KD,  qui  sera  toujours  normale  à 
la  courbe  proposée,  et  ira  rencontrer  QS  en  un  point  D;  puis,  si,  par  les  points  K' 
et  D,  nous  tirons  la  droite  K'DD',  qui  sera  dans  le  second  plan  normal  F,  puis  la 
droite  K"D'D"  située  dans  le  plan  F',  et  ainsi  de  suite,  nous  obtiendrons,  par  les 
intersections  successives  de  ces  normales,  une  courbe  DD'D"D'^...  à  laquelle  elles 
seront  tangentes^  et  qui  pourra  servir  à  décrire  la  ligne  AMM'...  par  le  développe- 
ment d'un  fil  enroulé  autour  de  cette  développée  DD'D"....  Pour  le  prouver,  il  suffit 
de  faire  voir  que  les  portions  DK  et  DK'  des  tangentes  à  cette  développée  sont  égales 
entre  elles,  ou  bien  que  le  point  D  est  a  égale  distance  des  trois  points  M,  M',  M"; 
or  cela  résulte  de  ce  que  la  droite  QS  étant  l'intersection  de  deux  plans  P  et  P' 
élevés  perpendiculairement  sur  les  milieux  des  éléments  égaux  MM'  et  M' M",  chaque 
point  de  QS  est  à  la  même  distance  de  M,  de  M'  et  de  M"  :  aussi,  cette  droite  QS 
est  appelée  la  ligne  polaire  de  l'arc  MM' M",  et  les  distances  DK,  D'K',  D"K",..., 
sont  les  rayons  de  développée  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  les  rayons  de  courbure 
KO,  K'O',  K"0",....  D'ailleurs,  comme  la  première  normale  KD  a  été  menée 
arbitrairement  dans  le  plan  P,  on  pourra  donc,  en  faisant  varier  la  direction  de  cette 
normale,  obtenir  une  infinité  de  développées,  situées  toutes  sur  ta  surface  polaire 
qui  £st  l'enveloppe  des  plans  normaux  P,  P',  F',...,  de  la  courbe  AMM'M".... 

658.  Cette  surface  polaire  et  développable,  lieu  de  toutes  les  développées  de  la 
courbe  AMM'...,  a  pourgépératrices  rectilignes  les  intersections  successives  QS, 

^ •  

(*)  Il  DOQfi  sera  utile,  plus  tard,  d'observer  ici  que  cela  revient  à  abaisser,  du  point  K,  une  perpendicu- 
liiire  KO  sur  la  génératrice  QS  de  la  surface  enveloppe  des  plans  normaux. 

Génnrétrh  Leroy ^  ^4 
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Q'S',  Q"S'',...,  des  plans  normaux;  et  ces  droites»  qui  se  coupent  évidemment  deux 
k  deux,  forment  ainsi  (n**  178)  l'arête  de rehroussementXUS  de  cette  surfacedévelop- 
pable.  D'ailleurs,  puisque  chaque  génératrice  QS  est  perpendiculaire  au  plan  oscu- 
lateur  correspondant  MM' M",  et  passe  par  le  centre  de  courbure  0  où  se  coupent  les 
deux  normales  égales  KO  etK'O,  il  en  résulte  évidemment  que  les  angles  KDO  et 
Yk!  HO  9  formés  par  deux  tangentes  de  la  développée  avec  la  génératrice  intermédiaire 
QS,  sont  égaux;  et,  par  suite  (n**187),  on  peut  affirmer  que  chaque  développée  ' 
DD'D'...  deviendra  une  ligne  droite,  quand  on  développera  la  surface  polaire  enve- 
loppe des  plans  normaux.  Cela  revient  à  dire  (n*^  187)  que  cette  développée  est  la 
ligne  la  plus  courte  qui  puisse  être  tracée  sur  la  surface  polaire,  entre  deux  de  ses 
points;  par  coniséquent,  un  fil  qui,  attaché  en  K,  serait  tendu  et  plié  librement  sur 
cette  surface  développable,  prendrait  de  lui-même  la  forme  d'une  des  développées 
KDD'D''...,  puisqu'à  cause  de  son  élasticité,  ce  fil  ne  pourra  demeurer  en  équilibre 
sur  la  surface  qu'autant  qu'il  aura  suivi  la  route  la  plus  courte. 

f  D'après  cela,  dit  Monge,  on  conçoit  comment  il  est  possible  d'engendrer,  par 
un  mouvement  continu,  une  courbe  quelconque  à  double  courbure.  Car,  après  avoir 
exécuté  la  surface  polaire  touchée  par  tous  les  plans  normaux  de  la  courbe,  si,  du 
point  donné  dans  l'espace  et  par  lequel  la  courbe  doit  passer,  on  dirige  deux  fils 
tangents  à  cette  surface,  et  si,  après  les  avoir  plies  sur  la  surface  en  les  tendant,  on 
les  fixe  par  leurs  autres  extrémités,  le  point  de  réunion  des  deux  fils,  qui  aura  la 
faculté  de  se  mouvoir  avec  le  plan  tangent  a  la  surface  polaire,  sans  glisser  ni  sur 
l'un  des  fils  ni  sur  l'autre,  engendrera  dans  son  mouvement  la  courbe  proposée.  » 

659.  Il  est  intéressant  d'observer  ici  que  la  courbe  UV,  arête  de  rebroussement 
de  la  surface  polaire,  a  pour  plans  osculateurs  les  plans  normaux  de  la  courbe  pri- 
mitive AMB;  car  les  tangentes  aSQ,  a'S'Q'  sont  toutes  deux  dans  le  plan  P'.  D'où  il 
suit,  d'après  la  note  du  n*^  653,  que  l'angle  de  torsion  de  UV  est  égal  à  l'angle  de  con- 
tingence de  AB  ;  vi  réciproquement,  l'angle  de  contingence  de  UV  est  égal  à  l'angle 
de  torsion  de  AB,  attendu  que  les  plans  normaux  de  la  courbe  UV  sont  perpendicu- 
laires aux  tangentes  aSQ,  a'S'Q',  et  conséquemment  parallèles  aux  plans  oscula- 
teurs de  AB.  Toutefois,  il  faut  se  garder  d'étendre  cette  réciprocité  a  la  grandeur 
même  de  la  torsion  onkla  cambrure  de  UV  qui  n'égalera  pas  la  courbure  de  AB,  non 
plus  que  la  courbure  de  UV  n'égalera  la  cambrure  de  AB;  car,  d'après  le  n®  653,  il 
resterait  à  diviser  les  angles  indiqués  ci-dessus  par  les  éléments  respectifs  aa'  et  MM', 
lesquels  ne  sont  pas,  en  général,  de  même  longueur. 

660.  {Fig'  i3o.)  Lorsque  la  courbe  AMM'...  sera  sphérique^  c'est-à-dire  située 
entièrement  sur  une  sphère  d'un  rayon  quelconque,  tous  les  plans  normaux 
P,  F,  F',...,  iront  passer  nécessairement  par  le  centre  de  cette  sphère,  et  leur  enve- 
loppe, ou  la  surface  polaire  qui  est  le  lieu  de  toutes  les  développées  de  AMM'...,  se 
réduira  ici  à  un  cône  dont  le  sommet  sera  placé  au  centré  de  la  sphère  en  ques- 
tion. Ce  point  unique  pourra  donc  être  considéré  comme  étant  une  développée 
particulière  de  la.  courbe  AMM'...;  et  en  effet,  un  fil  attaché  à  ce  centre  pourra 
tourner  autour  de  ce  point  sans  s'allonger  sensiblement,  tandis  que  son  autre  ex- 
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trémité  demeurera  sur  la  courbe  AMM'...»  dont  tous  les  points  sont  à  une  distance 
constante  du  centre. 

661.  £nân,  si  la  courbe  AMM'...  ét^it plane,  tous  les  plans  normaux  P,  F,  P,..., 
seraient  perpendiculaires  au  plan  de  cette  courbe,  aussi  bien  que  leurs  intersec- 
tions consécutives  QS,  Q'S',...;  de  sorte  que  Tenveloppe  de  ces  plans  normaux  se 
réduirait  à  un  cylindre,  sur  lequel  seraient  situées  toutes  les  développées  qu  admets- 
trait  encore  la  courbe  plane  AMM\...  En  outre,  chacune  de  ces  développées  DD'  D"... 
serait  alors  une  hélice;  car  ses  diverses  tangentes,  ou  les  rayons  de  développée 
KD,  K'D',...,  formeraient  tous  des  angles  égaux  (n*^659)  avec  les  droites  paral- 
lèles QS,  Q'S',...,  qui  sont  les  génératrices  de  ce  cylindre.  D'ailleurs,  le  Ueu  des 
centres  de  courbure  00' 0"...  redeviendrait  ici  une  véritable  développée,  puisque  cette 
courbe  serait  la  section  droite  du  cylindre  enveloppe,  et  qu'on  peut  dès  lors  la  re- 
garder comme  une  hélice  dont  le  pas  est  nul  :  mais  cette  ligne  00' 0"...  serait, 
parmi  toutes  les  développées  de  la  courbe  AMM'...,  la  seule  qui  fût  plane.  Ainsi, 
par  exemple  [fig.  96),  la  spirale  développante  de  cercle  ABCDL...  a  pour  dévelop- 
pée plane  le  cercle  AS7(^X...  ;  tandis  qu'elle  admet*pour  développées  gauches  toutes 
les  hélices  qui,  comme  (  ASyd^X...,  A'ê'7'd^X'...),  ont  leur  origine  au  point  (A,  A'). 

662.  {Fig.  129.)  Observons  ici  que  le  cercle  osculateur  aMS  de  la  courbe 
plane  AMB  traverse  ordinairement  cette  courbe,  c'est-a-dire  que  s'il  se  trouve  en 
dehors  a  gauche  du  point  M,  a  droite  il  sera  en  dedans  de  la  courbe.  En  effet,  la 
partie  rectiligne  OK  du  fil  qui  entoure  la  développée  00' 0"...  va  continuellement 
en  augmentant  à  mesure  que  l'on  déroule  ce  fil;  donc  les  rayons  de  courbure  qui 
précèdent  OK  sont  plus  petits  que  cette  droite,  et  ceux  qui  le  suivent  sont  plus 
grands;  donc  aussi  l'arc  MA  de  la  courbe  proposée  sera  embrassé  par  l'arc  de 
cercle  Ma,  tandis  que  M"B  se  trouvera  en  dehors  de  M" S,  du  moins  dans  les  envi- 
rons du  point  considéré  M.  Cependant,  lorsque  la  développée  présente  un  point  de 
rebroussement,  comme  cela  arrive  aux  sommets  d'une  ellipse  [fig.  76),  alors  le 
rayon  de  courbure  devient  un  minimum  ou  un  maximum,  et  le  cercle  osculateur 
se  trouve,  tant  à  droite  qu'à  gauche  du  point  de  contact,  placé  en  dedans  de  la 
courbe,  ou  bien  en  dehors.  Dans  ce  cas  particulier,  le  cercle  osculateur  acquiert  un 
contact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe. 

663.  {Fig.  i3o.)  Une  circonstance  analogue  se  présente  pour  le  plan  oscula- 
teur MM'M"  d'une  courbe  gauche  AMB;  c'est-à-dire  que  ce  plan  traverse  ordinai- 
rement  la  courbe,  en  laissant  au-dessous  de  lui  l'arc  MA,  et  au-dessus  l'arc  M"B, 
parce  que  la  torsion  des  éléments,  produite  (n^  654)  par  la  différence  d'inclinaison 
des  plans  osculateurs  consécutifs,  persévère  en  général  dans  le  même  sens.  Cepen- 
dant, comme,  par  suite  de  la  continuité  de  la  courbe  proposée,  l'inclinaison  du  plan 
osculateur  ne  varie  que  par  degrés  infiniment  petits,  s'il  existe  un  point  singulier 
où  cette  torsion  change  de  sens,  cela  ne  pourra  arriver  qu'autant  que  V angle  de 
torsion  aura  passé  par  zéro;  et  dans  cet  endroit  de  la  courbe,  trois  éléments  consé- 
cutifs seront  situés  dans  un  même  plan  osculateur,  lequel  se  trouvera  alors  tout 
entier  au-dessus  de  la  courbe  AMB,  ou  bien  tout  entier  au-dessous. 

34. 
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664.  Construire  le  plan  oscillateur  relatif  à  un  point  assigné  sur  une  courbe  gauche. 
{Fig.  5! .)  Soit  N  le  point  assigné  sur  la  courbe  gauche  VNU,  laquelle  devra  être 

définie  par  ses  deux  projections.  Si,  pour  obtenir  approximativement  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines,  on  menait  celle  du  point  N  et  une  autre  extrêmement 
voisine,  deux  droites  aussi  rapprochées  détermineraient,  avec  peu  de  précision, 
les  traces  du  plan  qui  les  contient.  Il  vaudra  donc  mieux  construire  diverses  tan- 
gentes à  la  courbe  VU,  pour  le  point  N  et  pour  d'autres  situés  k  de  médiocres  dis- 
tances, en  arrière  et  en  avant  de  N  ;  puis  chercher  les  traces  de  ces  tangentes  sur  le 
plan  horizontal,  par  exemple,  et  réunir  tous  ces  points  par  une  courbe  continue  ALD, 
qui  sera  la  trace  de  la  surface  développable  lieu  de  toutes  les  tangentes  à  la  courbe 
VU.  Alors,  comme  on  sait  (n^  181)  que  le  plan  tangent  de  cette  surface  est  le  plan 
osculateur  de  son  arête  de  rebroussement,  il  n'y  aura  qu'à  mener  la  tangente  L6  à  la 
trace  ALD,  et  le  plan  NLd  sera  le  plan  osculateur  demandé. 

665 .  Construire  le  rayon  de  courbure  relatif  à  un  point  donné  sur  une  courbe  gauche. 

Soit  M  le  point  donné  sur  la  courbe  gauche  que  nous  désignerons  par  A  ;  con- 
struisons, comme  ci-dessus,  le  plan  osculateur  n  correspondant  au  point  M,  et  pro- 
jetons-y la  courbe  A,  qui  deviendra  une  autre  ligne  B  ayant  évidemment  deux  élé- 
ments communs  avec  la  première.  Dès  lors,  la  courbure  de  A  étant  la  même  que 
celle  de  B  en  M,  la  question  sera  réduite  a  trouver  le  rayon  de  courbure  d'une 
courbe  B,  qui  est  plane. 

666.  {Fig.  i4i.)  Pour  résoudre  ce  dernier  problème,  soient  MN  la  normale  de 
B  au  point  donné  M,  et  MC,  MC',...,  diverses  cordes  partant  de  ce  même  point. 
Si,  par  le  milieu  de  la  corde  MC,  on  lui  mène  une  perpendiculaire  IP,  et  que  par 
le  point  P,  où  elle  va  couper  la  normale  MN,  on  élève  sur  cette  dernière  droite  une 
perpendiculaire  Pa  =  MC;  puis,  si  l'on  répète  des  constructions  analogues  pour  les 
autres  cordes,  la  courbe  oca'oc"S&  ira  couper  la  normale  MN  en  un  point  0,  qui  dé- 
terminera le  rayon  de  courbure  MO  de  la  ligne  proposée.  En  effet,  lorsque  la  corde 
MC  diminue  de  plus  en  plus,  l'ordonnée  P"a"  décroît  pareillement,  et  la  perpendi- 
culaire TF'  approche  davantage  d'être  normale  à  la  courbe  MB;  donc,  le  point  0 
où  la  ligne  auxiliaire  aa' S  ira  couper  MN,  sera  bien  l'intersection  de  cette  normale 
avec  une  normale  infiniment  voisine  ;  et,  par  conséquent,  le  rayon  de  courbure  de  la 
ligne  B  pour  le  point  M  aura  bien  pour  longueur  MO  (*). 

667.  Étant  donnée  une  courbe  quelconque  A,  construire  une  de  ses  développées,  et 
le  lieu  des  centres  de  courbure. 

On  mènera  divers  plans  normaux  à  cette  courbe,  par  des  points  assez  rappro- 
chés; et  après  avoir  construit  leurs  traces  sur  les  deux  plans  de  projection,  on  dé-< 
crira  une  courbe  a  tangente  à  toutes  les  traces  horizontales,  puis  une  courbe  S  tan- 
gente à  toutes  les  traces  verticales.  Ces  deux  courbes  a,  S  seront  évidemment  les 


(*)  Cette  méthode  est  tirée  de  la  Géométrie  des  courbes,  par  M.  Bergery;  et  elle  offre  l'avantage,  que 
la  courbe  auxiliaire  vient  couper  à  angle  droit  la  normale  donnée,  ce  qui  fixe  mieux  la  position  du  point 
cherché 
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traces  de  la  surface  polaire  1,  au  lieu  de  toutes  les  développées  de  A  (n^  658)  ;  et 
Ton  obtiendra  diverses  génératrices  6>  G\  G'',...,  de  cette  surface  développable, 
en  joignant  deux  à  deux  les  points  où  les  courbes  a  et  S  sont  touchées  par  un  même 
plan  normal.  Cela  posé,  du  point  de  départ  M,  choisi  a  volonté  sur  la  courbe  A,  on 
mènera  une  tangente  MD  à  la  surface  2,  puis  on  effectuera  le  développement  de  2 
sur  un  plan  quelconque,  où  la  développée  cherchée,  devant  être  une  ligne  droite 
(n**  658),  ne  sera  autre  chose  que  le  prolongement  indéfini  de  MD.  Alors,  en  mar- 
quant les  points  où  cette  droite  MD  rencontre  chacune  des  génératrices  7,  /,  7'',..., 
de  2  développée,  puis  rapportant  ces  points  sur  les  génératrices  primitives 
6,  G',  G^...,  on  obtiendra  la  développée  qui  est  tangente  au  rayon  MD.  En  faisant 
varier  cette  di*oite,  qui  a  pu  être  tracée  de  bien  des  manières,  on  trouverait  d'au- 
tres développées  de  la  courbe  A. 

668.  Si  du  point  M  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  génératrice  G,  qui  se 
trouve  da^is  le  plan  normal  relatif  à  M,  le  pied  de  cette  perpendiculaire  sera  le 
centre  de  courbure  de  A  pour  le  point  M  (n^  656,  note);  et  le  lieu  de  tous  les 
centres  de  courbure  s'obtiendrait  en  répétant  cette  construction  pour  divers  points 
M',  M%...,  de  la  ligne  donnée  A. 

Ces  diverses  opérations  seront  ordinairement  très-laborieuses,  mais  elles  devien- 
dront assez  simples  dans  plusieurs  cas  intéressants,  comme  cela  arrive  pour  les  deux 
exemples  que  nous  allons  étudier,  et  qui  serviront  d'ailleurs  à  éclaircir  la  généra- 
lité des  considérations  précédentes. 

669.  {Fig.  loi .)  Étant  donnée  une  développante  sphérique^  projetée  sur  DMPGQF, 
trouver  le  lieu  de  ses  centres  de  courbure,  et  l'une  de  ses  développées. 

Nous  avons  dit,  au  n^  493,  que  cette  épicycloïde  particulière  est  engendrée  par 
un  point  m  d'un  cercle  mobile  S"^,  dont  le  plan  roule  sur  un  cône  fixe  S'AE,  pen- 
dant que  son  centre  coïncide  perpétuellement  avec  le  sommet  S'  de  ce  cône;  on  a 
vu  aussi,  au  n^  495,  que  \eplan  norrruilde  cette  courbe,  pour  un  point  quelconque 
(M,  M'),  est  le  plan  S'AV  dans  lequel  se  trouve  alors  le  cercle  mobile,  et  qui  est 
tangent  au  cône  fixe  S' AE.  Il  s'ensuit  donc  que  ce  cône  est  précisément  la  surface 
polaire,  enveloppe  de  tous  les  plans  normaux,  dont  nous  avons  parlé  au  n^  658,  et 
sur  laquelle  doivent  être  placés  toutes  les  développées  et  tous  les  centres  de  cour- 
bure de  la  développante  sphérique  DMPGQF.  Ainsi,  d'après  la  note  du  n^  656,  si 
nous  abaissons  du  point  (M,  M')  la  perpendiculaire  (MR,  M')  sur  la  génératrice  de 
contact  S'A  du  plan  normal,  le  pied  (R,  M')  de  cette  perpendiculaire  sera  le  centre 
de  courbure  correspondant  k  (M,  M')  et  la  vraie  grandeur  du  rayon  de  courbure 
sera  RM.  SemblaMement,  lorsque  le  point  générateur  se  trouvera  projeté  en  N5, 
époque  où  le  contact  du  cercle  mobile  est  arrivé  en  A5,  la  perpendiculaire  N5R5, 
baissée  sur  la  génératrice  OA»,  sera  le  rayon  de  courbure,  et  R»  la  projection  du 
centre  de  courbure  :  sa  projection  verticale  serait  facile  à  obtenir.  Enfin,  pour  le 
point  P,  qui  répond  a  un  quart  de  la  révolution  du  cercle  mobile,  le  rayon  de  cour- 
bure sera  PO,  égal  à  S'' A;  de  sorte  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  aura  pour 
projection  horizontale  une  courbe  à  double  nœud  DRR«0R9G...0...F  que  nous 
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n'avons  pas  achevée,  afin  d'éviter  la  confnsion»  mais  qui  passerait  deux  fois  par  le 
point  0,  et  dont  la  partie  OR«GO  répond  k  un  arc  situé  sur  la  nappe  supérieure  du 
cône  S'AE. 

670.  Pour  suppléer  à  la  projection  verticale  que  nous  n'avons  pas  voulu  tracer 
ici,  nous  allons  construire  sur  le  plan  du  cercle  mobile  les  positions  occupées  suc- 
cessivement partons  les  centres  de  courbure.  Or,  d'après  la  méthode  exposée  ci- 
dessus  pour  le  point  quelconque  (M,  M')  de  la  développante  sphérique,  on  doit 
voir  que  si  l'on  tire  les  rayons  S" a4 ,  S" as,  S''a«,...,  qui  représentent  les  généra- 
trices suivant  lesquelles  le  cône  est  touché  successivement  par  le  plan  du  cercle 
mobile,  et  qu'on  leur  mène  les  perpendiculaires /nr4 ,  mrj,  /nr^,...,  parties  du  point 
générateur  m,  ces  perpendiculaires  seront  les  longueurs  précises  desxlivers  rayons 
de  courbure  ;  et  leurs  pieds,  qui  forment  évidemment  une  circonférence  de  cercle, 
iront  coïncider  tour  à  tour  avec  les  vrais  centres  de  courbure  de  la  développante 
sphérique,  lorsqu'on  fera  rouler  le  cercle  S" A  sur  le  cône  S'AE.  Il  en  serait  de 
même  si  l'on  ployait  le  plan  de  ce  cercle  pour  l'appliquer  sur  le  cône,  par  une  opé- 
ration inverse  de  celle  qui  sert  à  développer  cette  surface;  de  sorte  que  la  circonfé- 
rence 7nrr^r^S''rg...  peut  être  regardée  comme  la  transformée  du  lieu  des  centres  de 
courbure,  lorsqu'on  développe  le  cône  S'AE  qui  contient  réellement  tous  ces 
centres  (*). 

671.  Quant  à  la  construction  à' une  développée  de  la  développante  sphérique,  il 
faut  se  rappeler  (n®6o8)  qu'une  pareille  courbe  doit  devenir  rectiligne  lorsqu'on 
développera  la  surface  enveloppe  de  tous  les  plans  normaux,  laquelle  est  ici  le 
cône  S'AE.  Si  donc,  sur  le  cercle  rabattu  en  S",  on  trace  une  droite  arbitraire  par- 
tant de  m,  telle  que  maèyâ^  il  n'y  aura  plus  qu'à  transporter  sur  le  cône  S'AE  les 
points  a,  6,  7,...,  où  cette  droite  rencontre  les  divers  rayons  S''a^,  S"a7,  S"a8,..., 
qui  représentent  autant  de  génératrices  de  ce  cône  ;  or  il  est  bien  facile  de  retrouver 
les  véritables  positions  de  ces  génératrices  sur  les  deux  plans  de  projection,  et  d'y 
rapporter,  k  partir  du  sommet  S,  les  longueurs  S^a,  S"ê,  S^y,...,  ce  qui  fournira 
les  deux  projections  de  la  développée  en  question.  Nous  n'avons  point  efTectué  ces 
opérations  sur  notre  épure,  afin  d'éviter  la  confusion  qui  en  serait  résultée  pour  le 
lecteur;  mais  nous  les  achèverons  dans  le  problème  suivant,  ou  les  résultats  offriront 
plus  d'intérêt. 

672.  Étant  donnée  une  hélice  à  base  circulaire  (ABCDEF...  A'B'C'D'E'F'...), 
trouver  le  lieu  de  ses  centres  de  courbure^  et  tune  de  ses  développées. 

{Fig.  128.)  Après  avoir  construit  la  tangente  (ET,  E'T')  de  cette  hélice,  menons 
le  plan  normal  correspondant  E'N'N,  lequel  passe  évidemment  par  le  rayon  (OE,  E') 

(*)  Ce  résultat  remarquable  est  emprunté  à  un  Mémoire  intéressant  de  M.  Th.  Olipier,  sur  les  centres 
de  courbure  des  épicycloïdes,  inséré  dans  le  xxiu*  cahier  du  Journal  de  PÉcole  Pofytecfmique,  Toutefois, 
nous  croyons  devoir  avertir  que,  dans  ce  Mémoire,  il  s'est  glissé  une  erreur  sur  la  projection  du  lieu  des 
centres  de  courbure  de  la  développante  sphérique  ;  car  cette  projection  ne  saurait  être,  comme  on  Ta  dit 
par  inadvertance,  la  développée  de  la  projection  horizontale  de  la  développante  sphérique* 
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du  cylindre  qui  contient  cette  hélice,  et  fait  avec  l'axe  vertical  0  un  angle  complet 
mentaire  de  celui  que  forme  la  tangente.  Or  cette  dernière  ligne  ayant  une  incli- 
naison constante  (n^  4o0)  quelle  que  soit  la  position  du  point  de  contact  (E,  E') 
sur  l'hélice,  il  s'ensuit  que  tous  les  plans  normaux  de  cette  courbe  auront  pareille- 
ment une  inclinaison  constante,  et  que  chacun  passera  par  le  rayon  du  cylindre  qui 
aboutira  au  point  considéré  sur  l'hélice.  Par  conséquent,  si  l'on  conçoit  que  ces 
plans  normaux  soient  menés  par  des  points  infiniment  voisins,  pris  à  distances 
égales  sur  l'hélice  proposée,  ils  se  couperont  consécutivement  suivant  des  droites 
qui  auront  toutes  des  positions  parfaitement  symétriques  relativement  à  l'axe  ver- 
tical 0;  c'est-à-dire  que  ces  droites  seront  également  inclinées  sur  cet  axe,  et  placées 
à  la  même  distance  de  cette  verticale.  D'où  je  conclus  que  ces  droites,  intersections 
des  plans  normaux  consécutifs,  se  trouveront  tangentes  a  une  nouvelle  hélice  tracée 
sur  un  cylindre  droit  a  base  circulaire  abcde..,,  dont  le  rayon  est  encore  inconnu, 
et  qu'elles  formeront  un  hélicoîde  développable  (n^  456)  qui  sera  le  lieu  des  pôles, 
ou  le  lieu  de  toutes  les  développées  (n®  658)  de  l'hélice  primitive  (ABCDE..., 
A'B'C'D'F...). 

673.  Pour  déterminer  cet  hélicoide,  j'observe  que  sa  trace  horizontale  sera 
précisément  la  développante  du  cercle  inconnu  abcde...  {n*^  453),  et  que  cette 
courbe  devra  être  tangente  aux  traces  de  tous  les  plans  normaux.  Or  le  plan  normal 
relatif  au  point  (A,  A')  ayant  évidemment  une  trace  AOI  qui  passe  par  le  centre  0, 
le  rayon  01  contiendra  nécessairement  l'origine  de  cette  développante;  tandis  que 
la  trace  N'N,  perpendiculaire  à  01,  répondra  au  premier  quart  de  révolution  de 
cette  développante;  par  conséquent,  sa  distance  au  centre,  c'est-à-dire  01  ou  en, 
devra  se  trouver  ^récisémentégaleau  quartde  la  circonférence  mcoaniie  abcde.  Mais 
déjà  il  existe  une  relation  semblable  entre  la  sous-tangente  ET  et  le  quart  de  cercle 
AE;  donc  le  rayon  OA  de  ce  dernier  doit  avoir  avec  ET  le  même  ra^pport  qu'aura 
le  rayon  inconnu  Oa  avec  01.  D'après  cette  remarque,  on  tirera  la  droite  A'd''  paral- 
lèle à  E'T',  puis  â'af  parallèle  à  E'N',  et  cette  seconde  parallèle  déterminera  la 
grandeur  O'a!  que  l'on  doit  donner  au  rayon  du  cercle  demandé  abcde; ^ensuite,  on 
construira  l'hélice  {abcde,..,  dVddé ,..)  de  même  pas  que  l'hélice  primitive,  et 
ce  sera  l'arête  de  rebroussement  de  l'hélicoïde  en  question.  Cette  surface  aura 
d'ailleurs  pour  trace  horizontale  la  développante  amr  à^^  cercle  abcde. ..^  et  pour 
génératrices  les  tangentes  de  la  laouvelle  hélice,  telles  que  {en,  E'N'),  {hv,  hW), 
lesquelles  représentent  les  intersections  consécutives  des  plans  normaux  infiniment 
voisins,  menés  à  l'hélice  (ABCD...,  A'B'C'D'...). 

674.  {Fig.  128.)  Pour  trouver  le  rayon  de  courbure  de  cette  dernière  ligne  au 
point  (E,  E')  par  exemple,  il  faut  abaisser  de  ce  point  (no^du  n**  656)  une  per- 
pendiculaire (EOe,  E')  sur  la  génératrice  {en,  E'N'),  qui  est  dans  le  plan  normal 
correspondant  au  point  assigné.  Or,  comme  cette  perpendiculaire  aboutit  évidem- 
ment au  point  {e,  E'),  et  que  des  résultats  semblables  arriveraient  pour  tout  autre 
plan  normal,  nous  en  conclurons  ces  deux  théorèmes  bien  remarquables:  1^ toute 
hélice  à  base  circidaire  (ABCDE...,  A'B'C'D'E'...)  a  pour  lieu  deses  centres  de  cour- 
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hure  une  autre  hélice  {abcde...,  a'6'c'rf'e'...)  déterminée  comme  ci-dessus;  2®  le 
rayon  de  courbure  de  la  première  hélice  est  CO^STA^t^  et  égal  à  la  somme  OE  -h  Oe 
des  rayons  des  cylindres  où  sont  situées  ces  deux  courbes. 

675.  Réciproquement»  on  prouvera»  par  des  considérations  semblables,  que  la 
seconde  hélice  {abcde,..^  àb'c'd'e'^...)  a  pour  lieu  de  ses  centres  de  courbure  la 
première  hélice  (ABCD...,  A'B'C'D'...);  et  que  le  rayon  de  courbure  de  celle-là  est 
aussi  constamment  égal  à  la  somme  Oe  +  OE.  Cela  tient  à  ce  que  le  plan  normal 
E'N'N  de  la  première  hélice  est  le  plan  osculateur  (n^  463)  de  la  seconde;  et 
qu'aussi  le  plan  normal  de  celle-ci,  qui  serait  E'TT,  perpendiculaire  a  la  tangente 
{en,  E'N')»  se  trouve  le  plan  osculateur  de  la  première:  de  sorte  qu'il  y  a  une  com- 
plète réciprocité  entre  ces  deux  hélices»  et  les  angles  de  contingence  et  de  torsion 
(n^653»  654)  dans  Tune»  sont  respectivement  égaux  aux  angles  de  torsion  et  de 
contingence  dans  l'autre.  Ce  résultat  est  un  cas  particulier  de  la  relation  générale 
que  nous  avons  fait  remarquer  au  n^  659;  mais,  comme  nous  l'avons  observé  alors, 
il  ne  faut  pas  en  conclure  que  la  torsion  même,  ou  la  cambrure  de  la  seconde  hélice, 
soit  égale  à  "/la  courbure  de  la  première,  ni  réciproquement;  caries  éléments  cor- 
respondants AB  et  ab  de  ces  courbes  ne  sont  pas  de  môme  longueur. 

676.  Si  l'on  veut  exprimer  par  l'analyse  la  grandeur  des  rayons  de  courbure  p 
et  p'  de  ces  deux  hélices,  il  n'y  a  qu'à  poser 

OA=R,     Oa==r,     angle  T'  =  w,     N' =  90*»  -  «  =  w',     0'E'  =  |A; 

et  le  triangle  rectangle  A' (?' a',  que  nous  avons  tracé  sur  l'épure,  fournira  évidem- 
ment la  relation  r=  R  tang^w,  d'où  l'on  déduira 

p  =  R  +  r=  R  (I  +  tang»«)  =  R(f  H-  ^^^^^j 

pour  la  première  hélice  ;  et  pour  la  seconde, 

p' =  r4- R  =  r(i -f- tang' w')  =  r(n- ^*'-). 

677.  [Fig.  128.)  Maintenant,  construisons u/ierfeVefcjp/^ce  de  l'hélice  (ABCD..., 
A'B'C'D'...),  en  menant  d'abord,  par  un  point  arbitraire  (E,  E')  de  cette  courbe, 
une  droite  qui  soit  située  ( n**  657 )  dans  un  plan  normal  E'N'N  relatif  à  ce  point; 
ou  bien  une  tangente  à  la  surface  polaire,  enveloppe  des  plans  normaux,  laquelle 
surface  est  ici  Thélicoïde  développable  qui  a  pour  arête  de  rebroussement  l'hélice 
{abcdc.y  a'b'&d'e\..).  Afin  d'arriver  à  des  résultats  plus  symétriques,  choisissons 
pour  cette  première  tangente  le  rayon  de  courbure  (Ee,  E'),  et  rappelons-nous 
qu'après  le  développement  de  cet  hélicoide,  la  développée  cherchée  deviendra  une 
ligne  droite  (n**658)  qui  devra  être  le  prolongement  indéfini  de  (Ee,  E').  Si  donc 
nous  voulons  développer  cet  hélicoide  sur  son  plan  tangent  E'N'N,  il  faudra  (n^467) 
rabattre  les  tangentes  {ne,  N'E')  et  (Na,  N'a')  suivant  71e  et  Na";  puis,  élever  à 
leurs  extrémités  deux  perpendiculaires  eco  et  a" (o  qui  détermineront  par  leur  ren- 
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contre  le  centre  co  et  le  rayon  wg  (*)  du  cercle  eX  suivant  lequel  se  transformera  Thé- 
lice  {abcd...f  dh d d\.^\  d'ailleurs,  sur  ce  développement,  la  droite  indéfinie 
WÊTT  représentera  la  transformée  de  la  développée  cherchée. 

Quant  à  la  position  que  prendra,  sur  ce  développement,  la  génératrice  quelconque 
(Av,  AV)  de  l'hélicoïde,  nous  l'obtiendrons  en  prenant  l'arc  de  cercle  eyj  de  même 
longueur  que  l'arc  d'hélice  (eA,  E'A'),  longueur  qui  est  donnée  (n^468)  par  l'hypo- 
ténuse du  triangle  E'>î'>î",  dont  la  base  E'vj'  égale  l'arc  horizontal  eh\  et  alors  la 
génératrice  cherchée  deviendra  la  tangente  >î7r.  Or,  cette  dernière  allant  rencontrer 
la  transformée  «e  de  la  développée,  au  point  tt,  il  s'agira  de  reporter  la  distance  vj/r 
sur  la  génératrice  primitive  {Jw^  AV);  pour  cela,  on  prendra  l'hypoténuse  E'7r"  =  v3rr, 
et  la  base  E'tt  de  ce  nouveau  triangle  rectangle  étant  portée  de  h  enp^  fournira 
évidemment  la  projection  horizontale  /?,  puis  la  projection  verticale  /?',  d'un  point 
delà  développée  cherchée,  laquelle  sera  [epx^  E'p'x'). 

678.  Ainsi,  un  fil  enroulé  sur  cette  branche  suivant  la  direction  {xpeE,  x'p'E') 
décrira  par  son  extrémité  (E,  E')  la  partie  supérieure  (EFGH...,  E'F'G'H'...)  de 
l'hélice  donnée,  du  moins  jusqu'à  une  certaine  limite  que  nous  allons  déterminer; 
et  le  rayon  de  développée  aboutissant  au  point  [p^p')  sera  la  tangente  (H/?,  H'/?'). 
Quant  à  la  partie  inférieure  (EDCB...,  E'D'C'B'...),  elle  aura  pour  développée  une 
autre  branche  (ePX,  E'P'X')  qui  se  construira  comme  la  première,  ou  plutôt  qui 
s'en  déduira  immédiatement,  en  cherchant  des  points  (P»  P)  placés  symétrique- 
ment avec  ipfp')' 

679.  Il  y  aura  sur  le  développement  de  l'hélicoïde  une  tangente  Xp,  parallèle  à  la 
transformée  (ùîh  de  la  développée  :  donc,  si  nous  rapportons  le  point  X  sur  l'hélice, 
en  prenant  l'arc  de  cercle  ehl  égal  à  la  base  E'X'  du  triangle  rectangle  E'X"X'  dont 
l'hypoténuse  est  l'arc  eX  rectifié,  la  génératrice  {Ir,  l'r')  de  l'hélicoïde  correspon- 
dra à  Xp,  et  n'ira  plus  rencontrer  la  développée  {epx^  E'p'x')  qu'à  l'infini.  Toute- 
fois, ce  n'est  pas  là  l'asymptote  de  cette  branche  ;  car  une  pareille  droite  doit  non- 
seulement  rencontrer  la  courbe  en  un  point  infiniment  éloigné,  mais  aussi  lui  être 
tangente.  Or,  puisqu'au  point  (/?,/>'),  situé  sur  la  génératrice  [hv,  A'^'),  la  tan- 
gente était  (H/?,  H'/?');  pour  le  point  infiniment  éloigné  situé  sur  (/r,  l'r')  la  véri- 
table tangente,  ou  V asymptote^  partira  du  point  (L,  U),  diamétralement  opposé 
à  (/,  /'),  et  sera  la  droite  (Lz,  L'z'),  parallèle  à  (/r,  /V). 

680.  On  voit  par  là  que  la  branche  de  développée  [epx^  E'p'a/) ,  quoique  infinie, 
ne  peut  servir  qu'à  décrire  la  portion  d'hélice  (EKL,  E'K'L');  et  quand  le  point 
générateur  (E,  E')  du  fil  mobile  est  arrivé  en  (L,  L'),  il  faut  que  ce  fil  prolongé 
en  sens  contraire  (LZ,  L' Z') ,  et  fixé  à  son  extrémité  opposée,  recommence  à  se  plier 


(*)  Ce  rayon  «m  doit  se  trouver  égal  à  Ee,  puisque  c'est  là  le  rayon  de  courbure  (n**  674)  de  l'hélice 
{abcd,,.,  a*b'c'd'.,,),  etquecetto  ligne  ne  doit  pas  changer  de  courbure,  quand  on  développe  la  surface 
dont  elle  est  Faréte  de  rebroussement  (n"  179,  note).  Ainsi  il  aurait  mieux  valu  rabattre  une  seule  tan- 
gente suivant  /zc,  puis  élever  la  perpendiculaire  c&>  égale  àËe,  laquelle  aurait  sufli  pour  tracer  le  coiclo  s).  : 
c'est  la  marche  que  nous  avons  déjà  conseillée  au  n**  468. 

Géométrie  Leroy,  35 
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sur  une  nouvelle  branche  (YQ6,  Y'Q'b")  qui  a  la  même  asymptote,  et  qui  servira 
à  décrire  un  second  arc  d'hélice  (LAB,  L'A'B"),  égal  au  précédent.  Pour  construire 
cette  nouvelle  branche  de  développée,  dont  la  projection  horizontale  doit  être  évi- 
demment symétrique  de  epx,  on  prendra  l'arc  lb=zle^  puis  on  décrira  la  circonfé- 
rence/?PyQ,  sur  laquelle  on  placera  le  point  Q  à  gauche  du  rayon  06,  comme  le 
point/?  était  placé  à  droite  du  rayon  Oe;  enfin,  on  projettera  Q  en  Q',  en  élevant 
ce  dernier  au-dessus  de  l'horizontale  B''6"  de  la  même  quantité  dont  le  point/?'  est 
abaissé  au-dessous  de  E'X^ 

681.  A  la  branche  de  développée  (YQ6,  Y'Q'6")  succédera  une  troisième 
branche  {bqy,  V'cfy)  dont  chaque  point  (y>y')  se  construira  comme  précédem- 
ment, et  d'une  manière  que  notre  épure  rend  assez  visible  ;  cette  troisième  branche 
servira  à  décrire  un  nouvel  arc  d'hélice  (BES,  B"E"S"),  toujours  égal  aux  précé- 
dents, et  ainsi  de  suite.  L'asymptote  de  cette  dernière  branche  serait  encore  paral- 
lèle à  la  génératrice  de  l'hélicoide,  qui  partirait  du  point  diamétralement  opposé 
à  (S,  S'");  mais  il  sera  plus  simple  de  mener  au  cercle  la  tangente  SWU,  qui  cou- 
pera LZ  au  point  W,  situé  sur  le  rayon  Oé  :  et  comme  ce  point  serait  projeté  en  W 
sur  la  première  asymptote,  il  faudra  placer  le  point  W"  à  la  même  hauteur  au- 
dessus  de  B"è",  puis  tirer  la  droite  W"U'  de  manière  à  former  avec  la  verticale 
le  même  angle  que  W  Z. 

682.  Quanta  l'asymptote  (VÇ,VT)  de  la  branche  (ePX,  E' F  X'),  sa  projection 
horizontale  a  une  position  symétrique  de  Vjs;  et  sa  projection  verticale  étant  évi- 
demment parallèle  à  Y  z\  il  suffira  de  la  mener  par  le  point  Y"  placé  au-dessous 
de  E',  comme  le  point  V'  est  au-dessus. 

683.  {Fig.  ia8.)  Pour  mieux  saisir  la  liaison  de  ces  diverses  branches  de  la  dé- 
veloppée totale  d'une  hélice,  et  bien  comprendre  la  description  de  cette  courbe  par 
un  mouvement  continu,  sans  être  obligé  de  transporter  le  point  d'attache  du  fil 
mobile,  d'une  branche  sur  l'autre,  il  n'y  a  qu'à  se  représenter  une  droite  indéfinie 
et  in^eojièfe,  placée  d'abord  dans  la  position  horizontale  (Ec,  E'),  laquelle  roule, 
sans  glisser^  sur  la  branche  [epx^  ISlp'ocf)  en  lui  demeurant  tangente.  Dans  ce  mou- 
vement, le  point  générateur  (E,  E')  commencera  par  décrire  Tare  d'hélice 
(EKL,  E'K'L'),  et  lorsqu'il  sera  parvenu  en  (L,  L') ,  la  droite  mobile  sera  devenue 
l'asymptote  (L«,  L'js');  mais,  comme  au  mêmeiostant  cette  droite  touchera  à  l'infini 
la  seconde  branche  (6 Y,  6"Y'),  si  elle  recommence  à  rouler  en  sens  contraire  sur 
cette  dernière  branche,  pour  se  rapprocher  de  la  position  horizontale  (BéW,B"6"), 

e  point  générateur  décrira,  dans  cette  seconde  période  de  son  mouvement  non 
interrompu,  l'arc  d'hélice  (LAB,  L'A"B").  Puis,  si  de  la  position  horizontale 
(B*,B"6''),  la  droite  mobile  vient  à  rouler  sur  la  troisième  branche  [bqy,  6" y'/), 
le  point  générateur  décrira  un  nouvel  arc  d'hélice  (BES,  B''E"S"),  jusqu'à  ce  que 
la  droite  ait  pris  la  position  de  l'asymptote  (SWU,  S"  W"U')  ;  d'où  elle  passera,  sans 
interruption,  sur  une  quatrième  branche  qui  a  la  même  asymptote,  et  ainsi  de 

suite. 
Si  Ton  éprouvait  quelque  difficulté  à  suivre  ces  divers  mouvements  dans  l'espace. 
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on  pourrait  d'abofd  les  étudier  sur  une  sinusoïde  (n°  451,  note),  courbe  plane 
dont  la  développée,  située  dans  son  plan,  offre  ainsi  des  branches  infinies  qui  ont, 
deux  à  deux,  une  asymptote  commune. 


CHAPITRE  II. 

DE  LA   COURBURE   DES   SURFACES. 

684.  Deux  surfaces  sont  dites  osculatrices  l'une  de  l'autre,  lorsque  tout  plan 
mené  par  la  normale  commune  les  coupe  suivant  deux  courbes  qui  sont  osculatrices 
entre  elles  {n^  650),  ou  bien  qui  ont  le  même  rayon  de  courbure.  Mais  on  doit  sentir 
que,  parmi  toutes  les  sphères  qui  peuvent  toucher  \xuq  surface  S  en  un  point  donné, 
aucune  ne  saurait  lui  être  osculatrice;  puisque  la  courbure  d'une  sphère  est  uni- 
forme tout  autour  de  sa  normale,  tandis  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  d'une  surface  quel- 
conque. Alors,  pour  estimer  la  courbure  de  cette  dernière  en  un  point  donné,  on 
cherche  les  rayons  de  courbure  des  diverses  sections  normalesy  et,  par  leur  compa- 
raison, on  acquiert  des  notions  précises  sur  la  forme  plus  ou  moins  aplatie  de  la 
surface  autour  du  point  considéré,  ainsi  que  sur  sa  position  par  rapport  k  son  plan 
tangent.  Or  il  existe,  entre  les  rayons  de  courbure  de  ces  sections  normales,  une  loi 
bien  remarquable  que  nous  allons  d'abord  étudier  sur  les  surfaces  du  second  degré. 

685.  (Feg-.  i3i.)  Dans  un  ellipsoïde  dont  les  trois  demi-axes  sont  OA  =  a, 
OB  =  è,  0C  =  c,  considérons  spécialement  un  sommet  C,  pour  lequel  la  normale  est 
l'axe'COZ,  perpendiculaire  aux  tangentes  CX  etCY  des  deux  ellipses  principales  CA 
et  GB.  Si  nous  menons  par  ce  point  un  troisième  plan  normal  YCZ,  dont  la  trace, 
sur  le  plan  tangent  XCY,  soit  CY,  il  coupera  la  surface  suivant  une  ellipse  CD,  qui 
aura  évidemment  pour  demi-axes  OC  =  cetOD  =  rf.  Or  on  sait  (n°  200)  que  les 
rayons  de  courbure,  au  sommet  G  des  trois  ellipses  CA,  CB,  CD,  ont  pour  grandeurs 
respectives 

CG  =  -=R,     CH=^  =  R',     CI  =  -=p; 

c  c  c        ^ 

et  comme  le  demi-diamètre  J  de  l'ellipse  ADB  aura  toujours  une  longueur  comprise 
entre  a  et  6,  on  voit  qu'en  supposant  a<6,  le  rayon  p  se  trouvera  toujours  plus 
grand  que  R,  et  plus  petit  que  R';  c'est-à-dire  que  de  toutes  \q^  sections  normales 
faites  par  le  sommet  C,  la  courbe  CA  est  la  section  de  courbure  maximum,  puisque 
son  rayon  R  est  le  plus  petit  (n**  655) ,  et  la  courbe  CB  est  la  section  de  courbure 
minimum,  puisque  son  rayon  R'  est  plus  grand  que  tout  autre. 

D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par  9  l'angle  que  fait  le  plan  normal  YCZ  avec  le  plan 
principal  XCZ,  9  sera  aussi  l'angle  compris  entre  l'axe  OA  et  le  diamètre  OD  de 
l'ellipse  ADB;  et  Ton  sait  que  la  longueur  de  ce  diamètre  est  donnée  par  Téquation 

i  =  icos»9-+-^sin"9. 

35. 
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Donc,  en  multipliant  tous  les  termes  par  c,  et  ayant  égard  aux  valeurs  précédentes 
des  rayons  p,  R,  R',  il  viendra 

(i)  ^  =  ^cos>4-~sin*9, 

relation  qui  permettra  de  calculer  immédiatement  le  rayon  de  courbure  p  d'une 
section  normale  quelconque  passant  par  le  sommet  C,  quand  on  connaîtra  l'angle  9 
de  cette  section  avec  une  des  deux  sections  principales,  et  les  rayons  de  courbure  R 
etR'  de  ces  dernières  courbes. 

686.  {Fig.  i32.)  Considérons  maintenant  un  hyperb^^loide  à  une  nappe,  dont 
l'ellipse  de  gorge  est  CAFE  qui  a  pour  axe  les  deux  axes  réels  de  la  surface,  savoir  : 
OA  =  a,  OC  =  c;  tandis  que  l'axe  imaginaire  est  une  horizontale  Ob  =  b,  per- 
pendiculaire au  plan  de  l'ellipse  que  nous  regardons  ici  comme  le  plan  vertical  de 
la  figure.  Le  rayon  de  courbure  de  cette  ellipse,  pour  le  sommet  C,  sera  une  ligne 

CG  =  —  =  R,  et  celui  de  l'hyperbole  BCL  contenue  dans  le  plan  des  deux  axes  OC 

et  06,  sera  CH—  =  R';  mais  il  se  trouvera  dirigé  au-dessus  du  plan  tangent  XCY 

au  lieu  d'être  au-dessous  comme  CG.  Maintenant,  menons  par  le  point  C  un  plan 
normal  quelconque  VCZ,  qui  forme  avec  le  plan  principal  XCZ  un  angle  désigné 
par  9;  si  cet  angle  est  assez  petit,  la  section  sera  une  ellipse  CDF  qui  aura  pour 
axes  OC  =  c,  OD  =  rf,  et  ce  dernier  sera  évidemment  un  diamètre  de  l'hyperbole 
ADK  contenue  dans  le  plan  des  deux  axes  horizontaux  OA  et  Ob.  Or  on  sait  que  ce 
diamètre  est  lié  avec  les  axes  de  l'hyperbole,  par  la  relation 

si  donc  on  multiplie  tous  les  termes  par  c,  et  qu'on  observe  que  le  rayon  de  cour- 
bure au  sommet  C  de  l'ellipse  CDF  est  p  —  j  on  en  conclura 

(a)  ^  =  icos>~jJ^sin»9, 

relation  qui  rentre  précisément  dans  la  formule  (i),  pourvu  qu'on  y  regarde  comme 
négatif  CQ\m  des  àe\x\  rayons  principaux  R,  R',  qui  se  trouvera  dirigé  au-dessus  du 
plan  tangent  (*). 

687,  Cela  posé,  tant  que  l'angle  f  sera  peu  différent  de  zéro,  il  est  certain  que  le 
premier  terme  du  second  membre  de  la  formule  (2)  prévaudra  sur  le  terme  négatif. 


(*)  Ordinairement,  on  adopte  Thypothèse  contraire,  parce  que  l'analyse  fournit  une  valeur  positive 
pour  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  située  au-dessus  de  sa  tangente,  du  moins  quand  on  compte  les 
ordonnées  positives  de  bas  en  haut.  Mais,  comme  nous  avons  dirigé  ici  Taxe  des  2  positifs  de  haut  en  bas, 
la  convention  faite  dans  le  texte  s'accorde  bien  avec  l'analyse;  et  nous  avons  préféré  cette  disposition, 
parce  que  les  sections  normales  sont  plus  commodes  à  figurer  quand  on  les  place  au-dessous  du  pian 
tangent. 
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et  qu'ainsi  le  rayon  de  courbure  p  de  la  section  normale  CDF  sera  positif,  ce  qui 
annonce  que  cette  courbe  sera  convexe^  c'est-à-dire  située  au-dessous  du  plan  tan- 
gent XCY.  D'ailleurs,  -  étant  évidemment  moindre  que  -^^-^j  et  a  plus  forte  rai- 

son  moindre  que  g-  >  il  en  résulte  que  le  rayon  variable  p  sera  plus  grand  que  R, 

et  qu'il  augmentera  continuellement  avec  9,  jusqu'à  ce  que  cet  angle  ait  acquis  la 
valeur  a>  déterminée  par  l'équation 

cos»û>       sîn*èi      At  s      .  _!_ .  /R' 

nR~"~~R'   '     ^^     tango)  =  ±:i/^. 

Si  donc  on  trace  sur  le  plan  tangent  XCY,  ou  sur  le  point  horizontal  (*)  parallèle  à 
celui-là,  deux  droites  O'P,  O'Q,  qui  fassent  avec  O'X'  des  angles  égaux  à  w,  alors, 
quand  le  plan  sécant  normal  arrivera  dans  la  position  O'P,  il  coupera  l'hyperbo- 
loïde  suivant  une  ligne  dont  la  courbure  sera  nulle,  puisque  p  deviendra  infini  :  et, 
en  effet,  on  doit  voir  que  cette  section  sera  Tune  des  deux  génératrices  rectilignes 
qui  passent  par  le  sommet  C,  attendu  que,  d'après  les  valeurs  de  R  et  R',  l'expres- 
sion de  ot)  revient  à  tang  «  =  -  • 

688.  {Fig'  i32.)  Lorsque  l'angle  9  sera  devenu  plus  grand  que  w,  et  que  le 
plan  normal  aura  pris  la  position  O'W,  alors  la  formule  (2)  montre  que  le  rayon  p 
aura  une  valeur  négative  ;  de  sorte  que  la  section  correspondante  se  trouvera  co/i- 
cave^  c'est-à-dire  située  au-dessus  du  plan  tangent,  et  ce  sera  une  hyperbole  dont 
le  rayon  de  courbure  p  ira  en  diminuant  numériquement,  jusqu'à  ce  que  l'on  ait 

(f  =  9o«,     d'où    p  =  —  R'  =  CH. 

Ce  dernier  résultat  se  rapporte  au  plan  normal  0' Y',  qui  coupe  la  surfiice  suivant 
l'hyperbole  principale  BCL. 

689.  En  continuant  cette  discussion  depuis  f  =  90°  jusqu'à  f  =  36o°,  on  re- 
trouverait successivement  des  résultats  analogues,  puisque  la  formule  (2)  ne  ren- 
ferme que  les  carrés  de  sinç  et  cosç.  D'où  l'on  doit  conclure,  1°  que  les  deux 
plans  normaux  PO'/?,  QO'q  partagent  la  surface  autour  du  point  (0',  C)  en  quatre 
régions  distinctes  :  dans  les  deux  angles  PO'Q  et  pO'  q  opposés  par  le  sommet, 
toutes  les  sections  normales  sont  conçexes^  ou  situées  ^-dessous  du  plan  tangent 
XCY;  et  dans  les  deux  autres  angles  PO' y,  QO'p,  toutes  les  sections  normales  sont 
concaves,  ou  situées  au-dessus  de  ce  plan  tangent;  d'ailleurs  le  passage  des  unes  aux 
autres  se  fait  par  deux  sections  rectilignes  PO'p,  QO'5^,  qui  sont  les  génératrices  de 
l'hyperboloïde  situées  dans  le  plan  tangent  XCY.  a®  Le  rayon  de  courbure  R  de  la 
section  principale  CAF  est  le  minimum  de  tous  les  rayons  positifs,  lesquels  varient 


(*)  Nous  employons  ici,  outre  la  figure  en  perspective  sur  le  tableau  vertical  XCZ,  une  projection  hori- 
zontale faite  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  normale  CZ,  afin  de  faire  mieux  apercevoir  les  limites  qui 
séparent  les  sections  convexes  des  sections  concaves. 


F 
% 
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depuis  p  =  R  jusqu'à  p  =  00  ;  tandis  que  le  rayon  de  courbure  R'  de  l'autre  section 
principale  BCL  est  le  minimum  des  rayons  négatifs  :  ou  bien,  en  tenant  compte  du 
signe  de  ces  derniers,  on  pourra  dire  que  —  R'  est  un  mcuvimum,  mais  seulement 
par  rapport  aux  rayons  négatifs  qui  varient  depuis  p  =  —  R'  jusqu'à  p  =  —  00  . 

690.  {Fig.  i33  et  i34.)  Les  propositions  que  nous  venons  de  démontrer  pour 
un  sommet  réel  d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hyperboloîde  à  une  nappe,  sont  également 
vraies  pour  toute  surface  S,  et  pour  un  point  quelconque  M  de  cette  surface  dont  la 
normale  est  MZ,  C'est-à-dire  que,  parmi  toutes  les  sections  normales  passant  par  ce 
point,  il  y  en  a  toujours  deux,  MA  et  MB,  nommées  sections  principales,  dont  la 
première  a  un  rayon  de  courbure  M6  =  R  qui  es/  minimum,  e^  /a  seconde  un  rayon  de 
courbure  MH  =  R'  qui  est  maximum  :  ces  deux  sections  principales  sont  situées  dans  des 
plans  XMZ,  YMZ,  perpendiculaires  entre  eux  ;  et  quand  une  fois  on  connaît  la  position 
de  ces  plans  et  les  rayons  principaux  R,  R',  le  rayon  de  courbure  p  de  toute  autre  sec^ 
tion  normale  MD  passant  par  le  même  point,  est  donné  par  la  formule 

(3)  ■  =^cos*(p-+-j^sin*(p, 

où  (f  désigne  l'angle  du  plan  de  MD  avec  le  plan  de  MA,  et  où  il  faudrait  regarder 
comme  n^^afj/* celui  des  deux  rayons  principaux  R,  R',  qui  serait  dirigé  au-dessus 
du  plan  tangent  XMY,  si  la  surface  était  non  convexe,  c'est-à-dire  traversée  par  son 
plan  tangent  en  M. 

Ce  théorème  important,  dû  à  Euler,  n'est  guère  possible  à  démontrer  d'une  ma- 
nière complète  et  rigoureuse,  au  moyen  de  considérations  purement  synthétiques; 
c'est  pourquoi  nous  préférons  de  l'admettre  ici  comme  un  résultat  du  calcul  diffé- 
rentiel (*)  ;  mais  c'est  l'unique  emprunt  que  nous  ferons  à  l'analyse,  et  nous  allons 
ensuite  développer,  par  la  géométrie  seule,  les  conséquences  intéressantes  dont  ce 
théorème  est  susceptible. 

691 .  Lorsque  les  deux  rayons  principaux  MG  =  R,  MH  =  R',  sont  positifs, 
comme  dans  lay?^.  i33,  la  formule  (3  )  montre  que  p  est  constamment  positif,  quel 
que  soit  l'angle  9;  donc  alors  toutes  les  sections  normales  se  trouvent  au-dessous 
du  plan  tangent  XMY,  au  moins  dans  les  environs  du  point  M,  et  la  surface  est  con- 
vexe  en  ce  point.  D'ailleurs,  en  supposant  que  R  <  R',  il  est  facile  de  voir  que  R  est 
alors  le  minimum  absolu  de  tous  les  rayons  de  courbure  des  sections  normales  pas- 
sant par  M,  et  R'  le  maximmn  absolu  de  tous  ces  mêmes  rayons;  en  effet,  la  for- 
mule (3),  écrite  tour  à  tour  sous  l'une  et  l'autre  des  formes  suivantes, 

I  I  ••/!  l\l  I.  2/'  *\ 

p  =  R-«'°  î'-\R-n^)'  p  =  F  +  *^*''  î'-U-R-j' 

montre  qu'oD  a  toujours,  quel  que  soit  l'angle  f , 

-■<ï    et    ->^,;     d'où    p<R    et    p>Yi'. 

p         K  p         K  '  ' 


<*)  Voyez  V Analyse  appliquée  à  la  géométrie  des  trois  dimensions,  chap.  XVI. 
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Des  conséquences  semblables  auraient  lieu,  si  les  deux  rayons  principaux  étaient 
négatifs  à  la  fois;  seulement  alors,  la  surface  se  trouverait  placée  au-dessus  du 
plan  tangent,  tout  autour  du  point  M- 

692.  Lorsque,  pour  un  point  particulier  M  d'une  surface  quelconque,  il  arrive 
que  les  deux  rayons  principaux  R,  R',  sont  égaux  et  de  même  signe,  la  formule  (3) 
se  réduit  évidemment,  et  l'angle  cp  disparait;  de  sorte  qu'on  trouve  j9  =  R  pour 
toutes  les  sections  normales  passant  par  ce  point,  autour  duquel  la  surface  présente 
une  courbure  uniforme  dans  tous  les  sens,  comme  celle  d'une  sphère.  Ces  points 
particuliers  se  nomment  des  ombilics,  et  nous  en  ferons  remarquer  plusieurs  de  ce 
genre  dans  l'ellipsoïde  (n°  759);  mais  il  est  déjà  évident  que,  quand  la  méridienne 
d'une  surface  de  révolution  coupe  l'axe  sous  un  angle  droit,  ce  point  est  toujours 
un  ombilic. 

693.  Lorsque  les  deux  rayons  principaux  sont  de  signes  contraires,  comme  dans 
lay?^.  i34,  où  MG  =  R,  qui  se  rapporte  à  la  section  (MA,  M'A'),  se  trouve  positif, 
et  où  MH  =  R',  qui  se  rapporte  à  la  section  (MB,  M'B'),  se  trouve  négatif,  alors  la 
formule  (3),  écrite  avec  le  signe  de  R'  en  évidence,  devient 

(4)  i  =  j^  cos* y  -  ~  sin>- 

Elle  montre  déjk  que  p  sera  tantôt  positif,  tantôt  négatif,  suivant  la  valeur  de 
l'angle  y;  c'est-à--dire  qu'il  y  aura  des  sections  normales  situées,  les  unes  au-des- 
sous, les  autres  au-dessus  du  plan  tangent  XMY;  ainsi  la  surface  sera  non  convexe, 
ou  à  courbures  opposées.  Vonv  déterminer  les  limites  de  ces  diverses  sections,  cher- 
chons la  valeur  particulière  a>  de  Pangle  9,  qui  satisferait  à  l'équation 

I  1  /R/ 

^  cos* <i«>  —  g7  sin* ck)  =  o,     d'où    tang (,}  =  ±  \/ ^] 

puis,  traçons  sur  le  plan  tangent  XMY,  ou  sur  le  plan  horizontal  (*)  qui  lui  est  pa- 
rallèle, deux  droites  M'P,  M'Q,  qui  fassent  chacune  avec  M'X'  un  angle  égal  à  w. 
Alors,  pour  toutes  les  valeurs  de  9  comprises  entre  9  =  —  a)et9  =  -Hoi),  comme 
aussi  pour  toutes  celles  qui  tomberont  entre  f  =  180® —  w  et  y  =  180*^ -h  w,  la  for- 
mule (4)  donnera  évidemment  des  valeurs  de  p,  qui  seront  positives;  c'est-à-dire 
que  toutes  les  sections  normales  comprises  dans  les  angles  dièdres  PM'Q  et  pWq 
seront  situées  au-dessous  du  plan  tangent  horizontal  XMY.  Au  contraire,  lorsque  la 
valeur  de  <p  tombera  entre  o)  et  180°—  w,  ou  bien  entre  180^4-  «  et  36o®—  a>,  la 
formule  (4)  donnera  pour  p  une  valeur  négative;  ce  qui  prouve  que  toutes  les  sec- 
tions normales,  comprises  dans  les  deux  angles  dièdres  PM'^  et  QM'/?,  seront  situées 
au-dessus  du  plan  tangent  XMY,  au  moins  dans  les  environs  du  point  M. 


{*)  Nous  employons  encore  ici,  pour  plus  de  clarté,  une  perspective  sur  un  plan  vertical,  et  une  projec- 
tion sur  un  plan  horizontal  ;  si  d'ailleurs  on  veut  fixer  ses  idées  par  un  exemple,  on  peut  regarder  la 
surface  qui  nous  occupe  comme  étant  la  gorge  d'une  poulie  dont  l'axe  serait  horizontal  et  projeté  suivant 
(B'L',  G).  Le  point  considéré  (M,  M')  est  alors  sur  le  cercle  de  gorge  (EMA,  E'M'A'),  et  la  section 
(BML,  B'M'L')  est  un  demi-cercle  qui  sert  de  méridien  au  tore  de  cette  poulie. 
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694.  {Fig'  i34.)  Enfin,  lorsque  <p  recevra  une  des  valeurs  ^  =±:a),  ou 
<p  =  180''  ±  0),  le  rayon  p  devenant  infini  dans  la  formule  (4)»  il  s'ensuit  que  les 
deux  plans  normaux  limites  VWp^  QWq,  couperont  la  surface  suivant  des  courbes 
qui,  sans  être  rectilignes,  comme  cela  arrivait  dans  Thyperboloïde  (n**  687),  se- 
ront du  moins  trës-aplaties  dans  les  environs  du  point  M,  et  y  offriront  une  cour- 
bure nulle;  c'est-à-dire  que  chacune  aura  en  cet  endroit  deux  éléments  communs 
avec  sa  tangente  qui  sera  précisément  la  trace  M'P  ou  M'Q  du  plan  normal  limite 
sur  le  plan  tangent  XMY.  Ainsi,  on  peut  dire  que  les  deux  plans  normaux  V^Vp  et 
QM'^  partagent  la  surface  en  quatre  régions  distinctes  qui  sont  tour  à  tour  convexes 
et  concaves. 

En  résumé,  dans  les  surfaces  non  convexes,  les  rayons  de  courbure  positifs  va- 
rient, d'après  la  formule  (4),  depuis  p  =  +  R  jusqu'à  p  =  -h  oo  ;  et  les  rayons  né- 
gatifs, depuis  p  =  —  R'  jusqu'à  p  =  —  00  .  Donc  ici,  R  sera  un  minimum  relative- 
ment aux  rayons  de  la  première  classe,  et  —  R'  un  maximum  analytique  pour  ceux 
de  la  seconde  classe,  en  tenant  compte  de  leurs  signes;  mais  si  l'on  voulait  seule- 
ment parler  de  leurs  grandeurs  absolues,  R'  serait  aussi  un  minimum. 

695.  Remarque.  Si  l'on  compare,  dans  une  surface  quelconque,  deux  sections 
normales  dont  les  plans  comprennent  entre  eux  un  angle  droit,  leurs  rayons  de 
courbure  seront  donnés  par  les  formules 

\  =  B"  cos*  9  ^-  57  sin»  ?,     y  =  ^  cos«  9'  -f  ^,  sin»  9', 

avec  la  relation  9'  =  ç  4-  90®;  d'où  il  suit  qu'en  ajoutant  ces  équations  membre  à 
membre,  on  aura 

I  I  I  T 

P  ^p'~"  R  ^  R'^ 

ce  qui  montre  que  la  somme  des  courbures  de  deux  sections  perpendiculaires  l'une  à 
l'autre,  quel  que  soit  l'angle  9 ,  est  toujours  constante  et  égale  à  la  somme  des  deux 

covï^BvwES  principales .  La  somme  g-  -+■  ^/  a  été  nommée  quelquefois  la  courbure  de 

la  surface;  mais  il  vaudrait  mieux  appliquer  cette  dénomination  à  la  moitié  de  cette 
somme,  qui  se  trouverait  ainsi  une  moyenne  arithmétique  entre  la  courbure 
maximum  et  la  courbure  minimum.  D'un  autre  côté,  M.  Gauss  a  désigné  sous  le 

même  nom  de  courbure  de  surface^  la  quantité  ^  ou  la  moyenne  géométrique 

entre  les  deux  courbures  principales.  Quant  à  la  construction  graphique  des  sections 
principales  et  de  leurs  rayons  de  courbure,  nous  attendrons,  pour  en  citer  des 
exemples,  que  nous  ayons  parlé  des  lignes  de  courbure^  parce  que  ces  dernières 
offriront  à  la  géométrie  des  secours  fort  utiles  (*). 


(*)  Pour  compléter  les  notions  précédentes,  nous  ajouterons  que  si,  par  la  tangente  MV  (fig.  i33),  on 
faisait  une  section  oblique  dont  le  plan  formât  un  angle  0  avec  la  section  nortnaie  MD  qui  passe  par  la 
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696.  (  Fig.  1 35  ) .  Pour  chaque  point  M  d'une  surface  quelconque  S,  on  peut  con- 
struire  une  surface  du  second  degré  2  qui  soit  osculatrice  ûfe  S  (  n*^  684  ) ,  tout  autour  de 
ce  point.  Supposons  d^abord  que  la  surface  donnée  S  soit  convexe  en  M,  et  que  MA 
et  MB  représentent  ses  deux  sections  principales,  ou  les  sections  normales  de  cour-- 
bure  maximum  et  minimum,  lesquelles  ont  pour  rayons  MG  =  R,  MH  =  R'.  Sur  la 
normale  MZ,  prenons  une  distance  arbitraire  MO  =  c,  que  nous  adopterons  pour 
un  des  axes  d'une  ellipse  MA'  qui,  tracée  dans  le  plan  de  la  section  MA,  devra  lui 
être  osculatrice  :  pour  remplir  cette  condition,  il  suffit  de  choisir  le  second  axe 
OA'  =  a  de  telle  sorte  que  le  rayon  de  courbure  de  Tellipse  au  sommet  M  soit  égal 
à  R,  ce  qui  donne  la  relation 


-  =  R,     d'où     a  =  \jRc; 

c 


ainsi  le  demi-axe  OA'  =  a  se  déterminera  en  cherchant  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  R  et  c.  De  même,  dans  le  plan  de  la  section  MB,  construisons  une  ellipse 
MB'  qui  lui  soit  osculatrice,  et  qui  ait  pour  ses  demi-axes  OM  =  c  et  OB'  =  b;  ce 
dernier  se  déterminera  encore  par  la  relation 


b 


^.  =R',     d'où     b=)jWc. 

Cela  posé,  les  deux  ellipses  MA'  et  MB'  déterminent  complètement  un  ellipsoïde  2 
qui  aura  pour  ses  trois  demi-axes  OM,  OA',  OB',  attendu  que  le  plan  de  la  courbe 
MB  est  perpendiculaire  sur  celui  de  MA;  et  je  dis  que  cet  ellipsoïde  sera  osculateur 
de  la  surface  S,  ce  qui  se  réduit  à  prouver  (n''  684)  que  tout  plan  normal  MOD 
coupe  S  et  2  suivant  deux  courbes  MD  et  MD'  qui  ont  le  même  rayon  de  courbure. 
Or,  en  appelant  p  et  p'  les  rayons  de  ces  deux  sections,  ils  seront  donnés  (n^'  690 
et  685)  par  les  formules 

^-  =  jj-  cos^ y  -h  iJ,  sin»  9,      y  =  -},  cos» ?  +  ^,  sin^  9, 

lesquelles  prouvent  que  p  =  p',  d'après  les  valeurs  précédentes  de  a  etb, 

697.  On  doit  observer  que  l'ellipsoïde  2,  osculateur  de  S  pour  le  point  M,  n'est 
pas  unique,  puisque  la  longueur  de  l'axée  a  été  choisie  arbitrairement;  ainsi,  en 


môme  tangente  BiV,  le  rayon  de  courbure  p^  de  la  section  oblique  aurait  avec  le  rayon  p  de  MD  la  relation 

suivante  : 

p,  =  pcosô, 

laquelle  exprime  que  p,  est  la  projection  de  p  sur  le  plan  de  la  section  oblique;  ou  bien,  que  la  sphère 
décrite  avec  le  rayon  p  sera  coupée,  par  le  plan  delà  section  oblique,  suivant  un  petit  cercle  qui  sera  préci- 
sément le  cercle  osculateur  de  cette  section.  C'est  le  théorème  dû  à  Meunier,  pour  la  démonstration  duquel 
nous  renverrons  à  notre  Analyse  appliquée^  chap.  XVH;  en  faisant  seulement  observer  ici  que,  d'après 
la  formule  précédente,  les  sections  obliques  faites  dans  une  surface  quelconque  seront  toujours  convercs 
ou  concapes  en  même  temps,  que  la  section  normale  qui  passera  par  la  même  tangente. 
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prenant  c=a  =  R,  ou  c  =  6  =  R',  on  le  rendrait  de  révolution,  mais  non  pas 
autour  de  la  normale  MZ.  D'ailleurs,  nous  aurions  pu  employer  deux  hyperboles, 
ou  deux  paraboles,  pour  courbes  osculatriees  des  sections  principales  MA  et  MB  ;  et 
la  surface  osculatrice  de  S  serait  devenue  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  ou  un 
paraboloîde  elliptique,  qui  sont  tous  les  deux  des  surfaces  convexes. 

698.  [Fig.  i36.)  Soit  maintenant  une  surface  S  non  convexe,  dont  les  sections 
principales  MA  et  MB  ont  des  rayons  de  courbure  de  sens  opposés,  MG  =  R^ 
MH  =  R'.  Construisons,  comme  ci-dessus,  une  ellipse  MA'  qui  soit  osculatrice  de 
MA  au  point  M,  et  dont  les  demi-axes  soient  MO  =  <?,  longueur  arbitraire  prise  sur 
la  normale,  et  OA'=a,  ligne  déterminée  par  la  relation. a  =  \/Rc;  mais,  pour 
courbe  osculatrice  de  la  section  MB,  nous  ne  pouvons  plus  adopter  une  ellipse,  car 
il  n'existe  pas  de  surface  du  second  degré  qui  admette  deux  sections  de  ce  genre, 
situées  Tune  au-dessous  et  l'autre  au-dessus  du  plan  tangent.  Nous  construirons 
donc  une  hyperbole  B'ML',  qui  ait  pour  demi-axe  réel  la  ligne  MO  =  c,  et  pour 
demi-axe  imaginaire  une  droite  0B"  =  6,  perpendiculaire  au  plan  de  l'ellipse,  et 
telle,  que  le  rayon  de  courbure  de  cette  hyperbole  (n°  200)  vérifie  la  relation 

^  =  R%     d'où    b  =  v'R'c. 

Alors,  Tellipse  MA'  el  l'hyperbole  MB'  détermineront  complètement  un  hyperbo- 
loïde à  une  nappe  2,  lequel  sera  bien  osculateur  de  S  au  point  M  (n"  681);  car 
tout  plan  normal  qui  fera  un  angle  (f  avec  MA,  coupera  S  et  2  suivant  deux  courbes 
dont  les  rayons  de  courbure  p  et  poseraient  donnés  (n^^  693 et 686)  par  les 
formules 

p  =  R  cos>9  -  g7Sin»9,      ^r  =  ^cos^y  -  j-,sin>9, 

lesquelles  prouvent  que  p  =  p\  d'après  les  valeurs  précédentes  de  a  et  b.  Nous 
aurions  eu  encore  un  hyperboloïde  osculateur  de  S,  mais  tourné  en  sens  contraire, 
si  nous  avions  mis  l'ellipse  k  la  place  de  l'hyperbole,  et  réciproquement;  d'ailleurs, 
on  ne  doit  pas  oublier  que  l'axe  c,  dirigé  suivant  la  normale  MG  ou  MH,  peut  rece- 
voir une  longueur  arbitraire.  Enfin,  si  Ton  avait  adopté  deux  paraboles  pour  courbes 
osculatriees  des  sections  MA  et  MB,  on  aurait  obtenu,  pour  surface  osculatrice  de  S, 
un  paraboloîde  hyperbolique. 

699.  UGîiES  DE  COVmVM.  sur  une  sur/ace  quelconque.  {Fig.  i35.)  MoNOEa 
nommé  ainsi  la  suite  des  points  pour  lesquels  les  normales  de  la  surface  S  vont  se 
rencontrer  consécutivement,  et  nous  allons  démontrer  qu'à  partir  de  chaque  point  M 
donné  sur  S,  il  n'existe  en  général  que  deux  lignes  de  courbure  Mali,  MSV,  les- 
quelles se  coupent  à  angle  droit,  et  sont  tangentes  aux  sections  principales  MA,  MB 
(n®  690),  dont  elles  diffèrent  néanmoins,  puisque  ordinairement  elles  ne  sont  point 
planes,  comme  ces  dernières.  Commençons  par  étudier  ces  lignes  de  courbure  au 
sommet  d'une  surface  du  second  degré. 
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700.  [Fig.  i3i.)  Soient  CA  et  CB  les  deux  sections  principales  qui  se  coupent 
au  sommet  C  d'un  ellipsoïde,  pour  lequel  la  normale  de  la  surface  est  CD;  en  menant 
un  plan  parallèle  au  plan  tangent  XCY,  et  à  une  distance  Cw  infiniment  petite,  il 
donnera  une  section  elliptique  aêg,  dont  les  sommets  a  et  ê  seront  placés  sur  CA 
et  CB;  et  si  Ton  prend  sur  cette  courbe  un  point  quelconque  N  différent  de  a  et  ê, 
je  dis  que  la  normale  NK  de  l'ellipsoïde  ne  rencontrera  pas  la  normale  CD  relative 
au  sommet  C.  En  effet,  cette  dernière  est  projetée  au  centre  w  de  la  petite  ellipse, 
tandis  que  NK,  qui  doit  être  perpendiculaire  à  la  tangente  NT,  se  projettera  sur  le 
plan  de  cette  même  ellipse,  suivant  une  droite  NK',  encore  perpendiculaire  à  NT  : 
or  on  sait  qu'une  normale  NK'  de  l'ellipse  «Se  ne  va  point  passer  par  le  centre  w; 
donc  la  normale  NK  de  la  surface  ne  rencontrera  jamais  Ccj,  quelque  près  de  C  que 
soit  pris  le  point  N;  à  moins  qu'on  ne  le  choisisse  en  a  ou  S,  sur  une  des  deux  sec- 
tions principales  CA  ou  CB,  parce  qu'alors  la  normale  de  l'ellipsoïde  serait  projetée 
suivant  l'un  des  axes  ao  ou  êw,  lesquels  vont  passer  par  le  centre  &>. 

Il  résulte  de  là  que,  pour  le  sommet  C  d'un  ellipsoïde^  il  n'y  a  que  deux  lignes 
de  courbure  qui  sont  dirigées  d'abord  suivant  les  éléments  Ca  et  C6  des  deux  sec- 
tions principales.  D'ailleurs,  pour  ce  point  particulier,  il  arrivera  que  les  deux 
lignes  de  courbure  coïncideront  totalement  avec  les  sections  CAF  et  CBF;  parce  que 
les  normales  de  l'ellipsoïde,  menées  par  tous  les  points  de  la  courbe  CA,  sont  situées 
dans  le  plan  de  cette  courbe,  attendu  que  les  tangentes  des  sections  horizontales, 
pour  les  sommets  a.  A,...,  se  trouvent  toutes  perpendiculaires  au  plan  de  l'ellipse 
CAF.  Les  mêmes  motifs  s'appliquent  à  l'autre  section  principale  CBF. 

701.  Dans  l'hyperboloïde  à  une  nappe  de  layî^.  i32,  on  verra  aisément  qu'une 
section  parallèle  au  plan  tangent  XCY,  et  placée  aundessous  à  une  distance  infiniment 
petite,  fournirait  une  hyperbole  dont  les  deux  sommets  réels  a  et  s  seraient  sur  ACE; 
tandis  que  si  cette  section  était  au-dessus  de  XCY,  ce  serait  une  hyperbole  renversée 
dont  les  sommets  réels  ê  et  X  se  trouveraient  sur  BCL.  Or,  comme  la  normale  de  la 
surface  se  projetterait  encore  sur  la  normale  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  hyperboles, 
et  que  cette  dernière  droite  ne  va  passer  par  le  centre  qu'autant  que  le  point  de 
contact  coïncide  avec  l'un  des  sommets,  on  en  conclura,  comme  ci-dessus,  que  la 
normale  OCH  de  l'hyperboloïde  en  C  ne  peut  être  rencontrée  par  une  normale  infi- 
niment voisine  que  quand  cette  dernière  part  d'un  point  de  la  section  principale 
CA  ou  CB.  Il  est  donc  démontré  qu'au  sommet  C  de  l'hyperboloïde,  il  n'y  a  encore 
que  deux  lignes  de  courbure,  lesquelles  coïncident  entièrement  avec  ACE  et  BCL, 
par  les  mêmes  raisons  que  dans  l'ellipsoïde. 

702.  [Fig.  i35.)  Revenons  maintenant  à  une  surface  générale  S  que  nous  su))- 
poserons  d'abord  convexe,  autour  du  point  quelconque  M  que  l'on  considère.  Il 
existe  toujours  (n^  696)  un  ellipsoïde  2  qui  est  osculateur  de  S  en  M;  et  si  l'on 
coupe  ces  deux  surfaces  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent,  et  infiniment  voisin, 
non-seulement  tous  les  points  de  la  section  cicNë  ainsi  obtenus  seront  communs  k  S 
et  à  2,  mais  encore  les  normales  de  ces  deux  surfaces,  pour  chacun  des  points  a, 
N,  S,...,  seront  les  mêmes.  En  effet,  on  a  vu  que  deux  sections  MD,  MD',  contenues 

36. 
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dans  UQ  même  plan  normal  quelconque,  étaient  osculatrices  ;  c'est-à-dire  qu'elles 
avaient  deux  tangentes  consécutives  communes,  l'une  en  M,  l'autre  en  N  :  donc 
cette  dernière  tangente  N6,  jointe  avec  la  tangente  NT  de  la  courbe  aNê,  détermi- 
nera un  plan  qui  touchera  en  même  temps  S  et  2  au  point  N,  et,  par  suite,  la  perpen- 
diculaire à  ce  plan  sera  une  normale  commune  aux  surfaces  S  et  2.  Cela  posé,  il  a 
été  prouvé  (n**  700)  que  sur  l'ellipsoïde  2,  la  normale  MO  du  sommet  ne  peut  être 
rencontrée  par  une  normale  infiniment  voisine  qu'autant  que  celle-ci  part  du  point 
a  situé  sur  MA%  ou  du  point  ê  situé  sur  MB  :  donc  aussi,  sur  la  surface  S,  il  n'y  a  que 
les  deux  normales aG  et  êH  qui  aillent  couper  la  normale  MO;  et,  par  conséquent, 
il  n'existe,  à  partir  du  point  M,  que  deux  lignes  de  courbure  àowi  les  premiers  élé- 
ments Ma  et  M  S  sont  communs  aux  sections  principales  MA  et  MB. 

Maintenant  si,  à  partir  de  a,  on  voulait  trouver  un  point  infiniment  voisin  of 
dont  la  normale  allât  couper  la  précédente  «6,  il  faudrait  choisir  ce  nouveau  point 
sur  une  des  deux  sections  principales  relatives  à  a;  or,  en  général,  aucune  de  ces 
deux  dernières  ne  serait  dans  le  plan  de  MA;  par  conséquent,  la  première  ligne  de 
courbure  M  aa'M  sera  gauche  ordinairement,  et  elle  se  trouvera  seulement  tangente 
à  la  section  principcde  M  a  A.  Une  conséquence  analogue  a  lieu  pour  la  seconde  ligne 
de  courbure  M ëV,  qui  touchera  la  section  principale  MSB,  mais  différera  ordinai- 
rement de  celle-ci  dans  le  reste  de  son  cours;  et,  d'ailleurs,  ces  deux  lignes  de 
courbure  MU  et  V  se  couperont  à  angle  droit  en  M,  comme  les  deux  sections  princi- 
pales auxquelles  elles  sont  tangentes. 

705.  {Fig.  i35.)  En  outre,  les  portions  MG  etMH  de  la  normale  primitive  MO, 
déterminées  par  sa  rencontre  avec  les  deux  normales  voisines,  et  que  Monge  a  nom- 
mées les  rayons  de  courbure  de  la  surface  au  point  M,  ne  sont  autre  chose  que  les 
deux  rayons  principaux  définis  au  n^  690.  En  efTet,  les  droites  MG  et  a  G  étant  nor- 
males a  la  surface  S,  le  sont  nécessairement  à  la  courbe  MA  ;  et  comme  elles  sont 
d'ailleurs  dans  son  plan,  leur  Rencontre  G  est  bien  le  centre  du  cercle  osculateur 
(n^  6oO)  de  la  section  MA  :  de  même,  H  est  le  centre  de  courbure  de  la  section  MB; 
mais  la  dénomination  adoptée  par  Monge  tient  à  une  propriété  qu'il  importe  de 
faire  ressortir. 

Si  du  point  G  comme  centre,  avec  une  des  normales  GM,  Ga,  qui  sont  égales 
(n°  6S0),  on  décrit  une  sphère,  elle  toucherais  surface  S  en  deux  points  consécur- 
Ij^f  Meta,  puisque  deux  de  ses  rayons  sont  normaux  à  S;  et  il  en  arrivera  autant 
pour  la  sphère  décrite  du  point  H,  avec  le  rayon  HM  =  HS.  Tandis  que  si,  avec  le 
rayon  de  courbure  MI  =  NI  d'une  autre  section  normale  MND,  on  décrivait  une 
sphère,  elle  toucherait  la  surface  S  seulement  en  M,  et  non  en  N;  car  le  rayon  NI 
ne  serait  pas  normal  à  la  surface  S,  puisque  nous  venons  de  prouver  que  la  véritable 
normale  NR  ne  peut  aller  couper  MO.  Ainsi,  les  portions  MG  et  MH  de  la  normale 
en  M  sont  les  rayons  de  deux  sphères  qui  seules  peuvent  avoir  deux  plans  tangents 
consécutifs  communs açecS^  et  dont  la  courbure  exprime  le  maximum  et  le  minimum 
de  courbure  que  présentent  les  diverses  sections  normales  autour  du  point  M.  Tou* 
tefois,  il  ne  faut  pas  dire  que  ces  deux  sphères  sont  05C£i/a^'cef  de  S;  parce  que  le 
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double  contact  qu'elles  ont  chacune  avec  cette  surface  n'a  Heu  que  dans  une  direc- 
tion, et  non  tout  autour  du  point  M»  comme  l'exigerait  le  véritable  caractère  de  Tos- 
culation  générale  (n®  684). 

704.  Il  faut  aussi  se  garder  de  croire  que  MG  soit  le  rayon  de  courbure  de  la 
ligne  de  courbure  Mali,  c'est-à-dire  le  rayon  du  cercle  qui  aurait  avec  cette  ligne 
deux  éléments  communs.  En  effet,  il  est  bien  vrai  que  les  deux  droites  MG  et  aG, 
étant  normales  à  la  surface,  sont  aussi  telles  par  rapport  à  la  courbe  Mal]  :  mais 
pour  que  leur  rencontre  G  donnât  le  centre  de  courbure  de  MaU,  il  faudrait  que 
ces  normales  fussent  situées  toutes  deux  dans  le  plan  osculateur  de  cette  courbe 
(n"^  650)  ;  ce  qui  n'arrivera  que  dans  le  cas  particulier  où  MU  coïncidera  avec  MA, 
ou  du  moins  lorsque  MU  et  MA  auront  un  contact  du  second  ordre. 

705.  {Fig.  i36.)  Pour  une  surface  non  convexe,  on  démontrera  d'une  manière 
toute  semblable  l'existence  et  les  propriétés  des  deux  lignes  de  courbure  relatives  à 
un  point  quelconque  M,  en  construisant  (n^  698)  l'hyperboloïde  osculateur  de 
cette  surface  en  M,  en  y  appliquant  ce  que  nous  avons  prouvé  pour  la  rencontre  des 
normales  au  sommet  d'un  hyperboloïde  (n°  701).  Seulement  ici,  les  deux  centres 
de  courbure  G  et  H  seront  placés  l'un  au-dessous,  l'autre  au-dessus  du  plan  tangent; 
mais  toutes  les  relations  précédentes  seront  également  vraies. 

706.  Lorsque  le  point  M,  considéré  sur  une  surface  quelconque,  sera  un  ombilic 
(n^  692),  le  nombre  des  lignes  de  courbure  deviendra  indéfini,  comme  celui  des 
sections  principales  auxquelles  elles  doivent  être  tangentes  ;  mais  cette  circonstance 
particulière  ne  se  présentera  jamais  dans  les  surfaces  non  convexes,  puisque,  quand 
même  les  rayons  principaux  seraient  égaux  en  grandeur  absolue,  ils  ne  seraient 
pas  identiques  quant  à  la  position. 

707.  Après  avoir  ainsi  démontré  généralement  l'existence  de  deux  lignes  de 
courbure  pour  chaque  point  d'une  surface  quelconque,  il  est  bon  de  citer  divers 
exemples  où  la  détermination  de  ces  lignes  s'effectua  immédiatement. 

{Fig.  i39  et  i4o*)  Dans  une  surface  de  révolution  décrite  par  un  méridien  quel- 
conque AME,  ce  méridien  estlui-méme  une  première  ligne  de  courbure  pour  cha- 
cun de  ses  points,  tel  que  M;  car  les  normales  de  la  surface  MG,  aG,  a' G',...,  se 
trouvant  contenues  toutes  dans  le  plan  méridien  (n^lSO),  iront  se  couper  consé- 
cutivement sur  la  développée GG' G"...  delà  courbe  MA.  La  seconde  ligne  de  cour- 
bure passant  par  le  point  M>  est  évidemment  le  parallèle  MëV,  puisque  toutes  les 
normales  de  la  surface  qui  partent  des  points  M,  6,  V,...^  vont  aboutir  (n°  130)  au 
même  point  H  de  l'axe.  Ajoutons  qu'ici  les  deux  rayons  de  courbure  de  la  surface 
sont  :  i"^  le  rayon  de  courbure  GM  du  méridien;  2^  la  portion  MH  de  la  normale 
comprise  entre  le  point  considéré  M  et  l'axe  de  révolution. 

708.  Quant  aux  deux  sections  principales  de  la  surface  (n^  690),  relatives  au 
point  quelconque  M,  la  première  est  encore  le  méridien  MA;  car  le  plan  de  cette 
section  doit  contenir  le  normale  MG  de  la  surface,  et  l'élément  Mot  de  la  ligne  de 
courbure  qui  lui  est  tangente  (n**  702);  et  cette  coïncidence  entière  entre  la  sec- 
tion principale  et  la  ligne  de  courbure  se  reproduira  évidemment  toutes  les  fois  que 
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cette  devmhve  sera  plane  et  que  son  plan  renfermera  la  normale  delà  surface,  La 
seconde  section  principale  pour  le  point  M  ne  coïncide  plus  avec  l'autre  ligne  de 
courbure  MêV,  parce  que  celle-ci,  quoique  plane,  ne  renferme  pas  la  normale  MH; 
mais  on  obtiendra  aisément  cette  seconde  section  principale  M§B,  en  conduisant 
suivant  MHG  un  plan  sécant  perpendiculaire  au  plan  de  la  première  section  MA, 
et  la  courbe  MêB  aura  un  élément  MS  commun  avec  le  parallèle  MSV.  D'ailleurs, 
les  deux  rayons  de  courbure  des  sections  normales  MA  et  MB  seront  (n'^  703)  les 
rayons  de  courbure  MG  et  MH  de  la  surface. 

709.  Dans  un  cylindre  à  base  quelconque,  la  génératrice  rectiligne  qui  passe 
par  le  point  considéré  sera  évidemment  une  première  ligne  de  courbure  ;  car,  le 
plan  tangent  étant  commun  tout  le  long  de  cette  génératrice,  les  diverses  normales 
seront  parallèles  entre  elles,  et  contenues  dès  lors  dans  un  même  plan,  quoiqu'elles 
n'aillent  ici  se  rencontrer  qu'à  l'infini.  Cette  génératrice  sera  en  même  temps  une 
première  section  principale,  par  la  raison  générale  citée  au  numéro  précédent;  et 
la  courbure  de  la  surface  sera  nulle  dans  le  sens  de  la  génératrice,  puisque  le  rayon 
de  courbure  fourni  par  la  rencontre  de  deux  normales  voisines  se  trouvera  infini. 
Ensuite,  si  par  le  point  considéré  on  mène  un  plan  perpendiculaire  a  la  généra- 
trice, la  section  orthogonale  ainsi  produite  sera  la  seconde  ligne  de  courbure,  puis- 
que les  normales  du  cylindre  relatives  aux  divers  points  de  cette  courbure  se  trou- 
veront évidemment  dans  son  plan,  et  iront  se  couper  sur  la  développée  de  cette 
section  orthogonale  dont  le  rayon  de  courbure  devient  ainsi  le  rayon  minimum  de  la 
surface;  c'est-à-dire  ({WQ  la  courbure  maximum  du  cylindre  a  lieu  dans  le  sens  de 
la  section  orthogonale,  laquelle  est  aussi  évidemment  (n®  708)  la  seconde  section 
principale. 

710.  On  verra  de  même  que,  dans  un  cône  à  base  quelconque,  chaque  géné- 
ratrice rectiligne  est  à  la  fois  une  ligne  de  courbure  et  une  section  principale,  dans 
le  sens  de  laquelle  la  surface  offre  une  courbure  nulle;  puis,  comme  toutes  ces 
génératrices  doivent  être  coupées  à  angles  droits  parles  lignes  de  la  seconde  cour- 
bure, ces  dernières  seront  les  intersections  du  cône  avec  des  sphères  dont  le  centre 
commun  sera  placé  au  sommet.  Quant  à  la  seconde  section  principale,  relative  à 
un  point  donné  sur  une  génératrice,  on  l'obtiendra  en  menant,  par  la  normale  du 
cône  en  ce  point,  un  plan  sécant  perpendiculaire  à  la  génératrice. 

711.  S'il  s'agit  d'une  surface  développable  quelconque,  la  génératrice  rectiligne 
sera  encore  à  la  fois  une  ligne  de  courbure  et  une  section  principale  dont  le  rayon 
de  courbure  se  trouvera  infini,  attendu  que  le  plan  tangent  de  la  surface  est  com- 
mun tout  le  long  de  cette  génératrice.  La  seconde  section  principale  pour  un  point 
donné  M  s'obtiendra  en  menant,  par  la  normale  en  ce  point,  un  plan  sécant  perpen- 
diculaire à  la  génératrice  qui  y  passe  ;  et  la  seconde  ligne  de  courbure  qui  doit 
couper  à  angles  droits  toutes  les  génératrices  sera  une  développante  de  l'arête  de 
rebroussement  de  la  surface.  Ainsi,  dans  l'hélicoïde  développable  de  hifig-  96,  les 
génératrices  rectilignes  sont  les  lignes  de  première  courbure,  et  les  lignes  de  se- 
conde courbure  sont  les  sections  horizontales,  telles  que  ABCDLMPQ..M  car  cette 
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712.  (  Fig.  1 43.)  Lorsque  la  surface  proposée  S  sera  gauche,  la  génératrice  GMP 
ne  sera  plus  une  ligne  de  courbure,  puisque  les  normales  le  long  de  cette  droite, 
loin  de  se  rencontrer,  forment  un  paraboloïde  hyperbolique  (n"  595);  maisGMP 
se  trouvant  dans  le  plan  tangent  en  M  sera  précisément  la  section  d'un  des  deux 
ploTis  normaux  limites  (n"  694)  qui  séparent  les  sections  normales  placées  au-des- 
sous du  plan  tangent,  d'avec  celles  qui  sont  situées  au-dessus.  Or,  comme  le  plan 
tangent  en  M  coupera  la  surface  gauche  suivant  une  seconde  branche  Ma ,  si  on 
lui  mène  sa  tangente  MQ,  qui  sera  la  trace  du  second  plan  normal  limite,  et  que 
l'on  divise  par  moitiés  l'angle  PMQ  et  son  supplément  au  moyen  des  droites  MA 
et  MB,  ces  dernières  seront  les  traces  des  deux  sections  principales  sur  le  plan  tan- 
gent, et  ce  seront  aussi  les  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure  partant  de  M. 

715.  Des  résultats  semblables  auraient  lieu  pour  une  surface  S  qui,  sans  être 
gauche,  serait  non  convexe,  parce  que  le  plan  tangent  d'une  telle  surface  la  cou- 
perait nécessairement  suivant  deux  branches  passant  par  le  point  de  contact,  et 
dont  les  tangentes  indiqueraient  encore  la  position  des  plans  normaux  limites; 
d'où  l'on  conclurait,  comme  ci-dessus,  la  direction  des  sections  principales  et  des 
lignes  de  courbure  en  ce  point. 

714.  {Fig.  i4a.)  Apres  ces  divers  exemples,  rentrons  dans  la  théorie  générale, 
et  concevons  qu'à  partir  d'un  point  M,  pris  à  volonté  sur  une  surface  quelconque  S, 
on  cherche,  parmi  les  points  infiniment  voisins,  les  deux  seuls  M'  et  K  pour  les- 
quels les  normales  vont  couper  celles  de  M;  puis,  qu'à  partir  de  M',  on  fasse  la 
même  recherche  qui  fournira  les  points  M"  et  K',  et  que  l'on  continue  à  opérer 

semblablement  pour  les  points  M",.-r  K,  K' R,  R',.--;  on  obtiendra  ainsi  deux 

séries  de  lignes  de  courbure 

MM'U,  KK'U',  RR'U",..,,     et     MKV,  M'K'V,  M"K''V",..., 

lesquelles  partageront  la  surface  proposée  en  quadrilatères  curvilignes,  dont  les 
côtés  se  couperont  toujours  à  angles  droits  (n"  70iî),  et  indiqueront  les  directions 
des  deux  courbures  de  la  surface,  c'est-à-dire  les  directions  où  elle  présentera, 
autour  de  chaque  point,  une  courbure  maximum  ou  minimum  (n"  703). 

715.  Maintenant  si,  par  tous  les  points  d'une  des  lignes  de  la  première  cour- 
bure MU,  on  conçoit  les  diverses  normales  de  la  surface  S,  ces  droites,  qui  se  ren- 
contreront consécutivement,  formeront  une  surface  développable  dont  l'arête  de 
rebroussement  GG'G",  tangente  à  toutes  ces  normales,  sera  la  suite  des  centres  de 
la  première  courbure  de  S,  relatifs  à  la  ligne  MU.  Observons,  d'ailleurs,  que  cette 
arête  de  rebroussement  sera  une  développée  [  n"  657)  de  la  ligne  Ml),  et  que  cette 
dernière  se  trouvera  aussi  une  ligne  de  courbure  (n"  711)  pour  la  surface  déve- 
loppable formée  par  les  normales  en  question.  En  opérant  ainsi  pour  chaque  li{;ne 
KU',  RU",  TU", . . . ,  de  la  première  courbure,  on  obtiendra  une  série  de  surfaces 
développables,  chacune  normale  à  S,  et  dont  les  arêtes  de  rebroussement  GG'G". . . , 
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G,  G',  G\...y  formeront,  par  leur  ensemble,  une  surface  2  lieu  des  centres  de  la  pre^ 
mière  courbure  de  S,  et  à  laquelle  toutes  les  normales  de  cette  dernière  seront  tan- 
gentes. De  même,  il  existera  une  seconde  surface  2'  lieu  des  centres  de  la  seconde 
courbure  de  S,  et  qui  sera  formée  par  les  arêtes  de  rebroussement  telles  que  HH'H". . ., 
de  toutes  les  surfaces  développables  produites  par  les  normales  menées  le  long  de 
chaque  ligne  de  seconde  courbure,  MV,  M'Y',  M"V, ...;  et  cette  surface  2'  sera 
encore  touchée  par  les  mêmes  normales  que  2. 

716.  Ordinairement,  les  lieux  2  et  2'  de  tous  les  centres  de  courbure  ne  seront 
autre  chose  que  deux  nappes  distinctes  d'une  même  surface  courbe,  assujetties  k 
une  génération  commune,  et  représentées  par  une  équation  unique.  Mais,  quel- 
quefois aussi,  ce  seront  deux  surfaces  indépendantes;  comme  dans  les  surfaces  de 
révolution,  où  la  nappe  2'  des  centres  de  courbure  relatifs  aux  parallèles  se  réduit 
à  Taxe  de  révolution  lui-même  (n°  707),  et  où  la  nappe  2  des  centres  de  courbure 
relatifs  aux  divers  méridiens  est  une  nouvelle  surface  de  révolution  engendrée  par 
la  rotation  de  la  développée  plane  du  méridien  (n°  707)  autour  du  même  axe.  Au 
reste,  les  deux  nappes  des  centres  de  courbure  de  la  surface  S  sont,  par  rapport  à 
celle-ci,  ce  que  les  développées  sont  par  rapport  aux  lignes  courbes. 

717.  {Fig.  i4^*)  Il  fsLUt  bien  observer  que  les  surfaces  développables,  nor- 
males à  S  le  long  des  lignes  de  première  courbure  MU,  KU',  RU",...,  sont  tan- 
gentes k  la  seconde  nappe  des  centres  2',  tandis  que  la  première  nappe  2  est  tou  * 
chée  par  les  surfaces  développables  qui  passent  par  les  lignes  de  seconde  courbure 
MV,  M'V,  M"V",....  En  effet,  les  normales  parties  de  M,  M',  M",  se  coupent  sur 
la  première  nappe  2  en  G,  G",  aussi  bien  que  les  normales  parties  de  K,  K',  K", 
qui  se  coupent  en  G| ,  G'^;  mais  la  rencontre  des  normales  de  M  à  K,  de  M'  à  K\ 
de  M''  k  K'',  se  fait  en  H,  H4 ,  H, ,  sur  la  seconde  nappe  1'  :  donc  cette  nappe  est 
le  lieu  des  intersections  consécutives  de  toutes  les  surfaces  développables  de  la  pre- 
mière série,  ou  bien  elle  est  leur  enveloppe  (n®  19D),  et  conséquemment  elle 
se  trouve  tangente  a  chacune  d'elles.  On  verra  de  même  que  la  nappe  2  est  Yen- 
i^eloppe  de  toutes  les  surfaces  développables  relatives  aux  lignes  de  la  seconde 
courbure. 

718.  Ce  qui  précède  montre  que  deux  surfaces  développables  normales  k  S,  et 
qui  appartiennent  k  la  même  série,  ou  qui  passent  par  deux  lignes  de  courbure 
de  la  même  espèce,  comme  MU  et  KU',  se  coupent  suivant  une  courbe  HH,  H2  qui 
est  située  sur  la  nappe  des  centres  de  l'espèce  opposée.  Mais  si  l'on  compare  les 
surfaces  développables  de  séries  différentes,  on  verra  qu'elles  se  coupent  deux  à 
deux  suivant  une  normale  de  S,  comme  GMM'U  et  GMKV,  qui  ont  pour  intersec- 
tion la  droite  MG.  De  plus,  cette  intersection  se  fait  toujours  à  angle  droit,  puisque 
les  plans  M'MG  et  KMG,  qui  sont  évidemment  tangents  k  ces  deux  surfaces  déve- 
loppables, se  trouvent  perpendiculaires  l'un  sur  l'autre,  attendu  que  les  éléments 
MM'  et  MK  des  deux  lignes  de  courbure  sont  perpendiculaires  entre  eux  et  k  la 

normale  MG. 

719.  Or  le  plan  M'MG,  tangent  k  une  surface  développable  de  la  première 
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série,  doit  toucher  (n**  717)  la  seconde  nappe  des  centres  2';  et  de  même,  le 
plan  KMG  sera  tangent  k  la  première  nappe  2  :  donc,  puisque  ces  plans  sont  rec- 
tangulaires, toutes  les  fois  que  Ton  considérera  ces  deux  nappes  d'un  point  de 
vue  M  pris  à  volonté  sur  S,  les  contours  apparents  de  ces  deux  nappes  paraîtront 
toujours  se  couper  à  angles  droits, 

720.  Observons  encore  que  le  plan  M'MG  est  le  plan  osculateur  de  l'arête  de 
rebroussement  GG'G,..,  située  sur  la  nappe  2;  or,  puisque  ce  plan  est  perpendi- 
culaire sur  KMG,  qui  touche  cette  nappe  (n''  717),  il  s'ensuit  que  la  courbe 
GG'G''...  a  tous  ses  plans  osculateurs  normaux  à  la  nappe  2;  et,  par  suite  (n°  189), 
cette  courbe  est  la  ligne  minimum  entre  deux  de  ses  points  sur  la  surface  2.  La 
même  conséquence  a  lieu  pour  toutes  les  autres  arêtes  de  rebroussement  situées 
sur  cette  nappe,  comme  aussi  pour  toutes  celles  qui  composent  la  nappe  2'. 

721.  Si  les  deux  nappes  2  et  2'  se  coupent  quelque  part,  elles  se  couperont  à 
angles  droits,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire;  et  leur  intersection  $  s'appelle 
le  lieu  des  centres  de  courbure  sphérique,  parce  que  chaque  tangente  à  la  courbe  ^ 
sera  une  normale  de  S,  qui  ira  percer  cette  surface  en  un  point  X  pour  lequel 
les  deux  courbures  auront  évidemment  même  rayon  et  même  centre;  de  sorte 
qu'elles  seront  égales,  comme  cela  arrive  en  chaque  point  d'une  sphère.  Aussi, 
l'ensemble  de  toutes  les  tangentes  à  l'intersection  $  ira  percer  la  surface  S  suivant 
une  courbe  XX' V...  qui  se  nomme  la  Ugne  des  courbures  sphériques^  et  qui  coupe 
nécessairement  toutes  les  lignes  de  courbure  de  première  et  de  seconde  espèce. 

722.  c  II  est  bien  évident,  >  dit  Monge,  c  que  la  ligne  des  courbures  sphériques 
sur  la  surface  S  est  une  développante  de  la  ligne  des  centres  de  courbure  sphé- 
rique 4>.  Ainsi,  après  avoir  fixé  un  fil  en  un  des  points  de  cette  intersection  des 
deux  nappes  des  centres,  si,  en  le  tendant,  on  le  fait  mouvoir  de  manière  qu'il  s'en- 
veloppe sur  cette  intersection,  et  que  la  partie  rectiligne  du  fil  soit  toujours  tan- 
gente à  cette  courbe,  un  des  points  de  ce  fil  parcourra  la  ligne  des  courbures  sphé- 
riques. Mais  si,  en  tendant  le  fil,  on  ne  s'assujettit  à  aucune  condition,  et  l'on 
suppose  qu'il  n'exerce  aucun  frottement  sur  les  nappes  des  centres,  dans  quelque 
position  qu'on  le  considère,  il  sera  divisé  en  trois  parties  :  la  première  sera  enve- 
loppée sur  une  partie  de  l'intersection  des  deux  nappes;  la  seconde  sera  pliée  et 
tendue  sur  la  nappe  des  centres  dont  le  fil  se  sera  rapproché,  et  sera  appliquée  sur 
une  des  arêtes  de  rebroussement  (*  )  dont  cette  nappe  est  le  lieu,  et  ces  deux  parties 
de  courbe  se  toucheront  à  leur  point  commun;  la  troisième  partie  du  fil  en  ligne 
droite  sera  tangente  k  cette  arête  de  rebroussement,  et  normale  à  la  surface  S  ;  enfin, 
l'extrémité  du  fil  sera  sur  cette  surface  même.  Ainsi,  en  agitant  le  fil  constamment 
tendu,  on  pourra  transporter  le  même  point  du  fil  successivement  sur  tous  les 
points  de  la  surface.  On  voit  donc  qu'une  surface  quelconque  peut  être  engendrée  . 
par  les  deux  mouvements  continus  du  point  d'un  fil  tendu  qui  s'enveloppe  sur  les 

{*)  Parce  que  cette  arête  est  la  courbe  minimum  entre  deux  de  ses  points,  comme  nous  Tavons  démon- 
tré n»  7StO. 

Géométrie  Leroy»  ^7 
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nappes  des  centres,  de  même  qu'une  courbe  plane  peut  être  engendrée  par  le  point 
d*un  til  tendu  qui  s'enveloppe  sur  la  développée  de  la  courbe.  > 

723.  (  Voyons  actuellement,  i  continue  Mongey  <  quelques  exemples  de  l'utilité 
dopt  ces  généralités  peuvent  être  dans  certains  arts.  Le  premier  exemple  sera  pris 
dans  l'architecture. 

i  Les  voûtes  construites  en  pierre  de  taille  sont  composées  de  pièces  distinctes, 
auxquelles  on  donne  le  nom  générique  de  voussoirs.  Chaque  voussoir  a  plusieurs 
faces  qui  exigent  la  plus  grande  attention  dans  l'exécution  :  i^  la  face  qui  doit  faire 
parement,  et  qui,  devant  être  une  partie  de  la  surface  visible  de  la  voûte,  doit  être 
exécutée  avec  la  plus  grande  précision  :  cette  face  se  nomme  doueUe;  !à^  les  faces 
par  lesquelles  les  voussoirs  consécutifs  s'appliquent  les  uns  contre  les  autres  :  on 
les  nomme  généralement  yoinri.  Les  joints  exigent  aussi  la  plus  grande  exactitude 
dans  leur  exécution;  car  la  pression  se  transmettant  d'un  voussoir  à  l'autre  per- 
pendiculairement à  la  surface  du  joint,  il  est  nécessaire  que  les  deux  pierres  se  tou- 
chent par  le  plus  grand  nombre  possible  de  points,  afin  que  pour  chaque  point  de 
contact  la  pression  soit  la  moindre,  et  que  pour  tous  elle  approche  le  plus  de  l'éga- 
lité. Il  faut  donc  que  dans  chaque  voussoir  les  joints  approchent  le  plus  de  la  véri- 
table surface  dont  ils  doivent  faire  partie;  et  pour  que  cet  objet  soit  plus  facile  à 
remplir,  il  faut  que  la  surface  des  joints  soit  de  la  nature  la  plus  simple  et  de  l'exé- 
cution la  plus  susceptible  de  précision.  C'est  pour  cela  que  l'on  fait  ordinairement 
les  joints  plans;  mais  les  surfaces  de  toutes  les  voûtes  ne  comportent  pas  cette  dis- 
position, et  dans  quelques-unes  on  blesserait  trop  les  convenances  dont  nous  par- 
lerons dans  un  moment»  si  l'on  ne  donnait  pas  aux  joints  une  surface  courbe. 
Dans  ce  cas,  il  faut  choisir  parmi  toutes  les  surfaces  courbes  qui  pourraient 
d'ailleurs  satisfaire  aux  autres  conditions,  celles  dont  la  génération  est  la  plus 
simple,  et  dont  l'exécution  est  plus  susceptible  d'exactitude.  Or,  de  toutes  les  sur- 
faces courbes,  celles  qu'il  est  plus  facile  d'exécuter  sont  celles  qui  sont  engen- 
drées par  le  mouvement  d'une  ligne  droite,  et  surtout  les  surfaces  développables; 
ainsi,  lorsqu'il  est  nécessaire  que  les  joints  des  voussoirs  soient  des  surfaces  courbes» 
on  les  compose,  autant  qu'il  est  possible»  de  surfaces  développables. 

»  Une  des  principales  conditions  auxquelles  la  forme  des  joints  des  voussoirs 
doit  satisfaire,  c'est  d'être  partout  perpendiculaires  à  la  surface  de  la  voûte  que  ces 
voussoirs  composent.  Car»  si  les  deux  angles  qu'un  même  joint  fait  avec  la  surface 
de  la  voûte  étaient  sensiblement  inégaux,  celui  de  ces  angles  qui  excéderait  l'angle 
droit  serait  capable  d'une  plus  grande  résistance  que  l'autre;  et  dans  l'action  que 
deux  voussoirs  consécutifs  exercent  l'un  sur  l'autre,  l'angle  plus  petit  que  l'angle 
droit  serait  exposé  à  éclater»  ce  qui»  au  moins»  déformerait  la  voûte»  et  pourrait 
même  altérer  sa  solidité»  et  diminuer  la  durée  de  l'édifice.  Lors  donc  que  la  surface 
d'un  joint  doit  être  courbe»  il  convient  de  l'engendrer  par  une  droite  qui  soit  par- 
tout perpendiculaire  a  la  surface  de  la  voûte;  et  si  l'on  veut  de  plus  que  la  surface 
du  joint  soit  développable,  il  faut  que  toutes  les  normales  à  la  surface  de  la  voûte, 
qui  composent»  pour  ainsi  dire»  le  joint»  soient  consécutivement  deux  à  deux  dans 
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un  même  plan.  Or  nous  venons  de  voir  que  cette  condition  ne  peut  être  remplie,  à 
moins  que  toutes  les  normales  ne  passent  par  une  même  ligne  de  courbure  de  la  sur- 
face de  la  voûte;  donc,  si  les  surfaces  des  joints  des  voussoirs  d'une  voûte  doivent 
être  développables,  il  faut  nécessairement  que  ces  surfaces  rencontrent  celles  de  la 
voûte  dans  ses  lignes  de  courbure. 

i  D'ailleurs,  avec  quelque  précision  que  les  voussoirs  d'une  voûte  soient  exé- 
cutés, leur  division  est  toujours  apparente  sur  la  surface;  elle  y  trace  des  lignes 
très-sensibles,  et  ces  lignes  doivent  être  soumises  à  des  lois  générales,  et  satisfaire 
à  des  convenances  particulières,  selon  la  nature  de  la  surface  de  la  voûte.  Parmi  les 
lois  générales,  les  unes  sont  relatives  à  la  stabilité,  les  autres  à  la  durée  de  l'édifice  ; 
de  ce  nombre  est  la  règle  qui  prescrit  que  les  joints  d'un  même  voussoir  soient 
rectangulaires  entre  eux,  par  la  même  raison  qu'ils  doivent  être  eux-mêmes  per- 
pendiculaires à  la  surface  de  la  voûte.  Aussi  les  lignes  de  division  des  voussoirs 
doivent  être  telles,  que  celles  qui  divisent  la  voûte  en  assises  soient  toutes  per- 
pendiculaires à  celles  qui  divisent  une  même  assise  en  voussoirs.  Quant  aux  conve- 
nances particulières,  il  y  en  a  de  plusieurs  sortes,  et  notre  objet  n'est  pas  ici  d'en 
faire  l'énumération;  mais  il  y  en  a  une  principale,  c'est  que  les  lignes  de  divi- 
sion des  voussoirs  qui,  comme  nous  venons  de  le  voir,  sont  de  deux  espèces,  et 
qui  doivent  se  rencontrer  toutes  perpendiculairement,  doivent  aussi  porter  le  carac- 
tère de  la  surface  à  laquelle  elles  appartiennent.  Or  il  n'existe  pas  d'autre  ligne, 
sur  la  surface  courbe,  qui  puisse  remplir  en  même  temps  toutes  ces  conditions, 
que  les  deux  suites  de  lignes  de  courbure,  et  elles  les  remplissent  complètement. 
Ainsi,  la  division  d'une  voûte  en  voussoirs  doit  donc  toujours  être  faite  par  des 
lignes  de  courbure  de  la  surface  de  la  voûte,  et  les  joints  doivent  être  des  por- 
tions de  surfaces  développables  formées  par  les  normales  k  la  surface  qui,  con* 
sidérées  consécutivement,  sont  deux  à  deux  dans  un  même  plan  ;  afin  que  pour 
chaque  voussoir  les  surfaces  des  quatre  joints  et  celle  de  la  voûte  soient  toutes 
rectangulaires. 

i  Avant  la  découverte  des  considérations  géométriques  sur  lesquelles  tout  ce 
que  nous  venons  de  dire  est  fondé,  les  artistes  avaient  un  sentiment  confus  des 
lois  auxquelles  elles  conduisent,  et  ordinairement  ils  avaient  coutume  de  s'y  con- 
former. Ainsi,  par  exemple,  lorsque  la  surface  de  la  voûte  était  de  révolution,  soit 
qu'elle  fût  en  sphéroïde,  soit  qu'elle  fût  en  berceau  tournant,  ils  divisaient  ses 
voussoirs  par  des  méridiens  et  par  des  parallèles,  c'est-à-dire  par  les  lignes  de 
courbure  de  la  surface  de  la  voûte.  Les  joints  qui  correspondaient  aux  méridiens 
étaient  des  plans  menés  par  l'axe  de  révolution;  ceux  qui  correspondaient  aux 
parallèles  étaient  des  surfaces  coniques  de  révolution  autour  du  même  axe  :  et  ces 
deux  espèces  de  joints  étaient  rectangulaires  entre  eux,  et  perpendiculaires  a  la 
surface  de  la  voûte.  Mais,  lorsque  les  surfaces  des  voûtes  n'avaient  pas  une  géné- 
ration aussi  simple,  et  quand  leurs  lignes  de  courbure  ne  se  présentaient  pas  d'une 
manière  aussi  marquée,  comme  dans  les  voûtes  en  sphéroïdes  allongés,  et  dans 
un  grand  nombre  d'autres,  les  artistes  ne  pouvaient  plus  satisfaire  à  toutes  les 
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convenances,  et  ils  sacrifiaient,  dans  chaque  cas  particulier,  celles  qui  leur  présen- 
taient les  difficultés  les  plus  grandes. 

>  Il  serait  donc  convenable  que»  dans  chacune  des  écoles  de  Géométrie  des- 
criptive établies  dans  les  départements,  le  professeur  s*occupàt  de  la  détermina- 
tion et  de  la  construction  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  employées  ordi- 
nairement dans  les  arts,  afin  que,  dans  le  besoin,  les  artistes,  qui  ne  peuvent  pas 
consacrer  beaucoup  de  temps  à  de  semblables  recherches,  pussent  les  consulter 
avec  fruit  et  profiter  de  leurs  résultats. 

724.  i  Le  second  exemple  que  nous  rapporterons  sera  pris  dans  Tart  de  la 
gravure. 

i  Dans  la  gravure,  les  teintes  des  différentes  parties  de  la  surface  des  objets 
représentés,  sont  exprimées  par  des  hachures  que  Ton  fait  d'autant  plus  fortes  ou 
d'autant  plus  rapprochées,  que  la  teinte  doit  être  plus  obscure.  Lorsque  la  dis- 
tance à  laquelle  la  gravure  doit  être  vue  est  assez  grande  pour  que  les  traits  indi- 
viduels de  la  hachure  ne  soient  pas  aperçus,  le  genre  de  la  hachure  est  à  peu  près 
indifférent;  et,  quel  que  soit  le  contour  de  ces  traits,  l'artiste  peut  toujours  les 
forcer  et  les  multiplier,  de  manière  k  obtenir  la  teinte  qu^il  désire  et  à  produire 
TefTet  demandé.  Mais,  et  c'est  le  cas  le  plus  ordinaire,  quand  la  gravure  est  destinée 
à  être  vue  d'assez  près  pour  que  les  contours  des  traits  de  la  hachure  soient  aperçus, 
la  forme  de  ces  contours  n'est  plus  indifférente.  Pour  chaque  objet,  et  pour  chaque 
partie  de  la  surface  d'un  objet,  il  y  a  des  contours  de  hachure  plus  propres  que 
tous  les  autres  à  donner  une  idée  de  la  courbure  de  la  surface;  ces  contours  parti- 
culiers sont  toujours  au  nombre  de  deux,  et  quelquefois  les  graveurs  les  emploient 
tous  deux  à  la  fois,  lorsque,  pour  forcer  plus  facilement  leurs  teintes,  ils  Croisent 
les  hachures.  Ces  contours,  dont  les  artistes  n'ont  encore  qu'un  sentiment  confus, 
sont  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  qu'ils  veulent  exprimer. 
Comme  les  surfaces  de  la  plupart  des  objets  ne  sont  pas  susceptibles  de  définition 
rigoureuse,  leurs  lignes  de  courbure  ne  sont  pas  de  nature  k  être  déterminées,  ni 
par  le  calcul,  ni  par  des  constructions  graphiques.  Mais  si,  dans  leur  jeune  âge, 
les  artistes  avaient  été  exercés  à  rechercher  les  lignes  de  courbure  d'un  grand 
nombre  de  surfaces  différentes,  et  susceptibles  de  définitions  exactes,  ils  seraient 
plus  sensibles  à  la  forme  de  ces  lignes  et  à  leur  position,  même  pour  les  objets  moins 
déterminés;  ils  les  saisiraient  avec  plus  de  précision,  et  leurs  ouvrages  auraient  plus 
d'expression. 

>  Nous  n'insisterons  pas  sur  cet  objet,  qui  ne  présente  peut-être  que  le  moindre 
des  avantages  que  les  arts  et  l'industrie  retireraient  de  l'établissement  d'une  école 
de  Géométrie  descriptive  dans  chacune  des  principales  villes  de  France,   i 

725.  DÉTERMINATION  GRAPHIQUE  des  lignes  de  courbure.  Nous  avons  déjà 
cité  (n^*  707,  708,...,)  plusieurs  genres  de  surfaces  pour  lesquels  il  est  aisé  d'a- 
percevoir immédiatement  la  forme  de  ces  lignes;  mais,  si  l'on  voulait  trouver  leurs 
directions  pour  un  point  M  donné  sur  une  surface  quelconque  S,  voici  la  marche 
qu'il  faudrait  suivre,  en  supposant  d'abord  cette  surface  convexe.  Imaginons,  sans 
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le  construire,  Tellipsoide  osculateur  de  S  au  point  M,  lequel  a  déjà  été  représenté 
dans  lay?^.  i35;  puis,  rappelons-nous  (n^  696)  que  tout  plan  normal  coupe  ces 
deux  surfaces  suivant  des  courbes  MD,  MD',  qui  ont  le  même  rayon  de  courbure  p 
en  M,  et  qu'en  outre  ce  rayon  est  lié  avec  les  demi-axes  MO  =  c,  OD'  =  rf  de 

l'ellipse  MD',  par  la  relation  p  =  — »  ou  dz=z\jcp.  Il  suit  de  là  que,  connais- 

sant  |0  etc  qui  a  une  longueuf  arbitraire,  on  peut  trouver  OD'=^par  une  moyenne 
proportionnelle  ;  d'ailleurs  cette  dernière  ligne  sera  toujours,  pour  chaque  plan 
normal,  un  demi-diamëtre  de  l'ellipse  Â'B'E'  dont  les  axes,  inconnus  ici  de  posi- 
tion et  de  grandeur,  suffiraient  évidemment  pour  retrouver  la  courbure  et  la  posi- 
tion des  sections  principales  MA  et  MB  de  la  surface  S  en  M  :  aussi,  par  cette 
raison  nous  appellerons  indicatrice  cette  ellipse  Â'B'Ë'  qui  est  la  section  faite  dans 
l'ellipsoïde  osculateur,  par  un  plan  mené  du  centre,  parallèlement  au  plan  tangent 
du  point  M. 

726.  [Fig.  i35  et  137.)  Pour  construire  cette  indicatrice  (*),  on  conduira  par 
la  normale  en  M  divers  plans  sécants  assez  rapprochés  les  uns  des  autres,  et  après 
avoir  construit  en  vraie  grandeur  les  sections  ainsi  produites  dans  S,  on  cherchera, 
par  la  méthode  du  n^  666,  leurs  rayons  de  courbure  p,  p\  p'\...f  relatifs  au 
point  M;  puis,  sur  un  plan  quelconque  et  à  partir  d'un  point  arbitraire  m,  on  tra- 
cera des  rayons  vecteurs  md^  md\  md*'f...f  formant  entre  eux  les  mêmes  angles  que 
comprenaient  les  plans  sécants,  et  ayant  des  longueurs  égales  aux  moyennes  pro- 
portionnelles suivantes, 

md=^^cp9     md'  =  ^cp'f     iiM?"=\/cp^,..., 

où  c  désigne  une  longueur  arbitraire,  mais  constante.  Alors,  la  courbe  qui  passera 
par  tous  les  points  d^  d\  d^'',...,  sera  Y  indicatrice  dont  nous  avons  parlé  plus  haut; 
et  si,  après  avoir  tracé  cette  ellipse,  on  décrit  avec  le  rayon  md"  un  arc  de  cercle 
qui  la  coupe  en  /,  la  droite  ma  menée  par  le  milieu  de  cet  arc  et  la  perpendicu- 
laire mb  seront  les  deux  demi-axes  de  l'indicatrice,  lesquels  sont  aussi  ceux  de  l'el- 
lipsoïde osculateur  qui  a  pour  troisième  axe,  suivant  la  normale,  la  ligne  ac.  De  là 
il  résulte  (n^  696  et  703)  que  les  rayons  de  courbure  de  la  surface  en  M  auront 
pour  grandeurs 

c  c 

et  la  position  des  sections  principales  sera  aussi  connue,  car  leurs  plans  devront 
passer  par  la  normale  en  M,  et  faire  avec  le  plan  de  la  section  md  des  angles  égaux 
a  dma  eicbnb;  ou  plutôt,  si  l'on  regarde  le  plan  de  h^g.  137  comme  parallèle  au 
plan  tangent  de  S  en  M  {Jîg.  i35),  les  droites  ma  et  miseront  les  traces  des  plans 
normaux  qui  contiennent  ces  sections  principales;  et  ce  seront  aussi  les  projections 


(*  )  CeU«)  marche  a  été  employée  d'abord  par  M.  Dupîn,  dans  ses  Développements  fie  Géométrie* 
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des  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure  partant  de  M,  de  sorte  que  le  premier 
élément  de  chacune  de  ces  lignes  sera  dirigé  suivant  ma  ou  mb. 

727.  [Fig.  i36  et  i38.  )  Lorsque  la  surface  proposée  S  sera  non  convexe  autour 
du  point  assigné  M»  on  imaginera,  sans  le  construire*  Thyperboloide  osculateur 
qui  a  déjà  été  représenté  dans  hifig*  i36,  et  Ton  se  rappellera  (n**  686)  que  les 
rayons  de  courbure  des  sections  normales  faites  par  le  sommet  M  de  cet  hyperbo- 
loïde»  sont  liés  avec  les  diamètres  de  la  section  parallèle  au  plan  tangent  et  passant 

par  le  centre  0,  par  la  relation  p  =  —  ^  puis,  comme  ces  sections  normales  ont  la 

même  courbure  que  celles  qui  sont  faites  par  les  mêmes  plans  dans  la  surface  S,  on 
en  déduira  le  procédé  graphique  suivant  : 

Par  la  normale  de  S  en  M,  on  conduira  divers  plans  sécants  assez  près  les  uns  des 
autres,  et,  après  avoir  construit  en  vraie  grandeur  ces  sections  et  leurs  rayons  de 
courbure  p,  p\  p'",...,  (u^  666) ,  relatifs  au  point  M,  on  cherchera  les  moyennes  pro- 
portionnelles suivantes, 

d=\/cp,     d'=^cp\     rf^'sr  v^cj7',..., 

où  c  désigne  une  ligne  arbitraire,  mais  constante  ;  puis  on  portera  ces  longueurs 
d,  d\  £/^,...,  suivant  les  droitesTTuf,  md\  md'\...^  tracées  sur  un  plan  quelconque, 
mais  formant  entre  elles  les  mêmes  angles  que  comprenaient  les  plans  normaux  dont 
on  s'est  servi;  et  V indicatrice  qui  passera  par  tous  les  points  d,  d\  £/",...,  ainsi 
déterminés,  sera  l'hyperbole  que  produirait,  dans  Thyperboloide  osculateur,  un 
plan  sécant  mené  par  le  centre  parallèlement  au  plan  tangent  du  point  M. 

728.  Les  constructions  précédentes  supposent  que  tous  les  rayons  p^  p\  jo"",..., 
étaient  positifs:  car,  si  Tun  des  plans  normaux  à  S  fournissait  une  section  située 
au-dessus  du  plan  tangent,  le  rayon  de  courbure  p^  de  cette  section  se  trouvant 
négatif  [ïi^  %^%^  note)^  la  moyenne  proportionnelle  V^j^a  serait  imaginaire;  ré- 
sultat qui  s'accorde  bien,  il  est  vrai,  avec  la  nature  des  diamètres  de  Thyperbole  d^ 
d\  6?'',...,  lesquels  ne  rencontrent  plus  cette  courbe  quand  ils  s'écartent  au  delà 
d'une  certaine  limite,  mais  qui  exige  une  modification  dans  les  opérations  grapbi* 
ques.  Lors  donc  qu'on  rencontrera  des  sections  normales  situées  au-dessus  du  plan 
tangent  de  S  en  M,  on  ne  tiendra  compte  que  de  la  grandeur  absolue  de  leurs 
rayons  de  courbure /9, ,  p,,  p,,...,  et  après  avoir  construit  les  moyennes  propor- 
tionnelles 

m(?=\/c|0,,     /»(?'  =  \/cpj,     ma"  =^^cp\9"'f 

on  aura  soin  de  distinguer  cette  classe  de  rayons  vecteurs,  pour  réunir  leurs  extré- 
mités par  une  hyperbole  particulière  âbâ'  qui  sera  une  nouvelle  branche  de  Vindi- 
catrice.  et  que  l'on  peut  regarder  comme  la  section  que  produirait,  dans  l'hyper- 
boloide  osculateur,  un  plan  parallèle  au  plan  tangent,  mais  mené  cui-dessus  du 
point  M,  et  à  une  distance  égale  a  c. 

729.  [Fig.  i3â.)  Cela  posé,  on  construira  le  premier  axe  ma  de  l'indicatrice, 
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en  le  menant  par  le  milieu  de  Tape  de  cercle  df  décrit  avec  un  des  diamètres  md, 
puis  le  second  axe /7z6  qui  est  perpendiculaire  au  premier,  et  Ton  en  conclura  les 
asymptotes  iwP  et  mQ  communes  a  ces  deux  hyperboles  conjuguées.  Alors»  les  deux 
rayons  de  courbure  de  la  surface  S  au  point  M  (n^  698)  auront  pour  grandeurs 

et  les  sections  principales  seront  données  par  deux  plans  normaux  qui  formeraient 
avec  le  plan  connu  relatif  k  md^  les  angles  dma  et  cbnb;  ou  plutôt,  si  Ton  regarde 
le  plan  de  hjig.  i38  comme  parallèle  au  plan  tangent  de  S  en  M,  les  droites  ma 
et  miseront  les  traces  des  plans  normaux  qui  contiennent  ces  sections  principales, 
et  ce  seront  aussi  les  projections  des  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure  qui 
partent  de  M. 

730.  Quant  aux  plans  normaux  limites  qui  séparent  les  sections  convexes  ou 
situées  au-dessous  du  plan  tangent,  d'avec  celles  qui  se  trouvent  au-dessus  et  que 
nous  appellerons  concat^e;,  nous  savons  (n^  694)  qu'ils  coupent  la  surface  S  sui- 
vant des  courbes  dont  les  rayons  de  courbure  sont  infinis  au  point  M;  donc  ces  plans 
auront  pour  traces  sur  le  plan  tangent  les  diamètres  infinis  de  l'indicatrice,  c'est- 
à-dire  les  deux  asymptotes  mP  et  mQ  qui  se  détermineront  au  moyen  du  rectangle 
construit  sur  les  deux  axes  ma  et  mb.  Il  résulte  de  Ik  que  ces  asymptotes  auront 
chacune  un  contact  du  second  ordre  au  moins,  avec  les  deux  sections  normales 
limites;  et,  en  effet,  il  est  aisé  de  voir  qu'elles  sont  précisément  les  intersections  du 
plan  tangent  en  M,  avec  Thyperboloîde  osculateur; 

731  •  D'ailleurs,  comme  ce  plan  tangent  doit  couper  la  surface  S  non  convexe 
suivant  une  courbe  à  deux  branches  passant  par  le  point  M,  il  arrivera  encore  que 
les  droites  mP  et  mQ  seront  tangentes  k  ces  deux  branches.  En  effet,  chacune  de 
ces  droites  se  trouve  dans  le  plan  tangent,  et  a  deux  éléments  communs  avec  S, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent;  donc  ces  deux  éléments  appartien- 
nent à  l'intersection  de  la  surfeice  par  son  plan  tangent»  courbe  dont  chaque  branche 
offrira  ainsi  un  contact  du  second  ordre  avecmP  ou  mQ.  En  outre,  ce  sont  ces 
deux  branches  qui  fourniront  les  limites  précises  des  quatre  régions  tour  à  tour  con- 
vexes et  concaves  (n^  694),  que  présente  la  surface  S  autour  du  point  M. 

732.  Les  considérations  précédentes  permettent  de  simplifier  la  méthode  du 
n^  727  pour  une  surface  S  non  convexe,  en  admettant  que  l'on  sait  construire  les 
tangentes  au  point  multiple  de  l'intersection  de  cette  surface  avec  son  plan  tangent; 
ou  en  se  bornant  k  les  mener  approximativement,  hypothèse  d'autant  plus  plau- 
sible que  la  direction  de  ces  droites  sera  ici  mieux  indiquée,  parce  que  chaque 
branche  de  l'intersection  offrira  un  arc  presque  rectiligne  (n^  731)  dans  les  envi- 
rons du  point  considéré  M.  Il  suffira,  en  effet,  de  construire  cette  intersection  sur 
un  plan  parallèle  au  plan  tangent  de  S  en  M,  de  lui  mener  des  tangentes  mP  et  mQ 
au  point  multiple,  lesquelles  seront  les  asymptotes  de  Vindiçatrice^  qui  n'aura  pas 
besoin  d'être  tracée  ;  puis,  de  diviser  en  deux  parties  égales  les  angles  aigus  et  obtus 
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que  forment  ces  asymptotes  :  alors  ces  droites  bissectrices  ma  et  mb  seront  les 
traces  des  plans  normaux /^n/ic^paz/o;»  et  aussi  les  tangentes  aux  deux  lignes  de  cour* 
bure  partant  de  M.  Ensuite»  il  restera  à  construire  les  sections  faites  dans  la  sur- 
face S  par  chacun  de  ces  plans  principaux,  et  à  trouver  (n^  666)  les  rayons  de 
courbure  de  ces  sections  qui  seront  ceux  de  la  surface  ell^même. 

Cette  marche  s*emploierait  avec  avantage  pour  un  point  quelconque  d'un  hyper- 
boloide  ou  paraboloïde  gauche,  puisque  la  section  du  plan  tangent  serait  ici  com- 
posée de  deux  droites  qui  tiendraient  lieu  des  tangentes  qu'il  fallait  mener  ci-dessus 
approximativement.  Pour  une  surface  gauche  quelconque  {^g.  i43)f  une  de  ces 
tangentes  serait  la  génératrice  rectiligne  GPM,  et  la  seconde  branche  Ma  de  Tin- 
tersection  s'obtiendrait  par  la  marche  générale  du  n^  S83. 

733.  Au  contraire,  si  l'on  voulait  construire  rigoureusement  les  tangentes  au 
point  multiple  de  Tintersection  d'une  surface  non  convexe  quelconque,  avec  son 
plan  tangent,  il  n'y  aurait  qu'à  déterminer,  comme  au  u^  727,  les  directions  et  les 
rayons  de  courbure  des  deux  sections  principales  pour  le  point  de  contact  assigné; 
puis,  en  déduire,  par  le  n^  73(>,  les  asymptotes  de  l'indicatrice,  lesquelles  seraient 
les  tangentes  cherchées. 

734.  Application  au  toUe.  {Fïg.^5.)  Ce  tore,  représenté  dans  l'épure  4^»  ^ 
été  coupé  par  son  plan  tangent  M'T'T  relatif  au  point  (M,  M'),  suivant  une  courbe 
à  deux  branches  MHRE...  etMhre...  que  nous  avons  construite  au  n^26H.  Pour 
trouver  les  tangentes  de  ces  branches  en  M,  nous  observerons  qu'ici,  où  la  surface 
est  de  révolution,  le  méridien  Â'M'B'  est  à  la  fois  une  première  ligne  de  courbure 
et  une  section  principale  (  n^  708)  dont  le  rayon  de  courbure  est  R  =  M'a>  ;  l'autre 
section  principale  serait  située  dans  le  plan  a)M'Ç,  perpendiculaire  au  méridien 
précédent,  et  elle  aurait  pour  rayon  de  courbure  R'  =  M'Ç,  c'estrà-dire  la  portion  de 
la  normale  comprise  entre  le  point  M' et  l'axe  O'Z'  de  révolution  (n**  708).  Pour  en 
déduire  Thyperboloide  osculateur  au  point  (M,  M'  ),  il  faut  (n^  698)  donner  à  l'axe 
réel  de  cette  surface,  dirigé  suivant  la  normale  (M'u»  MB),  une  longueur  arbi- 
traire c,  que  nous  choisirons  ici  égale  précisément  au  rayon  M'co,  parce  qu'il  en 
résultera  pour  le  second  axe  réel,  dirigé  suivant  (coa,  BC),  cette  valeur  très-simple 
a  =  Vc.R  =  M'gd;  c'est-k-dire  que  l'hyperboloîde  sera  de  révolution,  et  aura  pour 
cercle  de  gorge  le  méridien  donné  (Â'M'B'a,  AC).  Quanta  l'axe  imaginaire,  qui 
sera  perpendiculaire  k  ce  méridien  et  passera  par  son  centre  (c«>,  B),  sa  longueur, 
déterminée  par  b  =  y/c.^\  sera  la  droite  M' S,  moyenne  proportionnelle  entre  Wtù 
etM'Ç.  Maintenant  que  l'hyperboloîde  osculateur  est  complètement  déterminé,  nous 
sommes  dispensés  de  construire  par  points  l'indicatrice,  puisque  cette  courbe  n'est 
autre  chose  (n^  727)  que  la  section  faite  dans  l'hyperboloîde  par  le  plan  aa>£  paral- 
lèle au  plan  tangent  M'T'T  ;  ce  sera  donc  une  hyperbole  ayant  pour  axe  réel  a>a,  et 
pour  axe  imaginaire  une  droite  égale  k  M'S  et  élevée  par  le  centre  (<>>,  B)  perpendi- 
culairement au  plan  vertical.  Les  asymptotes  de  cette  indicatrice  seraient  alors 
faciles  k  construire;  mais  comme  il  faudrait  ensuite  les  projeter  sur  le  plan  tangent 
MTT,  cela  revient  évidemment  k  prendre  M'^=  a>a,  puis  k  élever  du  point  â'  une 
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perpendiculaire  au  plan  vertical,  qui  ait  pour  longueur  M'S;  et  Thypoténuse  du 
triangle  rectangle  ainsi  formé  sera  la  projection  de  Fasymptote  sur  le  plan  tangent, 
et  ce  sera  aussi  (n^  751)  la  tangente  même  de  la  section  que  forme  ce  plan  dans  le 
tore.  Enfin,  pour  obtenir  cette  tangente  sur  le  plan  horizontal,  il  faudra  projeter  le 
côté  W^  de  ce  triangle  suivant  M (^,  puis  élever  une  perpendiculaire  &X  =  M'6,  et  la 
droite  XM  sera  la  tangente  de  la  branche  Mhre.  La  tangente  X"M  de  l'autre  branche 
MHRË  s'obtiendrait  par  le  moyen  de  la  seconde  asymptote,  mais  cela  se  réduit  à 
prendre  âX"  =  &\;  ainsi,  quant  à  la  méthode /^ra/ii^u^,  on  voit  que  la  construction 
de  ces  deux  tangentes  n'exigera  qu'un  très-petit  nombre  d'opérations  fort  simples. 

735.  Revenons  à  une  surface  générale  S.  Après  avoir  déterminé,  par  les  méthodeiî 
précédentes,  les  tangentes  ou  les  premiers  éléments  des  deux  lignes  de  courbure 
relatives  à  un  point  quelconque  M  assigné  sur  cette  surface,  il  faudrait,  pour  obtenir 
le  cours  entier  de  ces  lignes,  répéter  des  opérations  semblables  sur  un  point  Mo 
très-voisin  de  M,  et  choisi  sur  Tune  des  deux  tangentes  déjà  trouvées;  puis,  agir  de 
même  pour  un  point  M,  voisin  de  M2»  et  placé  sur  l'une  des  deux  directions  que 
comportent  les  lignes  de  courbure  relatives  à  ce  dernier  point;  et  ainsi  de  proche  en 
proche.  Mais  la  complication  et  les  incertitudes  d'une  pareille  marche  font  assez  voir 
que  la  détermination  complète  des  lignes  de  courbure  est  un  problème  qui  est  géné- 
ralement insoluble  par  des  opérations  purement  graphiques;  c'est  donc  à  l'analyse 
qu'il  faudra  recourir  pour  se  procurer  des  données  certaines  sur  cette  matière, 
quand  la  surface  ne  tombera  pas  dans  un  des  genres  examinés  aux  n^  707...  711  ; 
et  nous  allons  exposer  les  beaux  résultats  auxquels  Jlfo/t^e  est  parvenu  dans  l'exemple 
d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  (*). 

736.  {Fig.  i440  ^^^^^^  ^'  /?,  clés  trois  demi-^axes  de  l'ellipsoïde  donné,  entre 
lesquels  nous  supposerons  les  relations  a  >  6>  c.  Adoptons,  pour  plan  horizontal 
de  projection,  un  plan  parallèle  aux  deux  axes  les  plus  grands,  et  choisissons  le  plan 
vertical  pan^lèle  à  l'axe  maximum  et  à  l'axe  minimum;  alors,  si  (0,  0')  est  le 
centre  de  la  surface,  et  que  l'on  décrive  sur  les  demi-axes  OA  =  a,  OB  =  6,  une 
ellipse  (ABDE,  A'D'),  ce  sera  le  contour  apparent  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan 
horizontal;  tandis  que  le  contour  apparent  relatif  au  plan  vertical  sera  l'ellipse 
(A'C'D'F',  AD)  décrite  avec  les  demi-axes  O'A'  =  a,  O'C  =  c.  La  troisième  ellipse 
principale,  qui  a  pour  demi-axes  b  et  c,  se  trouve  projetée  sur  BE  et  C'F';  et  nous 
l'avons  rabattue  ici  suivant  EC  Quant  aux  excentricités  de  ces  trois  ellipses,  00 
les  trouvera  graphiquement  par  les  relations  connues 


e  =  y/a»  ~  6%     ^  =  Va»  -  c%     tf'  =  yjb^  -  c»; 

ainsi  il  deviendra  facile  de  construire,  par  le  secours  de  quatrièmes  proportion- 
nelles, les  deux  distances 

^  lo}^h^        ae       r^fi        ,       In} — &*        he 


^> 


(*)  Fojez  le  chap.  XVI  de  noire  Anairse  appliquée  à  la  géométrie  des  trois  dimensions. 

Géométrie  Lenir»  ^^ 
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sur  lesquelles,  comme  demi-axes,  on  décrira  une  ellipse  cuixiliaire  asS,  puis  une 
hyperbole  auxiliaire  «Jy.  Ensuite,  on  portera  sur  les  axes  de  la  projection  verticale, 
deux  distances 

avec  lesquelles,  comme  demi-axes,  on  décrira  une  nouvelle  ellipse  auxiliaire  XXZ' 
qui  se  trouvera  toujours  en  dehors  de  Tellipsoide,  puisque  ses  deux  axes  sont  évi- 
demment plus  grands  que  a  et  c. 

737.  Cela  posé,  Tanalyse  apprend  que  les  lignes  de  courbure  de  la  première 
espèce  sont  projetées  horizontalement  suivant  des  hyperboles  TU,  LS,  KR,...,  et 
verticalement  suivant  des  ellipses  T'U',  L'S',  K'R',..,  qui  se  construisent  avec  les 
données  précédentes,  comme  il  suit.  Après  avoir  choisi  sur  OA  un  point  T  arbi- 
traire, mais  situé  entre  0  et  a,  on  trace  les  deux  coordonnées  Te  et  t9  de  l'ellipse 
auxiliaire  aS;  puis,  avec  Tabscisse  OT  comme  axe  réel,  et  avec  Tordonnée  OO  comme 
axe  imaginaire,  on  décrit  une  hyperbole  TU.  Ensuite,  on  projette  le  point  U  où 
cette  hyperbole  va  couper  le  contour  apparent  ABD»  en  U",  à  partir  duquel  on  trace 
les  deux  coordonnées  V'n  et  nÇ  de  Tellipse  auxiliaire  X'Z';  puis,  avec  Tabscisse 
O'U'  et  l'ordonnée  O'Ç  comme  demi-axes,  on  décrit  une  ellipse  ÇT'U'  qui  est  la  pro- 
jection verticale  de  la  ligne  de  courbure  déjà  projetée  horizontalement  suivant  TU. 
On  sent  bien  que  cette  ligne  de  courbure  est  gauche,  mdÀs  fermée^  et  qu'elle  offre 
des  parties  symétriques  au-dessus  et  au-dessous,  en  avant  et  en  arrière  des  plans 
principaux  de  Tellipsolde,  ce  qui  fait  que  ses  deux  projections  n'occupent  qu'une 
portion  limitée  d'hyperbole  ou  d'ellipse. 

738.  {Fig.  i440  Quant  aux  lignes  de  courbure  de  la  seconde  espèce,  elles 
se  projettent  horizontalement  et  verticalement  sur  des  ellipses  ((pMY,  (p'MT), 
(>7NI,  VNT),...,  qui  se  construisent  de  la  manière  suivante.  Après  avoir  pris  un 
point  arbitraire  Y  entre  et  et  A,  on  trace  les  deux  coordonnées  Y ^  et  &^  de  l'hyper- 
bole auxiliaire  ay;  puis,  sur  les  droites  OY  et  0^  comme  demi-axes,  on  décrit  une 
ellipse  ^Y(p.  Ensuite,  on  projette  le  sommet  f  ou  <{/  de  cette  courbe,  sur  l'ellipse  prin- 
cipale rabattue  suivant  EG'',  et  l'on  relève  le  point  <p''  en  f'  sur  le  plan  vertical  ;  alors, 
en  traçant  les  deux  coordonnées  f'fi  et  [iW  de  l'ellipse  auxiliaire  X'Z',  on  obtient 
les  deux  demi-axes  O'W  et  O'f'  de  l'ellipse  cherchée  ç' Y' W,  dont  une  partie  seu- 
lement reçoit  la  projection  verticale  de  la  ligne  de  courbure  qui  est  aussi  fermée  et 
gcuÀche. 

739.  Étudions  maintenant  les  variations  de  forme  que  subissent  les  lignes  de 
courbure  des  deux  espèces,  lorsque  les  points  T  et  Y  s'éloignent  ou  se  rapprochent 
de  a.  Quand  le  point  T  est  en  0,  et  le  point  Y  en  A,  la  projection  de  la  première 
ligne  de  courbure  se  réduit  évidemment  à  la  droite  BOE,  et  la  seconde  devient  Tel- 
lipse  ABD,  ce  qui  montre  que  les  deux  ellipses  principales  EC  et  ABDE  sont  elles- 
mêmes  des  lignes  de  courbure  ;  en  efTet,  les  normales  de  l'ellipsoide  menées  partons 
les  points  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  courbes  sont  situées  dans  leur  plan,  et  ne 
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peuvent  manquer  de  se  couper  consécutivement.  Lorsque  les  points  T  et  Y  se  rap- 
prochent de  a,  l'Iiyperbole  TU  et  l'ellipse  YMip  se  resserrent  de  plus  en  plus,  et 
quand  ces  points  sont  arrivés  en  a,  la  seconde  se  réduit  évidemment  à  la  portion  de 
droite  £(&>,  tandis  que  la  première  est  remplacée  par  les  portions  rectilignes  a  A  et 
a)D;  de  sorte  qu'ici  les  deux  lignes  de  courbure  viennent  à  coïncider,  et  leur 
ensemble  fournit  l'ellipse  principale  (AD»  A'G^D').  On  voit  donc  que  le  point  et.  et 
son  homologue  a»  déterminent»  sur  l'ellipsoïde»  quatre  points  singuliers  (a»  a')» 
^'«,  oC)^  (w,  û)'),  (ck),  &)''),  pour  lesquels  les  lignes  de  courbure  des  deux  espèces 
viennent  se  confondre»  comme  le  montre  aussi  la  projection  verticale  où  les  ellipses 
ÇT'U'  et  ç'V W  s'ouvrent  de  plus  en  plus,  l'une  dans  le  sens  horizontal»  l'autre 
dans  le  sens  vertical;  ou  plutôt»  dans  ces  quatre  points»  la  direction  des  lignes  de 
eourbure  devient  indéterminée»  comme  le  prouve  l'analyse,  et  la  courbure  de  la  sur- 
face est  uniforme  autour  de  chacun  d'eux  ;  de  sorte  que  ce  sont  quatre  ombilics^  tels 
que  nous  les  avons  définis  au  n^  692. 

740.  L'analyse  prouve  encore  que»  sur  le  plan  vertical»  toutes  les  ellipses  des 
deux  séries  se  trouvent  inscrites  dans  le  losange  X'Z'X'^'Z''»  qui  touche  l'ellipse  prin- 
cipale A'CDT'  précisément  aux  quatre  ombilics.  D'ailleurs  il  est  intéressant  de 
savoir  que  les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  sont  précisément  les  intersections 
de  cette  surface  avec  les  divers  hyperboloîdes  à  une  nappe  et  à  deux  nappes»  qui 
auraient  les  mêmes  foyers  que  cet  ellipsoïde.  C'est  ce  qui  résulte  du  beau  théorème 
dû  à  M.  Binet,  d'après  lequel  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  du  second  degré 
sont  les  intersections  de  cette  surface  avec  les  surfaces  du  second  degré  homofocales 
de  la  première»  mais  d'un  genre  différent;  et  ces  trois  séries  de  surfaces  se  coupent 
partout  à  angles  droits.  M.  Dupin  a  démontré  aussi  que»  quand  trois  séries  de  sur-* 
faces  quelconques  se  coupent  orthogonalement»  leurs  intersections  mutuelles  sont 
respectivement  leurs  lignes  de  courbure. 

741.  Pour  montrer  une  belle  application  de  la  théorie  des  lignes  de  courbure 
dans  les  surfaces  du  second  degré»  nous  allons  citer  ce  que  Mange  a  écrit  sur  ce  sujet: 

€  S'il  était  question  de  voûter  un  espace  circonscrit  en  projection  horizontale 
par  une  ellipse»  on  ne  pourrait  pas  donner  à  la  voûte  une  surface  plus  convenable 
que  celle  de  la  moitié  d'un  ellipsoïde  dont  une  des  ellipses  principales  coïnciderait 
avec  l'ellipse  de  la  naissance;  et  en  supposant  que  cette  voûte  dût  être  exécutée 
en  pierres  de  taille»  il  faudrait  que  la  division  en  voussoirs  fût  opérée  au  moyen  des 
lignes  de  courbure  dont  nous  avons  donné  la  construction»  et  que  les  joints  fussent 
les  surfaces  développables  normales  à  la  voûte.  Les  lignes  de  division  en  voussoirs 
traceraient  sur  la  surface  des  compartiments  rectangulaires  susceptibles  de  décora- 
tion ;  et  ces  compartiments  eux-mêmes  n'auraient  rien  de  fantastique»  puisqu'ils 
ne  seraient  qu'une  suite  nécessaire  de  la  première  donnée»  qui  est  une  ellipse;  mais 
la  destination  de  cet  emplacement  pourrait  influer  sur  le  choix  de  celui  des  trois 
axes  qu'il  faudrait  placer  verticalement. 

»  Il  n'y  aurait  aucune  raison  pour  faire  Taxe  vertical  égal  à  l'un  des  deux  axes 
horizontaux  ;  ainsi»  les  trois  axes  seraient  inégaux.  Dans  cette  hypothèse»  Taxe  ver- 
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tical  pourrait  être  plus  grand  que  les  deux  autres,  et  alors  la  Toûte  serait  surmontée; 
il  pourrait  être  plus  petit,  et  la  voûte  serait  surbaissée  ;  enfin,  il  pourrait  être  com- 
pris entre  les  deux  autres,  et  la  voûte  serait  moyenne.  La  voûte  surmontée  aurait  en 
général  plus  de  hardiesse  et  plus  de  dignité;  et  si  la  naissance  était  elle-même 
à  une  grande  hauteur,  quelle  que  fût  d'ailleurs  la  destination  de  remplacement, 
ce  serait  la  voûte  surmontée  qu'il  faudrait  employer,  parce  que  sa  grande  éléva- 
tion, faisant  paraître  ses  dimensions  verticales  plus  petites  qu'elles  ne  seraient  réel- 
lement, écraserait  trop  une  voûte  d'une  autre  espèce.  La  voûte  surbaissée,  en  dimi- 
nuant le  volume  d'air  compris  dans  l'emplacement',  serait  plus  favorable  k  la  voix 
d'un  orateur.  Si  l'emplacement  devait  être  éclairé  par  deux  lustres  suspendus  à 
la  voûte,  il  faudrait  que  cette  voûte  fût  surmontée  ou  surbaissée,  parce  que,  dans 
ces  deux  cas,  sa  surface  aurait  deux  ombilics,  placés  symétriquement  au-dessus  du 
grand  axe  de  l'ellipse  horizontale,  et  que  ces  ombilics,  rendus  très-apparents  par  les 
compartiments  qui  se  distribueraient  autour  d'eux,  seraient  les  points  naturels  de 
suspension  :  alors  on  pourrait  disposer  du  rapport  entre  les  axes,  pour  que  ces  points 
fussent  espacés  d'une  manière  convenable. 

>  Au  contraire,  si  l'emplacement  devait  avoir  quatre  grandes  ouvertures,  ou  si 
la  voûte  devait  être  portée  par  quatre  groupes  de  colonnes,  ou  enfin  si,  dans  la 
décoration  intérieure,  on  employait  quatre  supports  distribués  symétriquement,  il 
faudrait  choisir  la  voûte  moyenne  pour  laquelle  les  quatre  ombilics  sont  toujours 
dans  la  naissance,  et  placer  les  massifs  ou  les  supports  aux  quatre  extrémités  des 
axes,  parce  que  c'est  aux  environs  de  ces  quatre  points,  et  loin  des  ombilics,  que 
les  lignes  de  courbure,  rendues  apparentes  par  la  décoration  de  la  voûte,  et  qui 
d'ailleurs  rencontrent  toutes  verticalement  la  naissance,  s'écartent  plus  lentement 
de  la  ligne  de  plus  grande  pente  de  la  surface. 

742.  i  On  s'occupe  aujourd'hui  de  la  construction  de  salles  pour  les  deux 
conseils  de  la  législature  :  les  emplacements  dont  on  a  pu  disposer  jusqu'à  présent 
pour  de  semblables  salles,  ont  forcé  de  donner  à  l'amphithéâtre  moins  de  profon- 
deur en  face  de  l'orateur  que  sur  les  côtés;  mais  l'expérience  ayant  prouvé  que  la 
voix  se  porte  à  une  plus  grande  distance  en  face,  il  parait  que  c'est  une  disposition 
toute  contraire  qu'on  devrait  adopter.  De  toutes  les  formes  allongées  qu'on  pourrait 
donner  a  l'amphithéâtre,  il  n'y  en  a  aucune  dont  la  loi  soit  plus  simple  et  plus 
gracieuse  que  l'ellipse  :  il  faudrait  donc  que  la  salle  fût  elliptique,  et  qu'elle  fût 
couverte  par  une  voûte  en  ellipsoïde  surbaissée. 

»  Le  service  des  assemblées  législatives  exige  un  emplacement  pour  le  bureau, 
en  avant  duquel  est  la  tribune  de  l'orateur.  En  plaçant  le  bureau  k  un  des  som- 
mets de  l'ellipse,  on  pourrait  lui  consacrer  un  espace  suffisant  pour  la  commodité 
du  service,  et  l'orateur  se  trouverait  naturellement  placé  sous  un  des  ombilics  de 
la  voûte;  l'amphithéâtre  n'occuperait  que  la  partie  qui  serait  en  avant.  Une  galerie 
qui  ferait  le  tour  entier  de  la  salle,  et  qui  serait  assez  élevée  pour  être  très-distincte 
de  l'amphithéâtre,  fournirait  des  places  au  public.  La  salle,  qui  n'aurait  ni  tribune 
ni  aucune  espèce  d'irrégularité,  pourrait  être  décorée  par  des  colonnes,  k  chacune 
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desquelles  correspondrait  une  nervure  de  la  voûte,  pHée  suivant  la  ligne  de  cour- 
bure ascendante.  Toutes  ces  nervures,  verticales  à  leur  naissance,  se  courberaient 
autour  de  l'un  ou  de  l'autre  ombilic,  pour  redescendre  ensuite  à  plomb  sur  les 
colonnes  opposées,  et  elles  seraient  croisées  perpendiculairement  par  d'autres  ner- 
vures pliées  suivant  les  lignes  de  l'autre  courbure.  Les  intervalles  de  ces  nervures 
pourraient  être  à  jour,  soit  pour  éclairer  la  salle,  soit  pour  donner  des  issues  à  l'air, 
et  formeraient  un  vitrage  moins  fantastique  que  les  roses  de  nos  églises  gothiques. 
Enfin,  deux  lustres  suspendus  aux  ombilics  de  la  voûte,  et  à  la  suspension  desquels 
la  voûte  entière  semblerait  concourir,  serviraient  à  éclairer  la  salle  pendant  la  nuit. 

i  Nous  n'entrerons  pas  dans  de  plus  grands  détails  à  cet  égard  ;  il  nous  suffit 
d'avoir  indiqué  aux  artistes  un  objet  simple,  et  dont  la  décoration,  quoique  trës- 
riche,  pourrait  n'avoir  rien  d'arbitraire,  puisqu'elle  consisterait  principalement  à 
dévoiler  k  tous  les  yeux  une  ordonnance  trës-gracieuse,  qui  est  dans  la  nature 
même  de  cet  objet. 

745.  Pour  rendre  l'épure  i44  applicable  aux  idées  que  Monge  vient  d'exposer, 
il  faudrait  distribuer  les  lignes  de  courbure  ascendantes  de  manière  qu'elles  divi- 
sassent l'ellipse  de  naissance  ÂBDË  en  parties  égales  US,  SR,....  Alors,  le  point  U 
étant  donné,  on  le  projetterait  en  U',  d'où  l'on  conclurait  les  deux  demi-axes  U'tt 
et  îrÇ  de  l'ellipse  ÇTU';  et  celle-ci,  étant  tracée,  fournirait  le  point!',  qui,  projeté 
en  T,  déterminerait  le  sommet  et  les  axes  Ts,  ed,  de  l'hyperbole  demandée  TU. 
Quant  aux  lignes  de  la  seconde  courbure,  on  les  ferait  passer  par  des  points  qui 
diviseraient  la  demi-ellipse  ECB  en  un  nombre  impair  de  parties  égales  ;  et  chaque 
point  de  division  ç)'' étant  projeté  en  i|/,  et  relevé  en  (f\  ferait  connaître,  comme  au 
n®  738,  les  demi-axes  i^d  et  ^V,  y'/x  et  fxW,  des  ellipses  tj^Vf  et  ç' V W,  suivant 
lesquelles  se  projette  une  ligne  de  la  seconde  courbure.  Pour  les  autres  détails,  nous 
renverrons  au  n^  714  de  notre  Traité  de  Stéréotomie. 

744.  HYPERBOLOIDE  OSCULATEUR  le  long  d'une  génératrice  d'une  surface 
gauche  S.  [Fig.  il\i.)  Nous  avons  vu  (n^  578)  que  si,  dans  les  plans  tangents  rela- 
tifs à  trois  points  M,  M',  M'',  pris  sur  la  même  génératrice  G,  on  traçait  des  droites 
arbitraires  MQ,  M'Q',  M"Q",  et  qii'on  les  adoptât  pour  directrices  de  la  droite 
mobile  6,  on  obtiendrait  ainsi  un  hyperloide  à  une  nappe  qui  raccorderait  la  sur- 
face S  tout  le  long  de  la  droite  GMM'M'',  c' est-a-dire  qui  aurait,  en  chaque  point 
de  cette  ligne,  le  même  plan  tangent  que  S  ;  de  sorte  que  l'élément  superficiel 
MM'M'' /n''m'm,  indéfini  en  longueur,  serait  commun  aux  deux  surfaces.  Or  il  y  a 
une  infinité  d'hyperboloîdes  qui  jouissent  de  cette  propriété,  puisque  les  trois 
directrices  MQ,  M'Q',  M"Q"  peuvent  être  tracées  k  volonté  dans  les  plans  tangents. 
Mais,  si  l'on  choisit  la  droite  MQ  de  manière  qu'elle  soit  tangente  à  la  courbe  Ma, 
suivant  laquelle  la  surface  S  est  coupée  par  son  plan  tangent  en  M,  on  sait  (n^  73 1  ) 
que  cette  tangente  aura  deux  éléments  Mm  et  mn  communs  avec  Ma,  et,  par  suite, 
avec  S  :  il  en  arrivera  autant  pour  les  droites  M'Q',  M"Q",  si  on  les  choisit  tan- 
gentes aux  sections  M'a',  M" a",  que  tracent  dans  la  surface  les  plans  tangents  relatifs 
aux  points  M',  M''.  Par  conséquent»  en  adoptant  ces  trois  tangentes  particulières 
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pour  directrices  de  Thyperboloïde,  ce  dernier  aura  ainsi  deux  éléments  superfi- 
ciels MM"  m" m  et  mm"n"  n  communs  avec  S,  et  sera  dit  Thyperboloide  osculateur  de 
cette  surface,  le  long  de  la  droite  assignée  GMM'M"-  La  génération  de  cet  hyperbo- 
loïde  ne  renfermant  plus  que  des  données  entièrement  fixes,  il  sera  unique;  et  il 
offrira  avec  la  surface  S  un  contact  plus  intime  que  tous  les  autres.  D'ailleurs,  pour 
tout  point  de  la  droite  GM,  les  lignes  de  courbure  de  S  seront  tangentes  à  celles  de 
rhyperboloïde  osculateur;  et  ces  dernières  sont  aisées  à  déterminer  d'après  le» 
remarques  du  n**  752. 


LIVRE  IX. 

ADDITIONS. 


CHAPITRE   PREMIER. 

THÉORÈMES  DIVERS. 

Nous  réunissons  ici  diverses  propositions  relatives  à  des  théories  antérieures,  mais  qui  n'auraient  pas  eu 
alors  d'application  prochaine,  tandis  qu'elles  nous  deviendront  utiles  dans  la  Perspective,  les  Ombres 
et  la  Stéréotomie. 


745 .  Lorsqu'un  cylindre  pénètre  clans  une  sphère  par  une  courbe  plan  e,  la  seconde 
branche  de  l'intersection  est  également  plane;  d'ailleurs  cette  courbe  de  sortie f  qui 
est  un  cercle  égal  h  la  courbe  d'entrée,  se  trouve  perpendiculaire  au  plan  qui 
serait  mené  à  angle  droit  sur  la  courbe  d'entrée  et  parallèlement  aux  génératrices 
du  cylindre. 

[Fig.  i/i5.)  Conduisons  par  le  centre  de  la  sphëre  un  plan  de  projection  qui  soit 
parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  et  perpendiculaire  k  la  courbe  d'entrée  ;  aloi*s 
cette  courbe»  qui  est  nécessairement  un  cercle,  s'y  trouvera  représentée  par  la  corde 
AB»  égale  à  son  diamètre,  et  les  génératrices  GÂ,  FB  sortiront  de  la  sphère  par 
les  points  A'  et  B\  évidemment  situés  sur  le  même  grand  cercle  que  A  et  B  ;  tandis 
qu'une  arête  quelconque  DM  sortira  de  cette  surface  par  un  point  dont  la  projec-- 
tion  M' tombera  sur  la  droite  k'W.  En  effet,  toutes  les  cordes  parallèles  AA',  BB', 
MM',...,  comprises  dans  la  sphère,  seraient  divisées  en  deux  parties  égales  par  le 
plan  OR,  mené  du  centre  perpendiculairement  à  leur  direction  commune  :  donc  les 
ordonnées  EA,  PM,  IB  sont  respectivement  égales  à  EA',  PM',  IB';  et  dès  lors  il  est 
certain  que  les  trois  points  A",  M',  B'  se  trouvent  en  ligne  droite,  puisque  A,  M,  B 
remplissent  déjà  cette  condition.  D'oii  il  résulte  que  la  courbe  de  sortie  est  projetée 
sur  la  droite  A'M'B',  et  qu'ainsi  elle  est  plane;  d'ailleurs  elle  satisfait  bien  aux 
autres  conditions  de  l'énoncé,  d'après  le  choix  du  plan  de  projection  employé  ici, 
et  attendu  que  le  diamètre  A'B'  est  évideaii^<^nt  égal  au  diamèti*c  AB. 
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Observons  que  si  le  cylindre  pénétrait  dans  la  sphère  par  un  grand  cercle,  tel  que 
aOb,  la  courbe  de  sortie  serait  l'autre  grand  cercle  a'06';  et  pour  construire  plus 
aisément  cette  dernière  courbe»  qui  se  rencontrera  dans  Tépure  des  Ombres  d'une 
niche^  il  suffira  d'employer  un  plan  de  projection  qui  soit  parallèle  aux  rayons  de 
lumière  et  perpendiculaire  à  la  courbe  d'entrée,  puisque»  sur  un  tel  plan»  la  courbe 
de  sortie  se  projettera  suivant  une  droite* 

746.  Dans  V intenection  d'un  cône  wec  une  sphère^  si  la  courbe  d'entrée  est  plane, 
la  courbe  de  sortie  l'est  pareillement, 

{Fig.  i46.)  Adoptons  pour  plan  de  la  figure  celui  qui,  passant  parle  centre  de 
la  sphère  et  le  sommet  du  cône,  se  trouve  en  même  temps  perpendiculaire  à  la 
courbe  d*entrée,  et  désignons-le  sous  le  nom  de  plan  horizontal.  La  courbe  d'entrée, 
qui  est  nécessairement  un  cercle,  sera  projetée  suivant  une  corde  AB  de  la  sphère, 
et  si  S  est  le  sommet  situé  dans  notre  plan  horizontal,  les  deux  arêtes  SA,  SB  iront 
évidemment  sortir  de  la  sphère  par  les  points  a,  b;  mais,  en  outre»  je  dis  que  la 
droite  ab  est  la  projection  totale  de  la  courbe  de  sortie.  En  effet,  si»  par  le  point  de 
la  surface  conique  qui  est  projeté  en  m»  on  mène  un  plan  vertical  A'mB',  parallèle 
à  AB»  il  coupera  le  cône  suivant  un  cercle  du  diamètre  A'B',  que  nous  rabattrons 
ici  suivant  A'/n'B';  et  l'ordonnée  m'm  du  cône  étant  moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  parties  de  ce  diamètre»  nous  aurons 


mm'  i=:  A'm.mB'. 

Mais  les  deux  triangles  m  A' a  et  mWb  sont  semblables,  puisque  l'angle  A'  égale 
l'angle  SAB,  qui  a  pour  mesure  le  même  arc  que  l'angle  abB;  donc  ces  triangles 
donneront  l'égalité  suivante  : 

A'm .  mB'  =  am .  mô,     d*où    mm'  =  am .  mb. 

Cette  dernière  relation  prouve  que  l'ordonnée  rabattue  suivant  mm'  appartient  aussi 
au  cercle  vertical  décrit  sur  (zb  comme  diamètre;  et  puisque  ce  nouveau  cercle  est 
évidemment  sur  la  sphère  proposée,  nous  en  conclurons  que  le  sommet  de  l'ordon- 
née 772m',  ou  le  point  du  cône  qui  est  projeté  en  m,  se  trouve  en  même  temps  sur  la 
sphère*  Gomme  on  en  dirait  autant  de  tout  autre  point  du  cône  projeté  en  n  sur  ab, 
il  est  certain  que  le  plan  vertical  ab  coupe  le  cône  et  la  sphère  suivant  un  cercle 
unique^  lequel  est  la  seconde  branche  de  leur  intersection  ou  la  courbe  de  sortie;  ce 
qui  démontre  le  théorème  annoncé. 

747.  Observons  que  le  cercle  vertical  ab  est  précisément  ce  qu'on  appelle  la  sec-^ 
tion  anti'-paralléle  du  cône  SAB  à  base  circulaire  ;  car  la  première  condition  que  doit 
remplir  cette  section,  c'est  d'être  perpendiculaire  au  plan- principal  du  cône,  c'est- 
à-dire  à  celui  qui»  passant  par  le  sommet  S  et  le  centre  G  de  la  base  circulaire  AB» 
se  trouve  en  outre  perpendiculaire  k  cette  base  :  or  ce  plan  coïncide  évidemment  avec 
celui  de  notre  épure»  lequel  contient  les  points  S,  0»  et  le  rayon  OG.  Ensuite,  la  sec- 
tion anti-parallèle  doit  former,  sur  le  plan  principal,  un  triangle  Sab,  semblable  et 


A 
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non  parallèle  à  SA6;  condition  qui  est  encore  remplie,  puisque  nous  venons  d'ob- 
server que  les  angles  SÂB  et  Sba  avaient  la  même  mesure. 

748.  Lorsque  deux  cylindres  du  second  degré  se  coupent  suivant  une  première 
jcourbe  plane,  la  courbe  de  sortie  est  aussi  plane. 

{Pig.  i47«  )  Supposons  que  l'ellipse  EMMTN'N  soii  la  courbe  d'entrée,  commune 
aux  deux  cylindres  (les  mêmes  raisonnements  seront  applicables  à  une  hyperbole 
ou  k  une  parabole;  alors,  en  menant  divers  plans  qui  soient  parallèles  aux  géné- 
ratrices des  deux  cylindres  à  la  fois,  ils  traceront  dans  l'ellipse  des  cordes  MN, 
M'N',...,  parallèles  entre  elles,  et  chacun  de  ces  plans  coupera  d'ailleurs  les  deux 
cylindres  suivant  quatre  droites.  Celles  qui  répondront  au  plan  sécant  MN,  savoir 
MAetNB,  Maet  Nfr,  formeront,  par  leurs  intersections,  un  parallélogramme  MnNm, 
dont  les  deux  sommets  metn  appartiendront  évidemment  à  la  courbe  de  sortie;  de 
même,  cette  courbe  passera  par  les  points  mf  et  n'  où  se  coupent  les  quatre  arêtes 
M'A'  etN'B',  M'a'  et  N'6',  contenues  dans  le  plan  sécant  M'N';  et  ainsi  des  autres* 

Or  toutes  les  diagonales  m/i,  m'n' sont  évidemment  parallèles;  elles  passeront 

d'ailleurs  par  les  milieux  des  cordes  MN,  M'N',...,  et,  par  suite,  elles  rencontreront 
toutes  le  diamètre  EF  conjugué  avec  ces  cordes.  Donc  ces  diagonales  formeront,  en 
s'appuyant  sur  la  droite  EF,  une  surface  nécessairement  plane^  qui  contiendra 
toute  la  courbe  de  sortie  mm'Fn'n;  ainsi,  cette  dernière  satisfait  bien  k  l'énoucé  du 
théorème. 

749.  On  voit  d'ailleurs  que  la  courbe  mm'Yn'n  sera  de  même  espèce  que  la 
courbe  d'entrée;  car,  pour  des  abscisses  communes  OP,  OF,...,  les  ordonnées  51P 
et  TwP,  M'P'  et  m'P',...,  seront  évidemment  proportionnelles;  de  sorte  que  les  deux 
branches  de  l'intersection  seront  ici  deux  ellipses  ayant  un  diamètre  commun  EF. 
Il  est  clair  aussi  qu'aux  extrémités  de  ce  diamètre,  les  tangentes  ET  et  EY  des  deux 
courbes,  ainsi  que  les  arêtes  des  deux  cylindres,  se  trouveront  toutes  parallèles  aux 
plans  sécants  employés  ci-dessus;  par  conséquent,  les  cylindres  proposés  auront 
deux  plans  tangents  communs  et  parallèles. 

'7oO.  Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  ont  UN  axe  commun,  en  grandeur 
et  en  position,  elles  nepewentse  couper  que  suis^ant  deux  courbes  planes,  qui  passent 
l'une  et  l'autre  par  P axe  commun. 

{Fig.  I  /|8.  )  D'après  l'hypothèse  admise,  les  deux  surfaces  auront  le  même  centre, 
et  en  faisant  passer  parce  point  notre  plan  horizontal  de  projection,  que  nous  choi- 
sirons d'ailleurs  perpendiculaire  à  Taxe  commun  (0,  O'C),  il  coupera  les  deux  sur- 
faces données  suivant  deux  courbes  du  second  degré  et  concentriques  ABDE  et 
abde.  Or,  si  ces  dernières  se  rencontrent  en  deux  points  G  et  H,  il  y  en  aura  néces- 
sairement deux  autres,  I  et  E,  diamétralement  opposés  aux  premiers,  et  qui  seront 
encore  communs  aux  deux  courbes.  Alors  le  plan  vertical  GI  coupera  les  surfaces 
proposées  suivant  deux  courbes  qui  coïncideront  complètement,  puisqu'elles  auront 
les  mêmes  demi-axes  OG  etO'C;  donc  cette  section  commune  sera  une  des  branches 
de  l'intersection  totale  des  deux  surfaces,  et  l'autre  branche  sera  la  section  aussi 
commune,  faite  par  le  plan  vertical  HK. 
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Ces  raisonnements  sont  applicables  à  toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  ont 
un  centre,  qu'elles  soient  ou  non  de  même  espèce,  pourvu  que  l'axe  commun  soit 
en  même  temps  réel  ou  imaginaire  dans  les  deux  surfaces  à  la  fois. 

751.  Si  la  première  n'avait  pas  de  centre,  son  axe  unique  serait  infini;  et,  par 
conséquent,  la  seconde  devrait»  pour  satisfaire  à  l'énoncé  du  théorème,  être  aussi 
un  paraboloïde  ayant  le  même  sommet.  Alors  on  couperait  ces  deux  paraboloïdes 
par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  commun,  et  ces  deux  sections,  qui  auraient 
évidemment  le  même  centre,  se  rencontreraient  en  quatre  points  diamétralement 
opposés,  tels  que  G  et  I,  H  et  K  dans  la  figure  précédente;  d'où  l'on  conclurait  que 
le  plan  conduit  par  la  droite  61  ou  HK,  et  par  l'axe  commun,  coupe  les  paraboloïdes 
suivant  deux  paraboles  qui,  ayant  même  axe,  même  sommet  et  un  point  commun  6 
ou  H,  se  confondront  nécessairement. 

752.  On  peut  généraliser  le  théorème  du  n^  750,  en  l'appliquant  à  deux  surfaces 
^second  degré  ({m  ont  deux  plans  tangents  communs  et  parallèles .  En  effet,  la  droite 
qui  joindra  les  points  de  contact  de  ces  plans  sera  un  diamètre  commun  aux  deux 
surfaces;  le  plan  diamétral  conjugué  avec  ce  diamètre,  devant  être  parallèle  aux 
plans  tangents  donnés,  se  trouvera  le  même  pour  la  première  et  la  seconde  surface, 
et  il  coupera  celles-ci  suivant  deux  courbes  concentriques,  telles  que  ÂBDË  et 
abde  :  de  sorte  que  le  plan  mené  par  GI  ou  HK,  et  par  le  diamètre  commun,  pro- 
duira dans  les  surfaces  proposées  deux  sections  qui  devront  encore  coïncider,  attendu 
qu'elles  auront  deux  diamètres  conjugués  communs  en  direction  et  en  longueur; 
donc  ces  surfaces  se  couperont  suivant  deux  courbes  planes. 

753.  [Fig.  i49«)  Un  cas  particulier  de  ce  théorème  se  présente  dans  la  rencontre 
de  deux  berceaux  ou  cylindres,  qui  ont  le  même  plan  de  naissance  et  la  même  montée. 
En  effet,  si  les  deux  ellipses  AMNB  et  amnb,  dont  les  axes  verticaux  sont  égaux, 
représentent  les  bases  de  ces  cylindres  qui  sont  ici  rabattues  autour  des  axes  AB  et 
ab  situés  dans  le  plan  horizontal  de  la  naissance,  on  voit  d'abord  que  les  quatre 
génératrices  AG,  BH,  aG,  6K,  se  rencontrent  en  formant  le  parallélogramme  GHIK. 
Ensuite,  si  Ton  coupe  les  deux  cylindres  par  un  même  plan  horizontal,  on  obtien- 
dra quatre  arêtes  partant  des  points  M,  N,  m,  n,  et  qui  se  rencontreront  nécessai- 
rement en  des  points  projetés  sur  M',  N',  M",  N";  or  je  dis  que  ces  projections  tom- 
beront précisément  sur  les  diagonales  du  rectangle  GHIK.  En  effet,  les  deux 
ordonnées /'m  et  PM  étant  égales,  on  sait  que  les  abscisses  ap  et  AP  sont  entre  elles 
comme  les  deux  axes  ab  et  AB,  ce  qui  donne  la  proportion 

Ga:aM'::GK:KI; 

d'où  l'on  conclut  que  le  point  M' est  en  ligne  droite  avec  G  et  I.  On  prouvera  sem- 
blablement  que  N"  tombe  sur  la  même  diagonale,  tandis  que  N'  et  M"  sont  sur  la 
droite  HK  :  ainsi,  l'intersection  totale  des  cylindres  proposés  se  composera  des  deux 
ellipses  situées  dans  les  plans  verticaux  GI  et  HK.  Tous  ces  raisonnements  s'appli- 
queraient identiquement  au  cas  où  les  génératrices  des  deux  cylindres  se  rencon- 
treraient obliquement,  avec  le  soin  de  prendre  pour  base  du  premier  une  section 
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faite  par  un  plan  vertical  parallèle  à  aGH,  et  pour  base  du  second  une  section  ver- 
ticale parallèle  à  ÂGE. 

75^^  Remarque.  Lorsque  deux  surfaces  quelconques  S  et  S'  se  touchent  en  un 
points  et  qu'en  outre  elles  se  coupent  suivant  une  courbe  à  deux  branches  qui  pas- 
sent par  le  point  considéré,  il  n'est  plus  possible  de  trouver  les  tangentes  de  ces 
branches  au  point  multiple,  par  la  méthode  des  plans  tangents,  puisque  ceux-ci 
coïncident.  Mais,  si  l'on  substitue  aux  surfaces  S  et  S',  deux  surfaces  du  second 
degré  2  et  2'  qui  soient  osculatrices  des  premières,  il  est  évident  que  l'intersection  de 
1  avec  2'  aura  les  mêmes  tangentes  que  l'intnrsection  de  S  avec  S'.  Or,  comme  dans 
chaque  surface  1  ou  2',  il  y  aun  axe  coMcf  qui  est  arbitraire  en  longueur  (n**  696), 
quoique  toujours  dirigé  suivant  la  normale  au  point  considéré,  si  l'on  prend  cet 
axe  égal  de  part  et  d'autre,  il  arrivera  que  les  surfaces  2  et  2'  se  couperont  sui- 
vant deux  courbes  planes  (n®  750),  dont  les  ipro']eciioiïS  sur  un  plan  perpendiculaire 
à  la  normale  se  réduiront  à  deux  droites  faciles  à  construire;  alors  ces  droites  seront 
évidemment  les  tangentes  des  deux  branches  de  l'intersection  de  S  avec  S',  pour  le 
point  multiple  en  question.  Cette  méthode  ingénieuse  a  été  donnée  par  M.  Th.  OU-- 
vier^  dans  un  Mémoire  inséré  au  21**  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique;  et 
l'auteur  Ta  appliquée  au  conoîde  de  la  voûte  d'arêtes  en  tour  ronde^  dont  nous  avons 
trouvé  les  tangentes  par  un  autre  moyen  (n®  6ïG). 

755.  DES  TANGENTES  CONJUGUÉES  ou  réciproques.  {Fig.  i5o.)  Lorsqu'un 
cône  VMKN  est  circonscrit  à  une  surface  du  second  degré,  une  arête  quelconque  VM 
de  ce  cône  et  la  tangente  MT,  menée  à  la  courbe  de  contact  MKN  par  le  pied  de 
cette  arête,  sont  toujours  respectivement  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la 
section  faite,  dans  la  surface,  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  VMT. 

Pour  démontrer  ce  théorème  (*),  adoptons  comme  plan  de  la  figure  le  plan  dia- 
métral qui  passe  par  l'arête  VM  elle  diamètre  VO,  et  qui  coupera  la  surface  suivant 
une  courbe  NXMY,  k  laquelle  VM  sera  tangente.  D'ailleurs,  si  nous  menons  le  plan 
diamétral  conjugué  de  VO,  la  section  de  ce  plan  avec  la  surface  sera  une  courbe  EZY, 
parallèle  et  semblable  (n^  354)  à  NKM,  et,  par  suite,  les  tangentes  YT'  et  MT  se 
trouveront  parallèles;  donc,  le  conjugué  deOY  sera  une  droite  OZ,  parallèle  à  MT. 
Cela  posé,  les  trois  diamètres  OX,  OY,  OZ  étant  conjugués  entre  eux,  il  en  résulte 
que  le  plan  XOY  de  la  figure  actuelle  divise  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes 
parallèles  à  OZ  :  donc  il  en  sera  de  même  du  diamètre  RY',  tiré  parallèlement  à  MV; 
et  ce  diamètre  étant  ainsi  le  conjugué  de  OZ  dans  la  section  RZY',  qui  se  trouve 
bien  parallèle  au  plan  tangent  VMT,  l'énoncé  du  théorème  en  question  est  jus- 
tifié, puisque  OY'  et  OZ  sont  respectivement  parallèles  à  l'arête  VM  et  à  la  tan- 
gente MT. 

756.  Ces  deux  tangentes  de  la  surface  ont  été  aussi  nommées  réciproques,  parce 
que  si  l'on  plaçait  sur  MT  le  sommet  d'un  nouveau  cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde, 


(*)  Il  est  dû  à  M.  Dupin;  mais  nous  le  démontrons  ici   d'une  manière  différente,  sans  passer  par 
l'intermédiaire  d*un  cylindre* 
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la  courbe  de  contact  de  ce  cône  aurait  pour  tangente  la  droite  MV.  En  effet,  la  sec- 
tion faite  dans  la  surface  proposée  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  M  serait 
encore  la  courbe  RZY',  dont  le  diamètre  OZ,  parallèle  à  MT,  a  pour  conjugué  OY'j 
ainsi  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe  de  contact,  qui  doit,  par  le  théorème  précé- 
dent, se  trouver  parallèle  a  OY',  ne  pourrait  être  que  MV,  qui  remplit  déjà  cette 
condition. 

737.  [Fig.  i5i.)  Cette  réciprocité  et  le  théorème  du  n^  735,  sur  lequel  elle  est 
fondée,  s'étendront  facilement  à  un  cône  circonscrit  à  une  surface  quelconque  S. 
Car,  soient  AMB  la  courbe  de  contact  de  ces  deux  surfaces,  MT  une  des  tangentes 
et  VM  Tarête  du  cône  qui  aboutit  au  point  de  contact;  cette  arête  peut  être  re- 
gardée (n^  182)  comme  l'intersection  de  deux  plans  tangents  infiniment  voisins, 
menés  du  sommet  Y  à  la  surface,  et  dont  les  points  de  contact  p  et  q  avec  S  se 
trouveront  sur  la  courbe  AMB.  Maintenant,  imaginons  l'ellipsoïde  ou  Thyperbo- 
loide  2,  qui  serait  osculateur  de  S  en  M.  Dans  les  environs  de  ce  point,  les  surfaces 
Set  2  auront  deux  plans  tangents  consécutifs  de  communs;  donc  les  points/^  et  q 
appartiendront  aussi  à  la  courbe  de  contact  A'MB'  du  cône  qui,  ayant  son  sommet 
en  Y,  serait  circonscrit  à  2,  et,  par  suite,  cette  dernière  courbe  aura  encore  pour 
tangente  MT.  Or,  dans  la  surface  2,  on  sait  (n^  733)  quelle  relation  existe  entre 
MY  et  MT  :  donc  aussi,  pour  la  surface  quelconque  S,  rareté  du  cône  circonscrit  et 
la  tangente  à  la  courbe  de  contact  sont  respectivement  parallèles  à  deux  diamètres  con^ 
jugués  de  la  section  faite  parallèlement  au  plan  tangent^  dans  la  surface  du  second 
degré  osculatrice  de  S;  et  ces  deux  tangentes  offrent  pareillement  la  réciprocité 
énoncée  au  n**  736. 

738.  Ce  théorème,  qui  nous  sera  utile  dans  la  perspective  d'un  tore  et  d'un 
piédouche,  subsiste  évidemment  pour  un  cylindre  circonscrit  h.  la  surface  quel- 
conque S,  puisqu'on  peut  supposer  le  sommet  Y  placé  à  l'infini  sur  MY;  et  il  serait 
facile  de  l'étendre,  par  des  considérations  semblables,  à  une  surface  développable 
quelconque  qui  se  trouverait  circonscrite  à  la  surface  donnée  S. 


CHAPITRE  II. 

MÉTHODE   DES   PLANS  COTÉS   (*). 

759.  Pour  représenter  graphiquement  les  points  et  les  lignes,  nous  avons  vu 
qu'il  suffisait  d'assigner  leurs  projections  sur  deux  plans  fixes,  et  que  de  là  on  pou- 
vait déduire  tout  ce  qui  intéressait  sur  les  distances  de  ces  points,  sur  la  forme  de 
ces  lignes  ou  des  surfaces  auxquelles  elles  appartiennent,  etc.  Mais,  dans  certains 


(*)  La  plus  grande  partie  de  ce  chapitre  est  tirée,  en  substance,  des  Leçons  rédigées  en  i83i  pour 
rÉcole  d'application  de  Metz,  par  M.  le  capitaine  du  Génie  Noizet,  qui  a  ainsi  coordonné  et  perfectionné  les 
éléments  de  la  méthode  des  plans  côtés,  quoiqu'elle  eût  été  déjà  employée  par  d'autres  ingénieurs. 

39. 
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cas,  comine  pour  les  dessins  de  Fortification  et  pour  la  Topographie,  on  trouve 
plus  commode  de  définir  les  objets  seulement  par  leur  projection  horizontale^  à 
laquelle  on  ajoute  des  cotes  qui  indiquent  la  hauteur  des  divers  points  au-dessus 
d'un  plan  horizontal  fixe,  que  Ton  suppose  plus  bas  que  tous  les  objets  en  question. 
Il  est  évident  que  cette  méthode,  où  Ton  n'emploie  qu'un  seul  plan  de  projection, 
suffit  néanmoins  pour  déterminer  complètement  la  position  de  chaque  point,  parce 
que  la  cote  de  celui-ci  remplace  sa  projection  verticale,  et  pourrait  même  servir  à 
retrouver  cette  projection,  si  on  le  désirait.  Aussi  nous  allons  voir  que,  par  cette 
marche,  on  résout  aisément  tous  les  problèmes  élémentaires  de  la  Géométrie  des- 
criptive, et  d'une  manière  qui  se  prête  mieux  aux  traductions  numériques  auxquelles 
on  est  obligé  de  recourir  dans  la  Fortification;  car  ici  les  données  et  les  résultats 
d'un  problème  offrent  des  dimensions  trop  considérables  pour  pouvoir  être  expri- 
mées sur  les  dessins  autrement  que  par  le  moyen  d'une  échelle  de  réduction.  Ajou- 
tons encore  que,  dans  la  Fortification,  le  peu  de  relief  de  la  plupart  des  objets 
au-dessus  du  sol,  comparativement  à  leurs  dimensions  horizontales,  rendrait  in- 
commode l'emploi  d'un  plan  vertical  de  projection,  sur  lequel  le  plus  grand  nombre 
des  droites  considérées  seraient  presque  horizontales,  et  iraient  se  rencontrer  fort 
loin. 

760.  Observons,  d'ailleurs,  que  ce  mode  de  description  ayant  été  d'abord  em- 
ployé pour  des  cotes  sous-marines  rapportées  au  niveau  de  la  mer,  l'usage  a  pré- 
valu de  compter  les  ordonnées  verticales  de  haut  en  bas^  en  les  regardant  comme 
de  véritables  sondes  abaissées  d'un  plan  de  comparaison  horizontal  situé  au-dessus 
de  tous  les  objets  considérés;  tandis  que  le  plan  de  projection  sur  lequel  on  opère 
est  toujours  censé  horizontal  et  placé  à  une  distance  arbitraire  au-dessous  de  ces 
mêmes  objets.  Du  reste,  ces  conventions  ne  rendront  pas  plus  difficile  l'évaluation 
de  la  différence  de  niveau  de  deux  points  donnés,  mais  il  faudra  se  rappeler  que  le 
point  qui  est  affecté  de  la  cote  la  plus  forte  estplus  bas  que  l'autre. 

761.  {PL  ^k^fig.  I.)  D'après  cela,  un  point  de  l'espace  sera  représenté  par  sa 
projection  et  par  sa  cote,  comme  celui  qui  est  indiqué  (12"*, 5)  dans  \^  fig^  1. 
Cependant,  s'il  y  avait  plusieurs  points  remarquables  situés  sur  la  même  ver- 
ticale, il  faudrait  écrire  la  cote  de  chacun  d'eux  auprès  de  cette  projection  com- 
mune. 

762.  {Fig.  I .)  Une  droite  est  définie  par  sa  projection  AB,  avec  les  cotes  de  dedx 
de  ses  points.  De  là,  il  serait  facile,  au  moyen  d'un  trapèze  rabattu  autour  de  AB,  de 
conclure  graphiquement  la  longueur  d'une  portion  de  cette  droite,  son  inclinaison 
sur  l'horizon,  la  cote  d'un  troisième  point  de  cette  ligne,  donné  par  sa  projection; 
ou  réciproquement,  la  projection  d'un  point  défini  par  sa  cote.  Mais,  comme, 
pour  les  applications  que  nous  avons  en  vue  ici,  il  faudrait  finir  par  évaluer  ces 
résultats  en  nombres,  au  moyen  de  l'échelle  métrique  du  dessin,  il  sera  plus  exact 
et  plus  commode  de  construire  d'abord  Véchelle  de  pente  de  la  droite  proposée 
Soient  donc  A  et  B  les  projections  de  deux  points  dont  les  cotes  sont  1 4">  7  et  1 2™,  5. 
on  commencera  par  chercher  l'intervalle  L  qui,  sur  la  projection  de  la  droite, 
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séparera  deux  points  dont  les  cotes  différeront  d'un  mètre,  et  on  y  parviendra  évi- 
demment par  la  proportion  suivante  : 

(i4'°,7—  ia",5):AB::  i"^:L  =  -^AB; 

de  sorte  qu'après  avoir  évalué  AB  en  parties  de  V échelle  horizontale  du  dessin»  et 
avoir  trouvé  ici  AB  =  6",8,  on  en  déduira 

L  =  3",i     et    —  L  =  o'",9. 

10  *^ 

Alors,  en  prenant  sur  Téchelle  horizontale  une  ouverture  de  compas  égale  à  o",9 
et  en  la  portant  sur  AB  au-dessous  du  point  (f4"»7),  on  obtiendra  celui  qui  doit 
avoir  la  cote  i5"*;  puis  en  portant,  à  partir  de  ce  dernier  point,  la  longueur  L 
plusieurs  fois  de  suite,  on  trouvera  les  points  qui  répondent  aux  cotes  i4™,  i3", 
la", ...  ;  et  enfin  il  restera  k  subdiviser  un  de  ces  intervalles  en  dix  parties  égales, 
pour  compléter  X échelle  de  pente  de  la  droite  proposée.  Cette  longueur  constante  L 
peut  être  nommée  Vunité  de  l'échelle  de  pente. 

763.  [Fig.  I .)  Cela  posé,  trouver  la  cote  d'un  point  situé  sur  cette  droite,  et  dont  M 
est  la  projection.  Si  M  tombe  entre  les  divisions  iS"  et  i4"  par  exemple,  on  prendra 
avec  le  compas  la  distance  horizontale  du  point  M  au  point  i3™,  et  en  la  portant  sur 
la  partie  de  l'échelle  de  pente  qui  est  subdivisée  en  décimètres,  on  verra  quel  est  le 
nombre  de  décimètres  qu'il  faut  ajouter  à  i3™,  pour  obtenir  la  cote  du  point  projeté 
en  M.  Les  centimètres  pourront  s'estimer  k  vue. 

On  résoudra  aussi  aisément  cette  autre  question  :  Quelle  est  la  projection  d'un 
point  de  cette  droite,  dont  la  cote  serait  assignée,  comme  1 1  ",  3? 

764.  Trouver  la  vraie  distance  de  deux  points  de  cette  droite,  donnés  par  leurs 
projections.  On  cherchera  d'abord  leurs  cotes,  puis,  on  calculera  l'hypoténuse  d'un 
triangle  rectangle  dont  la  hauteur  serait  la  différence  de  ces  cotes,  et  dont  la  base  se- 
rait égale  k  l'intervalle  des  deux  projections,  estimée  en  mètres  sur  l'échelle  horizon-- 
taie  du  dessin.  Ainsi,  pour  les  deux  points  projetés  en  A  et  B,  la  vraie  distance  sera 
donnée  par  la  formule  

765.  {Fig.  î  •)  Quant  k  lapente  de  la  droite,  on  entend  par  Ik  la  tangente  trigono- 
métrique  de  l'angle  que  cette  ligne  fait  avec  l'horizon;  c'est-k-dire  la  différence  de 
niveau  de  deux  points  de  cette  droite,  divisée  par  la  distance  de  leurs  projections. 
Ainsi»  pour  la  droite  citée  n®  762,  la  pente  est  exprimée  par  la  fraction 

ï4t7  — 12,5  I  I 

AB        '     ^"     x  =  3«"^''°°' 

en  se  rappelant  que  L  désigne  ici  l'intervalle  qui  sépare  les  projections  de  deux 
points  dont  les  cotes  diffèrent  d'un  mètre,  et  qu'il  faut  estimer  cette  longueur  en 
parties  de  l'échelle  horizontale  du  dessin.  On  énonce  encore  cette  règle,  en  disant 
que  lapente  d'une  droite  est  le  rapport  de  la  hauteur  k  la  base. 
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766.  {Fig.  I.)  Réciproquement,  si  l'on  donne  la  projection  d'une  droite  et  la 

cote  i4™,7  d'un  de  ses  points,  avec  la  pente  ^  que  doit  avoir  cette  ligne,  on  prendra 

sur  Téchelle  horizontale  du  dessin  une  longueur  égale  à  3  mètres,  laquelle,  étant 
portée  à  la  suite  du  point  (i4°,7),  fera  connaître  le  point  qui  devrait  avoir  la  cote 
(i3™,7).  Alors  on  connaîtra  deux  points  cotés  de  la  droite,  et  Ton  construira  son 
échelle  de  pente  comme  au  n°  762. 

767.  {Fig*  1.)  Par  un  point  donné  Ça  (io™,6),  mener  une  droite  parallèle  à  une 
droite  déjà  connue.  Par  le  point  C,  on  tirera  une  parallèle  à  la  projection  AB  de 
la  première  droite,  et  ce  sera  évidemment  celle  de  la  seconde.  Ensuite,  comnie  ces 
deux  droites  doivent  avoir  fa /w^/7i«/?e/i^e,  si  Ton  joint  le  point  (lo™,  6)  de  la  seconde 
avec  le  point  affecté  de  la  même  cote  sur  la  première,  puis  si  Ton  tire  des  parallèles 
k  cette  ligne  de  jonction  par  les  divisions  entières  de  la  première  droite,  on  formeiM 
immédiatement  l'échelle  de  pente  de  la  droite  demandée,  laquelle  sera  ainsi  com- 
plètement déterminée. 

768.  [Fig.  1 .)  Lorsque  la  première  droite  ne  sera  donnée  que  par  deux  points 
cotés  (î4™>7)  et  (i2°,5),  on  portera  l'intervalle  AB  de  ces  projections  au-dessous 
du  point  (io",6),  et  l'on  obtiendra  un  second  point  de  la  nouvelle  droite,  lequel 
aura  évidemment  pour  sa  cote  (io™,6h- 2",2)  ou  (ia™,8).  Alors  on  achèvera 
l'échelle  de  pente  de  la  droite  demandée,  comme  au  n^  762. 

769.  Une  courbe  isolée  se  représente  par  sa  projection  horizontale  accompagnée 
des  cotes  d'un  certain  nombre  de  ses  points,  assez  rapprochés  pour  que  l'œil  puisse 
saisir  le  cours  ascendant  ou  descendant  de  cette  ligne,  ou  pour  que  les  arcs  inter- 
médiaires puissent  être  regardés  comme  des  droites.  Mais,  presque  toujours,  les 
courbes  sont  liées  à  des  surfaces  que  nous  apprendrons  bientôt  à  représenter;  c'est 
pourquoi  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  davantage  ici. 

770.  {PL  64,  fig*  a.)  Un  plan,  lorsque  c'est  une  grandeur  réellement  existante, 
et  qu'il  est,  par  conséquent,  limité  de  toutes parts^  se  représente  par  la  projection  de 
son  contour  dont  chaque  angle  doit  avoir  sa  cote  ;  et  l'on  y  ajoute  un  certain  nombre 
Ae  sections  de  niveau  qui  sont  des  droites  parallèles  à  sa  trace  horizontale.  Ces  sections, 
que  l'on  choisit  équidistantes  et  éloignées,  par  exemple  de  i  mètre  dans  le  sens 
vertical,  doivent  être  marquées  k  leurs  deux  extrémités  d'une  cote  commune;  puis, 
si  l'on  trace  une  perpendiculaire  à  ces  horizontales,  ce  sera  évidemment  la  projec- 
tion de  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  proposé,  et  en  cotant  les  points  où  elle 
est  rencontrée  par  les  diverses  horizontales,  elle  deviendra  ce  qu'on  appelle  V échelle 
de  pente  du  plan  en  question,  laquelle  est  ordinairement  indiquée  par  im  trait 
double.  Ce  mode  de  représentation  équivaut  k  regarder,  ainsi  qu'on  le  fait  dans 
la  géométrie  descriptive,  un  plan  comme  engendré  par  une  de  ses  horizontales  qui 
glisserait,  parallèlement  k  elle-même,  sur  la  ligne  de  plus  grande  pente  de  ce  plan. 

771.  {Fig.  2  bis.)  Lorsqu'un  plan  est  illimité  et  n'existe  pas  réellement,  on  le 
représente  seulement  par  une  de  ses  horizontales  cotée,  avec  son  échelle  de  pente 
graduée  :  on  assigne  ainsi  la  génératrice  et  la  directrice  de  cette  surface,  ce  qui 
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suffît  pour  la  déterminer  complètement.  Souvent  même  on  se  contente  de  marquer 
Téchelle  de  pente  graduée;  parce  que  de  là  on  peut  déduire  autant  d'horizontales 
cotées  que  Ton  veut,  puisqu'elles  sont  toujours  perpendiculaires  à  la  direction  de 
l'échelle. 

772.  Lorsqu'un  plan  est  horizontal,  son  échelle  de  pente  n'existe  plus,  mais  tous 
les  angles  de  son  contour  portent  la  même  cote;  ou  bien,  si  ce  plan  est  indéfini,  on 
le  désigne  par  le  plan  horizontal  à  la  cote  n.  Si  le  plan  donné  est  vertical,  on  le 
représente  simplement  par  sa  trace  horizontale. 

773.  {Fig.  2  bis.)  Déterminer  le  plan  guipasse  par  trois  points  donnés  (9™,/j)» 
(i4")  et  (17™).  On  joindra  par  une  droite  le  premier  et  le  dernier  de  ces  points,  et, 
au  moyen  d*une  proportion  analogue  à  celle  employée  dans  le  n^  762,  on  cher- 
chera sur  cette  droite  un  point  qui  ait  pour  cote  i4™  :  alors  la  droite  qui  réunira  ce 
dernier  point  avec  le  second  des  points  donnés,  sera  évidemment  une  horizontale  du 
plan  demandé;  et  une  parallèle,  menée  parle  point  (17™),  sera  une  seconde  hori- 
zontale de  ce  plan,  dont  l'échelle  de  pente  deviendra  dès  lors  très-facile  à  marquer 
et  à  graduer. 

La  même  marche  s'appliquerait  évidemment  au  cas  où  le  plan  demandé  devrait 
passer  par  un  point  et  par  une  droite  donnés;  et  si  cette  droite  était  déjà  pourvue 
de  son  échelle  de  pente,  la  solution  serait  encore  plus  simple. 

774.  {PL  ^kffig-  3.)  Par  une  droite  donnée,  conduire  un  plan  dont  la  pente  soit-* 

On  doit  connaître  au  moins  les  cotes  de  deux  points  de  cette  droite,  qui  sont  ici 
io°*  et  i2™,5  :  alors,  en  regardant  le  point  supérieur  (10™)  comme  le  sommet  d'un 

cône  droit  dont  les  génératrices  auraient  l'inclinaison  -  (n®  763),  il  suffira  évi- 
demment de  mener  à  ce  cône  un  plan  tangent  qui  passe  par  le  second  point.  Or,  si 
l'on  décrit  un  cercle  qui  ait  pour  centre  la  projection  du  point  (10™),  et  pour  rayon 
un  longueur  prise  sur  l'échelle  horizontale  du  dessin,  et  égale  à  n  fois  la  différence 
2™, 5  des  cotes  des  points  donnés,  ce  cercle  sera  évidemment  la  trace  du  cône  en 
question  sur  le  plan  horizontal  qui  passe  par  le  point  inférieur  (i2™,5).  Donc,  en 
menant  par  ce  dernier  point  deux  tangentes  à  ce  cercle,  on  obtiendra  les  traces  hori- 
zontales de  deux  plans  qui  satisferont  au  problème;  et  leurs  échelles  de  pente  s'en 
déduiront  aisément,  puisque  l'on  connaîtra  leurs  directions  et  deux  points  cotés  de 
chacune  d'elles.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  le  problème  n'admettra  qu'une 
solution  ou  deviendra  impossible,  selon  que  la  pente  assignée  sera  égale  à  celle  de 
la  droite  donnée,  ou  moindre  que  cette  dernière. 

775.  Lorsque  la  droite  définie  par  les  deux  points  cotés  se  trouvera  très-peu 
inclinée,  la  méthode  précédente  conduirait  à  tracer  un  cercle  très-petit,  et  par  là 
peu  commode  à  employer.  Dans  ce  cas,  on  imaginera  un  plan  horizontal  inférieur 
aux  deux  points,  et  coté  en  nombre  entier;  puis,  on  décrira  sur  ce  plan  deux  cer- 

.  clés  dont  les  centres  soient  les  projections  des  deux  points  proposés,  et  dont  les 
rayons  soient  n  fois  la  hauteur  de  chacun  de  ces  points  au-dessus  de  ce  plan  hori- 
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zoutal.  On  aura  ainsi  les  bases  de  deux  cônes  dont  la  pente  sera  -  9  et  il  restera  à 

mener  une  tangente  commune  à  ces  deux  cercles. 

776.  Si  la  droite  donnée  était  horizontale^  on  aurait  tout  de  suite  la  projection 
de  l'échelle  de  pente  du  plan  cherché,  en  tirant  une  perpendiculaire  à  la  droite 

proposée;  puis,  comme  l'inclinaison  -  est  assignée,  il  n'y  aurait  qu'à  porter  sur 

cette  échelle,  à  partir  de  la  droite  proposée,  une  longueur  de  n  mètres  mesurée  sur 
l'échelle  horizontale  du  dessin,  et  l'extrémité  de  cette  longueur  répondrait  à  un 
point  de  l'échelle  de  pente,  dont  la  cote  serait  moindre  (Tun  mètre  que  celle  du  point 
situé  sur  la  droite  donnée.  Ayant  ainsi  deux  points  cotés  de  cette  échelle  de  pente, 
il  serait  bien  facile  d'en  achever  la  graduation. 

777.  {Fig.  4«)  Pdr  un  point  (io™,3)  situé  sur  un  plan  donnée  tracer  sur  ce  plan 

une  droite  dont  la  pente  soit  —  On  tracera  une  horizontale  de  ce  plan  dont  la  cote 

diffère  de  celle  du  point  donné,  de  4"  par  exemple,  et  soit  ainsi  i4"»3;  puis,  avec 
un  rayon  égal  à  4  fois  la  base  n  de  la  pente  assignée,  et  du  point  donné  comme 
centre,  on  décrira  un  arc  de  cercle  qui,  en  coupant  l'horizontale  choisie,  fera  con- 
naître le  point  que  l'on  doit  joindre  avec  le  point  donné  pour  avoir  la  droite 
demandée.  On  sent  que  ce  problème  aura  en  général  deux  solutions,  mais  elles  se 
réduiront  à  une  seule,  ou  deviendront  impossibles,  si  la  pente  assignée  pour  la 
droite  égale  ou  surpasse  celle  du  plan  donné. 

778.  Étant  donnée  la  projection  d'un  point  situé  sur  un  plan  connu^  trouver  la 
cote  de  ce  point.  On  mènera  par  cette  projection  une  perpendiculaire  sur  l'échelle 
du  plan,  et  la  cote  du  point  de  rencontre  sera  celle  du  point  proposé. 

Si  Téchelle  du  plan  n'était  pas  construite,  et  qu'il  fût  représenté  seulement  par 
diverses  horizontales,  on  pourrait  appliquer  sur  le  point  proposé  une  règle  divisée 
en  millimètres,  en  la  plaçant  de  manière  que  deux  divisions  entières  tombassent 
sur  les  horizontales  voisines;  par  là,  on  apprécierait  immédiatement  la  fraction  de 
mètre  qu'il  faut  ajouter  à  la  cote  de  l'horizontale  supérieure  pour  obtenir  la  cote  du 
point  en  question. 

779.  {Fig.  5.)  Trouver  r  intersection  de  deux  plans  P  et  F,  donnés  par  leurs  échelles 
graduées.  On  tracera,  dans  chaque  plan,  deux  horizontales  qui  aient  respectivement 
les  mêmes  cotes;  et  la  rencontre  de  ces  quatre  droites  fera  connaître  deux  points 
cotés  de  l'intersection  demandée,  ce  qui  en  déterminera  la  projection  et  la  pente, 
ainsi  que  la  ^g.  5  le  montre  assez  clairement. 

780.  [Fig.  6.)  Lorsque  les  horizontales  des  deux  plans  P  et  P'  se  rencontreront 
trop  loin,  on  emploiera  des  plans  sécants  auxiliaires^  par  un  procédé  remarquable 
auquel  il  faut  souvent  recourir  dans  la  théorie  actuelle.  Traçons  deux  parallèles 
a  et  6  dans  une  direction  arbitraire,  et  regardons-les  comme  les  projections  de  deux 
horizontales  (\wi  auraient  pour  cotes,  l'une  12™,  l'autre  i5";  dès  lors  ces  droites 
a  et  h  déterminent  un  certain  plan  P^  dont  il  est  facile  de  trouver,  par  le  procédé 
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du  n®  779,  Fintersection  c  avec  le  plan  P,  et  rintersection  d  avec  P'.  Or  ces  deux 
sectioDsc  et  ^se  coupent  en  un  point  x^  qui  appartiendra  évidemment  à  l'intersec- 
tion des  plans  primitifs  P  et  P';  puis,  on  trouvera  un  second  point  a/,  en  tirant  deux 
autres  parallèles  horizontales  a!  et  b'  :  de  sorte  que  xx'  sera  la  projection  de  Tin- 
tersection  demandée,  et,  pour  achever  de  définir  cette  droite,  il  n'y  aura  plus  qu'à 
trouver  les  cotes  des  points  x  et  xf^  ce  qui  s'effectuera  par  Tun  des  moyens  indiqués 
aux  n°»  763  et  778. 

Ce  procédé  deviendrait  indispensable,  si  les  plans  donnés  P  et  P'  avaient  leurs 
horizontales  respectivement  j[7ara//e/e^  ;  mais  alors  un  seul  plan  auxiliaire  suffirait, 
puisque  l'intersection  demandée  devrait  être  aussi  parallèle  aux  horizontales  pri- 
mitives. 

781.  {Fig*  7.)  Trower  l'intersection  d* une  droite  et  d'un  plan  donnés.  On  con- 
duira,  par  la  droite  proposée,  un  plan  auxiliaire  dont  les  horizontales  seront  deux 
parallèles  menées  arbitrairement  par  deux  points  de  cette  droite;  puis,  en  cher- 
chant l'intersection  de  ce  plan  auxiliaire  avec  le  plan  donné,  cette  intersection  cou- 
pera la  droite  proposée  au  point  demandé  x.  Il  restera  à  estimer  la  cote  de  ce  point, 
comme  nous  l'avons  indiqué  aux  n*^  763  et  778. 

782.  {Fig.  8.)  On  trouvera  semblablement  le  point  de  rencontre  de  deux 
droites  données,  qui  seraient  situées  dans  le  même  plan  vertical,  ou  qui  auraient  la 
même  projection.  Car,  en  conduisant  par  chacune  d'elles  un  plan  arbitraire,  l'inter- 
section de  ces  deux  plans  ira  passer  par  le  point  cherché,  dont  la  cote  s'estimera 
ensuite  comme  au  n°  763. 

785.  Par  un  moyen  analogue,  on  pourra  reconnaître  si  deux  droites  données, 
dont  les  projections  sont  différentes,  se  coupent  effectivement;  car,  dans  ce  cas,  il 
faudra  que  l'intersection  des  deux  plans  arbitraires  conduits  par  ces  droites  aille 
passer  par  le  point  commun  aux  deux  projections  données;  ou  bien,  on  examinera  s'il 
y  a  parallélisme  entre  les  droites  qui  réuniraient  les  points  affectés  des  mêmes  cotes. 

784.  [PL  6^jfig.  9.)  Par  un  point  donné  (io",4),  conduire  un  plan  parallèle  à 
un  plan  donné.  L'échelle  de  pente  du  plan  cherché  sera  parallèle  à  celle  du  plan 
connu,  et  passera  par  le  point  donné.  D'ailleurs,  puisque  l'inclinaison  doit  être 
égale,  il  suffira  de  joindre  le  point  (io™,4)  avec  celui  qui  a  la  même  cote  sur  l'é- 
chelle donnée,  puis  de  mener  à  cette  ligne  de  jonction,  des  parallèles  par  les  autres 
divisions  de  l'échelle  du  plan  connu. 

785.  {Fig.  10.)  Par  deux  droites  données ,  conduire  deux  plans  qui  soient  pa-- 
ralléles  entre  eux.  On  mènera,  par  un  point  de  la  première  droite,  une  parallèle  à  la 
seconde,  et,  par  un  point  de  celle-ci,  une  parallèle  à  la  première  droite.  Alors,  en 
conduisant  un  plan  par  la  première  et  la  troisième  droite,  puis  un  autre  plan  par 
la  deuxième  et  la  quatrième,  on  obtiendra  évidemment  les  deux  plans  demandés. 
On  sent  bien  qu'ils  se  réduiraient  k  un  seul,  si  les  droites  primitives  se  coupaient; 
ou  qu'ils  deviendraient  indéterminés,  si  elles  étaient  parallèles. 

786.  D'un  point  donné  (8"*,2) ,  abaisser  une  perpendiculaire  sur  un  plan  connu. 
La  projection  de  cette  perpendiculaire  sera  évidemment/^oro/Ze/l^  à  la  projection  de 
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Téchelle  du  plan,  mais  leurs  inclinaisons  seront  inverses  Tune  de  l'autre;  c*est- 
à-dire  que  si  la  pente  du  plan  donné  est  ^  par  exemple,  celle  de  la  droite  cherchée 

sera  x*  Alors,  en  prenant  sur  l'échelle  horizontale  du  dessin  une  longueur  égale 

à  3  mètres,  et  portant  cet  intervalle  sur  la  perpendiculaire  indéfinie,  au-des- 
sous du  point  donné  (8™,2),  on  obtiendra  un  second  point  de  cette  perpendiculaire 
qui  aura  pour  cote  (8",a4-5°")  ou  (i3",2).  Parla,  cette  perpendiculaire  sera  com- 
plètement déterminée;  mais  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'exécuter  ces  con- 
structions, ainsi  que  celles  qui  sont  indiquées  dans  les  numéros  suivants. 

787.  Si  d'ailleurs  on  cherche  (n**  781)  le  point  de  rencontre  de  cette  perpendi- 
culaire avec  le  plan  proposé,  et  que  l'on  calcule  la  vraie  distance  de  ce  point  de 
section  au  point  donné  (n®  764),  on  connaîtra  la  plus  courte  distance  de  ce  dernier 
point  au  plan  proposé. 

788.  De  même,  si  l'on  demandait  la  plus  courte  distance  d^un  point  à  une  droite^ 
on  conduirait  par  ce  point  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite,  et  l'échelle  de  ce 
plan  se  construirait  par  un  procédé  inverse  de  celui  du  n°  786.  Ensuite  on  cherche- 
rait le  point  de  rencontre  de  ce  plan  et  de  la  droite  proposée,  puis  la  vraie  distance 
de  ce  point  de  section  au  point  donné. 

Les  questions  qui  précèdent  suffisent,  sans  doute,  pour  montrer  comment  on 
résoudra  tous  les  problèmes  où  il  n'y  aura  a  combiner  que  des  droites  avec  des 
plans;  et  nous  engageons  le  lecteur  à  s'exercer  encore  sur  la  recherche  de  la  plus 
courte  distance  de  deux  droites^  et  sur  l'angle  de  deux  plans,  ou  de  deux  droites 
données. 

789.  [PL  QS^fig.  II.)  Les  surfaces  courbes,  surtout  lorsqu'elles  ne  sont  pas 
susceptibles  d'une  définition  rigoureuse,  comme  cela  arrive  pour  la  surface  du  sol, 
se  représentent  par  les  projections  d'un  certain  nombre  de  courbes  de  niveau^  qui 
sont  les  sections  que  produiraient  dans  cette  surface  des  plans  horizontaux,  équi- 
distants  dans  le  sens  vertical  ;  puis,  l'on  regarde  chaque  zone  comprise  entre  deux 
courbes  de  niveau  consécutives,  comme  engendrée  par  une  droite  qui,  en  glissant  sur 
ces  deux  courbes^  demeurerait  constamment  normale  à  l'une  d'elles,  par  exemple  à 
la  courbe  inférieure.  C'est  donc  une  surface  gauche  que  l'on  substitue  ainsi,  dans 
chaque  zone,  à  la  surface  réelle  du  terrain,  dont  la  forme  rigoureuse  ne  serait 
connue  qu'autant  qu'on  aurait  assigné  la  loi  géométrique  qui  lie  entre  elles  les 
diverses  sections  de  niveau  ;  mais  cette  approximation  est  bien  suffisante  ici. 

790:  Ordinairement,  les  courbes  horizontales  sont  assez  rapprochées  et  assez 
peu  différentes  dans  leur  courbure,  pour  que  la  génératrice  rectiligne  de  chaque 
zone  puisse  être  regardée  comme  sensiblement  normale  aux  deux  courbes  à  la  fois. 
Dans  cette  hypothèse,  la  surface  que  l'on  substitue  k  la  zone  du  sol  devient  déve- 
loppable  (n^l80)  ;  car  chaque  génératrice,  pour  passer  k  une  position  infiniment 
voisine,  se  meut  sur  deux  tangentes  qui  sont  évidemment  parallèles,  et  dès  lors 
situées  dans  un  même  plan 


i 


GHAPITBE  n.  *-  BrimODE   DES   FLANS   COTES.  3l5 

791.  {Fig.  II.)  Lorsque  la  distance  des  sections  de  niveau  se  trouve,  dans  cer- 
taines régions,  trop  considérable  pour  que  les  droites  génératrices  soient  sensible- 
ment normales  aux  deux  courbes  voisines,  on  peut  substituer  à  ces  droites  des  arcs 
de  courbe  qui  remplissent  cette  condition  ;  et  par  là  on  ne  change  pas  le  mode  de 
génération,  car  cela  revient  à  imaginer  d'autres  sections  de  niveau  intercalées 
entre  les  premières,  et  assez  voisines  pour  intercepter  sur  la  génératrice  curviligne 
des  arcs  qui  puissent  être  regardés  comme  confondus  avec  leurs  cordes. 

792.  {Fig.  \  iJ)Trower  la  cou  d'un  point  donné  par  sa  pmjection  horizontale,  et 
situé  sur  une  surface  connue.  Si  cette  projection  tombe  entre  les  courbes  de  niveau 
qui  ont  les  cotes  i  a"*  et  1 3"^,  on  mènera  par  ce  point  une  génératrice  normale  dont 
les  extrémités  auront  ces  mêmes  cotes;  puis,  en  appliquant  sur  cette  droite  une 
règle  divisée  en  millimètres,  on  verra  aisément  quel  est  le  rapport  des  deux  parties 
de  cette  normale,  et  alors  une  simple  proportion  fera  trouver  la  cote  du  point  pro- 
posé (i:i",  6). 

793.  La  question  réciproque,  où  Ton  aurait  pour  but  de  trouver  tous  les  points 
de  la  surface  qui  ont  une  cote  donnée  (  14"^,  5),  est  également  facile  à  résoudre,  en 
prenant  les  milieux  des  diverses  normales;  et  c'est  par  ce  moyen  qu'on  intercalera 
de  nouvelles  courbes  de  niveau  entre  les  premières,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  l^fig*  1 1  • 

794.  {Fig.  1 1 .)  Construire  le  plan  tangent  pour  un  point  donné  sur  Une  surface 
connue.  Lorsque  le  point  donné  M  sera  placé  sur  une  des  courbes  de  niveau,  le  plan 
tangent  devra  passer  par  la  tangente  de  cette  courbe  et  par  la  génératrice  rectiligne 
LM  qui  lui  est  normale;  ainsi,  en  prolongeant  cette  normale  jusqu'à  la  courbe  supé- 
rieure, la  partie  interceptée  ML  fera  connaître  :  i®  la  direction  de  l'échelle  de  pente 
du  plan  demandé;  a^  les  cotes  de  deux  points  de  cette  échelle,  dont  la.  graduation 
sera  dès  lors  bien  facile  à  achever.  Si  l'on  admet  l'hypothèse  habituelle  du  n^  790, 
ce  plan  touchera  la  zone  tout  le  long  de  la  génératrice  interceptée  LM;  tandis  qu'il 
ne  serait  tangent  qu'au  seul  point  M,  si  l'on  conservait  la  génération  du  n^  789. 

795.  Quand  le  point  de  contact  sera  donné  entre  deux  courbes  de  niveau  consé- 
cutives, on  mènera  encore  de  ce  point  une  normale  à  la  courbé  inférieure;  et  si 
cette  droite  est  sensiblement  normale  à  la  courbe  supérieure,  la  partie  intercep- 
tée fournira  la  direction  et  la  grandeur  d'une  des  divisions  de  lechelle  du  plan  tan- 
gent. Dans  le  cas  contraire,  on  tracera  (n^  793)  la  section  horizontale  qui  passerait 
par  le  point  donné  ;  et  alors  la  tangente  et  la  normale  de  cette  courbe  détermine- 
ront le  plan  tangent  comme  au  numéro  précédent. 

796.  Si,  à  partir  d'un  point  L  donné  sur  la  surface,  on  mène  une  normale  LM 
à  la  courbe  inférieure,  puis  que,  du  pied  de  cette  normale,  on  en  conduise  une 
autre  MN  perpendiculaire  à  la  troisième  courbe,  et  ainsi  de  suite,  l'ensemble  de 
ces  diverses  normales  formera  la  ligne  de  plus  grande  pente  de  la  surface,  relative- 
ment au  point  de  départ  L.  Cela  deviendra  évident,  si  l'on  admet  que  chaque  zone 
du  terrain  coïncide  avec  son  plan  tangent,  dans  une  largeur  très-petite  autour  des 
droites  LM,  MN,  NP,...,  et  si  l'on  se  rappelle  ce  que  nous  avons  dit  au  n^  770  pour 
la  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan. 

4o. 
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797.  Dans  les  applications  de  la  méthode  actuelle,  il  importe  beaucoup  de  savoir 
discerner  d'avance  quelle  sera  la  position  du  plan  tangent  par  rapport  à  la  surface, 
dans  les  environs  du  point  de  contact.  Or»  d'après  ce  que  nous  avons  dit  sur  la 
courbure  des  surfaces  et  la  note  du  n^  695,  on'  peut  poser,  comme  vraie  en  gêné-- 
rai,  la  règle  suivante  :  Lorsque  deux  courbes  tracées  sur  une  surface  se  coupent  h 
angles  droits,  et  que  Tune  et  l'autre  sont  comexes,  c'est-à-dire  situées  au-dessous 
du  plan  tangent  relatif  au  point  commun,  la  surface  est  elle-même  convexe  tout 
autour  de  ce  point.  Cette  conséquence  ne  souffrirait  d'exception  que  si  les  tan- 
gentes aux  deux  courbes  rectangulaires  se  trouvaient  comprises  dans  le  même  angle 
obtus  PM^  ou  QM/>  [fig.  i34)  formé  par  les  deux  plans  normaux  limites  dont  nous 
avons  parlé  au  n^  694  :  mais  ce  cas  exceptionnel  ne  se  présentera  jamais  ici  pour  la 
section  de  niveau  et  la  ligne  de  plus  grande  pente,  du  moins  en  conservant  l'hypo- 
thèse ordinaire  d'une  zone  développable,  admise  au  n^  790;  car  alors  cette  ligne 
de  plus  grande  pente  sera  tangente  k  l'une  des  deux  sections  principales.  Ainsi,  pour 
s'assurer  que  la  surface  du  sol  est  convexe  autour  d'un  certain  point,  il  suffira  de 
reconnaître  que  la  courbe  de  niveau  et  la  ligne  de  plus  grande  pente  sont  toutes  deux 
convexes  dans  le  voisinage  de  ce  point  :  or,  la  première  de  ces  lignes  étant  donnée 
en  vraie  grandeur  sur  le  plan  horizontal,  on  verra  bien  si  elle  remplit  cette  condi- 
tion ;  et  quant  k  la  seconde,  voici  un  caractère  facile  à  saisir. 

798.  {Fig.  II.)  En  désignant  par  h  la  distance  verticale  de  deux  sections  de 
niveau  consécutives,  et  par  /  leur  distance  LM  en  projection  horizontale,  il  est  clair 
que  l'inclinaison  a  de  la  tangente  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  au  point  M  sera 

donnée  par  la  relation  tanga  =  -j>  du  moins  pour  des  valeurs  de  h  assez  petites. 

Si  donc  on  veut  que  celte  courbe  soit  convexe^  ou  située  au-dessous  de  sa  tangente 
dans  le  voisinage  du  point  considéré,  il  faut  évidemment  que  Fangle  a  aille  en  aug- 
mentant à  mesure  que  l'on  descend  de  L  à  M,  N,  P,...,  et  conséquemment  que  les 
distances  horizontales  /  ou  LM,  MN,  NP,...,  aillent  en  diminuant,  puisque  A  est  con- 
stant. D'après  ces  remarques,  on  peut  poser  les  règles  suivantes  : 

i^  La  surface  est  convexe,  c'est-à-dire  inférieure  au  plan  tangent  tout  autour 
du  point  de  contact,  quand  toutes  les  courbes  de  niveau  voisines  sont  cowea>eSf 
et  que  leur  distance  horizontale  diminue  en  descendant,  ou  du  moins  reste  con- 
stante; 

a^  La  surface  est  concave^  ou  supérieure  au  plan  tangent,  lorsque  toutes  les  courbes 
de  niveau  sont  concaves^  et  que  leur  distance  horizontale  augmente  en  descendant, 
ou  du  moins  reste  constante  ; 

3^  Lorsque  les  courbes  de  niveau  sont  con/vexesj  et  que  leur  distance  horizontale 
augmente  en  descendant,  la  surface  est  convexe  dans  le  sens  horizontal,  mais  elle 
est  concave  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente,  comme  la  gorge  d'une  poulie  dont 
l'axe  serait  vertical; 

4^  Quand  les  courbes  de  niveau  sont  concaçes^  et  que  leur  distance  horizontale 
diminue  en  descendant,  la  surface  est  concave  dans  le  sens  borizontaU  et  convexe 
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dans  le  sens  de  la  ligne  de  plus  grande  pente,  comme  la  gorge  d'une  poulie  dont 
Taxe  serait  horizontal. 

Mais,  dans  ces  deux  derniers  cas,  et  dans  les  autres  variétés  de  forme  que  peuvent 
offrir  les  courbes  de  niveau,  le  plan  tangent  se  trouve  en  partie  au-dessus  et  en 
partie  au-dessous  de  la  surface;  par  conséquent,  il  coupe  le  terrain,  et  Ton  ne  peut 
plus  s'en  servir  utilement  pour  les  problèmes  du  défilement.  Le  même  inconvénient 
a  lieu  dans  le  second  cas  cité  plus  haut. 

799.  Il  résulte  aussi  des  considérations  précédentes  que  lapente  du  sol,  regardé 
comme  coïncidant  avec  son  plan  tangent  dans  une  petite  étendue  autour  du  point 

considéré,  a  pour  mesure  y*  Ainsi  cette  pente  est  d'autan t/?///j  roide  que  les  courbes 

de  niveau  sont  plus  rapprochées  les  unes  des  autres  en  projection  horizontale;  et 
si  deux  de  ces  courbes  venaient  à  se  toucher,  le  terrain  serait  à  pic  en  cet  endroit. 

800.  [Fig.  1 1 .)  Sur  une  surface  connue,  tracer  l'axe  d'un  chemin  dont  lapente 
soit  constante.  Si  \  est  la  pente  assignée,  on  prendra  une  ouverture  de  compas  égale 
à  6  unités  de  l'échelle  horizontale  du  dessin,  et  en  la  portant  de  a  en  b,  entre  deux 
courbes  de  niveau  dont  les  cotes  diffèrent  de  i  mëtre,  il  est  clair  que  la  droite  pro- 
jetée sur  ab  sera  la  Ugne  milieu  d'une  rampe  plane  qui  aura  bien  une  pente  égale 
à  •^.  Donc,  en  continuant  de  porter  le  même  intervalle  de  b  en  c,  de  c  en  d,  de  d  en  e, 
avec  le  soin  d'éviter  que  l'une  de  ces  droites  ne  coupe  deux  fois  la  même  courbe  de 
niveau,  on  aura  satisfait  à  la  question  proposée. 

801.  {PL  &Sjfig.  la.)  Trower  l'intersection  d'un  plan  donné  avec  une  surface 
connue.  On  tracera  les  horizontales  du  plan,  qui  ont  les  mêmes  cotes  que  les  courbes 
de  niveau  de  la  surface  proposée;  et  leurs  rencontres  mutuelles  feront  connaître 
les  points  de  l'intersection  demandée.  Mais  il  faudra  prendre  garde  de  confondre 
les  points  d'entrée  avec  les  points  de  sortie,  et  quelquefois  intercaler  de  nouvelles 
courbes  de  niveau  dans  les  parties  où  les  données  ne  seront  pas  assez  voisines. 
Pour  obtenir  le  point  culminant  de  la  section,  c'est-à-dire  le  point  où  la  tangente 
sera  horizontale,  il  faudra  chercher  une  génératrice  ab  qui  soit  normale  à  la  courbe 
de  niveau  inférieure,  et  parallèle  a  la  projection  de  l'échelle  de  pente  du  plan  sécant; 
car,  pour  le  point  z  de  la  courbe  qui  se  trouvera  sur  ab,  le  plan  tangent  de  la  sur- 
face sera  le  même  qu'en  a  (du  moins  dans  l'hypothèse  habituelle  du  n^  790);  et 
comme  ce  dernier  plan  aura  sa  trace  horizontale  parallèle  à  celle  du  plan  sécant, 
leur  intersection,  qui  sera  la  tangente  en  z,  se  trouvera  nécessairement  horizon- 
tale. Quant  à  la  manière  de  trouver  le  point  z  où  la  génératrice  ab  rencontre  le  plan 
sécant  donné,  cela  s'effectuera  parla  méthode  du  n^  781,  ainsi  qu'on  le  voit  indi- 
qué sur  la^^.  12. 

802.  Lorsque  le  plan  proposé  sera  vertical,  la  section  se  trouvera  projetée  sur 
sa  trace;  mais  alors,  comme  on  connaîtra  les  cotes  des  points  où  il  coupe  les  courbes 
de  niveau,  on  pourra  exécuter  unprqfil  rabattu,  en  faisant  tourner  le  plan  sécant 
Autour  de  sa  trace  horizontale. 

803.  {Fig.  i3.)  Trouver  r intersection  d'une  droite  et  d'une  surface  données.  On 
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conduira  par  cette  droite  un  plan  arbitraire,  en  tirant  k  volonté  des  parallèles  par 
tous  ses  points  de  division  :  puis,  en  cherchant  la  section  que  fce  plan  produira  dans 
la  surface»  cette  courbe  ira  rencontrer  la  droite  primitive  au  point  demandé. 

804.  On  trouvera  l'intersection  de  deux  surfaces  connues,  en  combinant  les 
courbes  de  niveau  qui  ont  des  cotes  respectivement  égales  dans  les  deux  surfaces- 

Enfin,  s'il  s'agissait  d'avoir  le  point  de  rencontre  d'une  surface  avec  une  courbe, 
on  imaginerait,  par  cette  dernière,  un  cylindre  horizontal  dont  on  chercherait  l'in- 
tersection avec  la  surface  donnée,  opération  qui  s'exécuterait  comme  au  n®  801  ; 
alors  cette  intersection  irait  couper  la  courbe  donnée,  aux  points  qui  sont  communs 
à  cette  dernière  et  à  la  surface  proposée. 

Nous  nous  bornons  ici  à  ces  indications  succinctes,  parce  que  les  autres  questions 
que  l'on  pourrait  traiter  par  ces  méthodes  n'auraient  d'intérêt  qu'en  les  présentant 
sous  une  forme  qui  les  rattacherait  spécialement  à  la  Fortification. 


CHAPITRE  III. 

NOTIONS  PRÉLIMINAIRES  SUR  LES  ENGRENAGES. 

805.  Quand  un  corps  solide,  quelle  que  soit  sa  forme,  tourne  autour  d'un  axo. 
fixe,  tous  les  points  de  ce  corps  décrivent,  dans  un  même  temps,  des  arcs  de  cercle 
qui  correspondent  à  des  angles  nécessairement  égcuixi  puisque  le  système  est  de 
forme  invariable.  Donc  ces  arcs  se  trouvent  proportionnels  k  leur  rayons  r,  r',  r",.,., 
qui  sont  les  distances  de  ces  divers  points  à  l'axe  fixe,  et  conséquemment  les  vitesses 
absolues  v,  ç\  ('"«...f  de  tous  ces  points  sont  aussi  proportionnelles  aux  rayons 
r,  r',  r^,...  ;  de  sorte  que  si  l'on  désigne  par  o)  la  vitesse  absolue  commune  à  tous  les 
points  qui  sont  placés  à  une  distance  de  l'axe  égale  à  t unité,  on  aura  toujours  les 
relations 

--  =  -7  =  -7  =  ...  =  a),     doù     c  =  r6),     «^  =  r'a),.... 
r       r         r 

La  quantité  a>  est  ce  qu'on  appelle  la  vitesse  angulaire  ou  la  vitesse  de  rotation  du 
système,  soit  qu'elle  demeure  constante  ou  qu'elle  varie  avec  le  temps;  et  lorsque 
cette  vitesse  o)  sera  connue,  on  voit  que  les  vitesses  des  autres  points  du  corps  s'en 
déduiront  immédiatement. 

806.  Gela  posé,  un  engrenage  cylindrique  est  le  système  de  deux  roues  dont  les 
axes  sont  parallèles,  et  dont  l'une  ayant  reçu  un  mouvement  autour  de  son  axe 
immobile,  communique  à  l'autre  roue  une  rotation  contraire  autour  de  son  axe 
également  invariable.  Mais  cette  transmission  de  mouvement  doit  être  faite  sous  la 
condition  essentielle  que  les  vitesses  angulaires  des  deux  roues  conserveront  toujours 
entre  elles  un  rapport  constant  ;  afin  qu'un  mouvement  uniforme  imprimé  à  la  roue 
menante  produise  aussi  un  mouvement  uniforme  dans  la  roue  menée,  ce  qui  est  en 
général  une  condition  nécessaire  pour  le  jeu  régulier  des  machines» 
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807.  {PL  ^jfig.  I.)  Pour  remplir  la  condition  énoncée  ci-dessus,  partageons 
rintervalle  00'  des  deux  axes  en  deux  parties  OA  =  R,  0' A  =  R',  qui  soient  en  rai- 
son inverse  des  nombres  keik  par  lesquels  la  question  aura  fixé  le  rapport  que  doi- 
vent offrir  les  vitesses  angulaires  des  deux  roues;  puis,  avec  ces  distances  pour 
rayons,  décrivons  deux  cercles  tangents  en  A,  et  dont  chacun  soit  lié  invariablement 
avec  son  axe*  Alors,  Je  dis  qu*on  atteindra  le  but  proposé  en  faisant  tourner  ces 
deux  cercles  primitifs  de  manière  que  les  points  de  leurs  circonférences  prennent  des 
VITESSES  ABSOLUES  qui  soient  ÉGALES  daus  les  deux  cercles;  ou,  en  d'autres  termes, 
de  manière  que  les  points  A  et  a  de  ces  circonférences  décrivent  toujours ^  dans  un  même 
temps^  des  arts  AA'  et  aaf  qui  soient  égaux  en  longueur  absolue. 

En  effet,  en  appelant  V  et  V  les  vitesses  absolues  des  points  A  et  a,  il  en  résul- 
tera pour  les  roues  0  et  0'  des  vitesses  angulaires  (n**80a)  données  par  les  for- 
mules 

R'     ^       R' 


û>=^,      0)  =--; 


et  si  V  =  V  à  toutes  les  époques  du  mouvement,  quoique  ces  vitesses  puissent  varier 
avec  le  temps,  il  est  évident  que  Ton  aura  toujours 


f\  *  f\'  •  •    '   •     '    •  •  L  »  Lf 


Ainsi,  en  remplissant  la  condition  AA'=  aaf^  le  rapport  des  vitesses  angulaires  des 
deux  roues  demeurera  bien  constant,  et  égal  à  celui  que  la  question  avait  assigné. 

808.  {Fig.  I.)  Pour  que  le  mouvement  de  rotation  imprimé  à  la  roue  0  soit 
transmis  à  la  roue  0'  d'une  manière  efficace  et  capable  de  vaincre  des  résistances 
considérables,  on  arme  ces  deux  roues  de  saillies  ou  dents,  terminées  par  des  sur- 
faces cylindriques  projetées  sur  des  courbes  telles  que  AB  et  ab.  On  pourra  tracer  a 
volonté  le  profil  ab  d'une  de  ces  dents  (sauf  la  restriction  du  n^  850)  ;  mais  ensuite 
la  forme  AB  de  la  dent  conjuguée  devra  être  choisie  de  manière  que,  par  sa  pression 
continue  sur  ab,  le  mouvement  satisfasse  à  la  condition  essentielle  AA'  =  aa'  indi-- 
quée  ci-dessus. 

{Fig.  a.)  Si  donc  on  conçoit  que  la  roue  0'  ait  tourné  de  manière  que  le  rayon 
O'a  soit  parvenu  en  O'a',  et  le  profil  ab  en  a'b\  l'autre  roue  0  aura  dû  tourner  d'un 
angle  AOA'  tel,  que  l'arc  AA'=  aa';  et  dans  cette  position,  la  courbe  inconnue  AB, 
transportée  en  A'B',  devra  aussi  toucher  le  profil  a' 6'  en  un  certain  point  m\  Un 
pareil  contact  devra  se  reproduire  pour  toute  autre  rotation  satisfaisant  à  l'égalité  des 
arcs  parcourus  par  les  points  A  et  a;  mais,  comme  dans  ce  genre  de  mouvement  les 
deux  profils  AB  etab  se  déplacent  simultanément,  il  n'est  pas  facile  d'apercevoir  la 
relation  géométrique  qui  doit  les  lier  entre  eux  :  tandis  que  cela  deviendrait  fort 
aisé,  si  l'un  de  ces  profils  demeurait  immobile.  Nous  allons  donc  tâcher  de  ramener 
la  question  à  ce  dernier  état. 

809.  A  cet  effet,  et  lorsque  les  deux  roues  ont  déjà  pris  la  position  où  les  dents 
sont  devenues  A'B'  et  a'b\  faisons  tourner  tout  le  système  autour  du  point  0,  sans 
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altérer  la  situation  relative  d'aucune  de  ses  parties,  et  de  manière  que  le  rayon  OÂ' 
reprenne  sa  position  primitive  OAZ,  et  le  profil  A'B'  sa  première  situation  AB.  Par 
là,  la  ligne  des  centres  00'  aura  décrit  Tangle  O'OOa  correspondant  à  un  arc  AA29 
égal  à  A  A'  :  le  cercle  0'  sera  devenu  le  cercle  0^»  et  le  profil  afb'  aura  pris  la  position 
^2^2»  qui  devra  évidemment  se  retrouver  tangente  au  profil  primitif  AB,  comme  cela 
avait  lieu  pour  a'b'  et  A'B'.  Mais,  puisque  les  arcs  A^  A  et  A^a^  sont  les  mêmes  que 
AA'  et  Aa',  qui  ont  par  hypothèse  la  même  longueur,  il  s'ensuit  que  ces  arcs  A^  A  et 
A^a^  sont  aussi  égaux  entre  eux;  et  de  la  résulte  cette  conséquence  remarquable  : 
le  cercle  O21  ci^^c  son  profil  a^ba,  n^est  autre  chose  que  ce  que  deviendrcdt  le  cercle  0' 
wecsonprofil  ab,  si  l' on  faisait  rouler  ce  dernier  cercle^  sans  glissetf  sur  la  circmfé^ 
rence  0  demeurée  entièrement  immobile,  ainsi  que  son  profil  AB. 

Et  comme  il  en  serait  de  même  pour  tout  autre  angle  de  rotation,  satisfaisant  à  la 
condition  AA'  =  aa\  on  peut  poser  ce  principe  général  :  Lorsque  deux  cercles  tan- 
gents 0  et  0'  tournent  autour  de  leurs  centres  immobiles^  de  manière  que  leurs  cir- 
conférences prennent  des  vitesses  égales^  leurs  positions  relatives^  et  celles  des  courbes 
qu'ils  entraînent  avec  eux,  sont  les  mêmes  que  si  l'on  avait  laissé  le  cercle  0  entiè- 
rement immobile,  et  qu'on  eût  fait  rouler  le  cercle  0'  sur  le  premier. 

810.  {Fig.  3.)  D'après  cela,  on  voit  que  la  propriété  caractéristique  de  la 
courbe  AB  peut  être  énoncée  comme  il  suit  :  Le  profil  AB  doit  être  l'enveloppe  de 
toutes  les  positions  a^ba,  asb,,...,  qu'occupera  le  profil  dh  y  lorsqu'on  fera  rouler  le 
cercle  0'  sur  le  cercle  0,  qui  demeure  entièrement  immobile.  Ainsi,  après  avoir  con- 
struit un  certain  nombre  de  positions  0^,  Oj,  O4,...,  du  cercle  roulant  0',  avec 
les  courbes  correspondantes  as^a»  ^s^a»  a^^bj^^...^  il  n'y  aura  plus  qu'à  tracer  une 
courbe  Aee^e^...  qui  soit  tangente  à  toutes  cçiS  enveloppées.  Mais  ce  procédé  fort 
simple,  qui  offrirait  déjà  une  approximation  suffisante  dans  beaucoup  de  cas, 
acquerra  toute  la  précision  désirable,  si  nous  donnons,  comme  nous  allons  le  faire, 
un  moyen  de  trouver  la  position  même  des  points  de  contact. 

811.  [Fig.  3.)  Observons,  d'abord,  que  l'enveloppe  de  toutes  les  courbes  aft, 
a^b^y  ««ia^-'M  n'est  autre  chose  que  le  lieu  des  intersections  consécutives  »,  i\  i*',..., 
de  toutes  ces  courbes  supposées  infiniment  voisines  ;  car  ce  lieu  aurait  évidemment 
deux  points  communs  avec  chacune  de  ces  enveloppées,  et  conséquemmeni;  il  sei^ait 
tangent  à  chacune  d'elles. 

Cela  posé,  si  l'on  considère  le  cercle  individuel  O3  avec  l'enveloppée  correspon- 
dante a,  6,,  et  qu'on  mène  à  celle-ci  une  normale  A^e,  partant  du  point  de  contact 
du  cercle  mobile,  je  dis  que  e,  sera  le  point  de  contact  de  l'enveloppe  AB  sur  la 
courbe  a, 6,.  En  effet,  pendant  la  rotation  du  cercle  O3  pour  passer  à  une  position 
infiniment  voisine,  le  point  e^  décrit  (n^  474)  un  petit  arc  circulaire  e^î.  qui  a  pour 
rayon  la  distance  Aa^,  :  or,  puisque  cette  droite  a  été  choisie  normale  à  la  courbe 
a, 63,  l'arc  e^z  sera  tout  entier  sur  l'enveloppée  a^b^\  donc  le  point  e  se  trouvera 
commun  à  l'enveloppée  a^b^  et  à  celle  qui  la  suit  immédiatement,  et  dès  lors  ce 
point  appartiendra  à  l'enveloppe  cherchée  AB.  Mais  cette  enveloppe  passerait  aussi 
par  un  point  analogue  l' situé  à  gauche  de  e,,  et  qui  serait  l'intersection  de  la  courbe 
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«3  è,  avec  Tenveloppée  qui  la  précède  immédiatement;  donc  l'élément  fi'^,6  se  trouve 
commun  à  Tenveloppée  a^i,  et  k  l'enveloppe  générale  AB  :  par  conséquent,  le  con- 
tact de  ces  deux  lignes  est  bien  en  e,,  et  leur  normale  commune  est  Â,e,. 

812.  D'après  cela,  quand  Tenveloppée  a6  sera  définie  géométriquement,  on  saura 
mener  à  ses  diverses  positions  des  normales  partant  des  points  Â2,  A,,...,  lesquelles 
feront  connaître  autant  de  points  e^,  ^s».*.,  de  l'enveloppe  générale.  Si  l'enveloppée 
ab  n'est  donnée  que  graphiquement,  après  l'avoir  transportée  dans  la  position  a,&, 
par  exemple,  on  cherchera  une  ouverture  de  compas  telle,  qu'en  décrivant  du  centre 
A3  un  arc  de  cercle,  il  touche  simplement  la  courbe  a,  63;  une  petite  portion  de  cet 
arc  appartient  sensiblement  à  l'enveloppe,  et  en  raccordant  tous  les  arcs  semblables 
par  un  trait  continu,  on  obtiendra  l'enveloppe  cherchée  avec  une  exactitude  suffi- 
sante pour  la  pratique.  Néanmoins,  ce  tracé  offrirait  encore  plus  de  précision,  si 
on  l'effectuait  avec  les  rayons  des  cercles  oscillateurs  de  l'enveloppe;  c'est  pourquoi 
nous  allons  donner  le  moyen  de  trouver  ces  derniers. 

813.  {PL  66fjîg.  4-)  Centres  de  courbure  de  l'ençeloppe.  Soit  0'  une  position 
quelconque  du  cercle  mobile  qui  touche  le  cercle  fixe  0  au  point  a;  soient  ab  l'en- 
veloppée correspondante  à  cette  situation,  AmB  l'enveloppe  générale,  C  et  C  les 
centres  de  courbure  de  ces  lignes  pour  le  point  de  contact  m,  centres  qui  doivent 
être  sur  la  normale  commune  a  m,  et  dont  le  premier  est  censé  connu  par  la  défini- 
tion de  la  courbe  amb.  Si  l'on  prend  sur  les  cercles  primitifs  deux  arcs  «a,  et  aa'  qui 
soient  égaux  en  grandeur  absolue  et  infiniment  petits,  la  droite  Ga«  mt  sera  une  nor- 
male de  l'enveloppe,  et  C'/n'a' une  normale  de  l'enveloppée;  car  le  centre  de  cour- 
bure C  ou  C  doit  être  l'intersection  de  la  normale  oc  m  avec  une  normale  infiniment 
voisine.  Or,  quand  la  rotation  du  cercle  0'  aura  amené  le  point  a'  en  contact  avec 
a,,  les  deux  normales  €««  et  Ca'  se  trouveront  nécessairement  en  ligne  droite,  ainsi 
que  les  deux  rayons  Oa,  et  O'a';  d'où  l'on  conclut  que  les  angles  Oa,C  et  O'a'C 
doivent  être  égaux  actuellement,  puisqu'ils  ne  changeront  pas  de  grandeur  pendant 
le  roulement  du  cercle  0'.  Cela  posé,  en  désignant  par  cp  l'angle  OaC  =  O'aC,  on  a 

évidemment 

Oa|C=y  +  0-C,     OVC=  ?? -h  C- 0'; 

d'où  il  résulte,  en  égalant  ces  deux  expressions, 
(a)  0-f-0'=C  +  C'. 

Pour  estimer  ces  derniers  angles,  il  faut  employer  les  arcs  décrits  de  leurs  sommets 
avec  un  rayon  égal  à  l'unité,  et  comparer  ces  arcs  avec  oca^  et  ace'  que  l'on  doit  regar- 
der comme  une  seule  ligne  droite  perpendiculaire  a  OaO^  Dès  lors,  en  posant 

« 

Oa  =  R,     Cm  =  pf     0'a=R',     Cm  =  p\     am=zp,     aa|  =  aa'=6&, 

et  en  décrivant  avec  le  rayon  Ca  ou  C'a  un  arc  de  cercle  qui  aura  évidemment  pour 
longueur  e&.cosf,  on  trouvera  aisément 

^    ^i^n       de       ^,        ds       ^       ds, cosif       ^,       ds. cosf? 

angleO  =  ^»    0'  =  ^,f    C  = h    C  =  -tt— ^î 

®  R  R'  p — p  p  -Hp 

Géométrie  Leroy.  4^ 


1 


I 
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puis»  en  substiluant  ces  valeurs  dans  Tégalité  précédente  (a),  il  viendra 

(A)  (p-:^  +  pT^^)  co«9  =  î  +  ff- 

formule  très-simple,  qui  fera  connaître  le  rayon  de  courbure  p  de  Tenveloppe,  et 
par  suite  son  centre  de  courbure  C,  quand  on  connaîtra  le  rayon  />'  de  l'enveloppée, 
et  les  quantités  peif  qui  seront  déterminées  pour  chaque  position  du  cercle  mo- 
bile 0'.  Mais  nous  allons  donner  de  cette  formule  une  traduction  graphique  qui  dis- 
pensera de  tout  calcul. 

814.  On  prévoit  aisément,  sans  tracer  une  nouvelle  figure,  qu'on  devra  changer 
le  signe  de  p'  dans  cette  formule,  quand  le  centre  G'  tombera  du  même  côté  que  C 
par  rapport  au  point  m  :  il  en  faudra  faire  autant  pour  R',  si  le  centre  0'  est  placé 
du  même  côté  que  0  relativement  au  point  de  contact  a  des  deux  cercles.  Ainsi, 
dans  le  cas  de  hfig*  5,  l'équation  (A)  prendra  la  forme 

qui  est  bien  symétrique  dans  toutes  ses  parties.  Sous  ce  point  de  vue,  il  eût  été  plus 
rationnel  d'établir  la  démonstration  sur  \dijig.  5,  où  les  centres  sont  placés  d'un 
même  côté  de  la  tangente  ;  mais  comme  ce  dernier  cas  se  présente  beaucoup  plus 
rarement  dans  les  engrenages,  nous  avons  voulu  fixer  l'attention  du  lecteur  sur  les 
données  les  plus  habituelles. 

Les  formules  (A)  et  (B)  et  celles  du  n**  817  sont  dues  à  M.  Savary,  qui  les  avait 
données  dans  ses  Leçons  de  machines  a  l'École  Polytechnique,  ainsi  que  la  con- 
struction graphique  fort  élégante  que  nous  allons  exposer. 

815.  {Fig.  6.)  Joignons  par  des  droites  les  centres  0  et  C,  0'  et  C;  puis,  en  pro- 
longeant ces  droites,  cherchons  les  points  D  et  D' où  elles  iront  couper  la  perpendi- 
culaire aD  élevée  sur  la  normale  commune  CaC:  il  arrivera  que  ces  deux  points 
D  et  D'  seront  confondus.  En  effet,  si  des  centres  0  et  0'  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires sur  la  normale  GaC,  on  formera  des  triangles  qui  seront  semblables  avec 
GaD  et  G'aD',  et  desquels  on  tirera  aisément 

RCOS7— -(p  — /?)  (p'-h/?)  — R'cosy 

Or  la  formule  (A)  donne,  en  transposant  le  deuxième  et  le  troisième  terme, 

Rcosy  —  (_P_~ ^J  _  (9'^p)  —  R' cosy 

(p  -  p)R  Cf^pyêi'     ' 

ce  qui  prouve  que  les  valeurs  précédentes  de  aD  et  aD'  sont  bien  égales. 

816.  Ainsi,  quand  on  connaîtra  le  centre  de  courbure  G'  pour  le  point  m  de  l'en- 
veloppée amb^  on  tirera  la  droite  G'O'  que  Ton  prolongera  jusqu'à  ce  qu'elle  ren- 
contre en  un  point  D  la  perpendiculaire  aD  élevée  sur  la  normale  a/wG';  puis,  en 
joignant  ce  point  D  avec  0,  la  droite  OD  ira  couper  la  normale  prolongée  C'a  au 
point  G,  qui  sera  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe  AmB  pour  le  point  m. 
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Lorsque  l'enveloppée  amb,  au  lieu  d'être  définie  par  ses  propriétés  géométriques, 
ne  sera  donnée  que  graphiquement,  on  tracera  plusieurs  cercles  tangents  en  m  à 
cette  courbe,  et  en  choisissant  celui  d'entre  eux  qui  approchera  davantage  de  se  con- 
fondre avec  ab  dans  les  environs  de  m,  son  centre  pourra  être  pris  pour  le  point  C. 

Dans  tous  les  cas,  si,  avec  les  rayons  tels  que  Cm,  on  décrit  de  petits  arcs  de 
cercle,  et  qu'on  les  raccorde  par  un  trait  continu,  on  obtiendra  le  tracé  de  l'enve- 
loppe A/72B,  de  la  manière  graphique  la  plus  exacte. 

817.  [Fig.  /|.)  Avant  d'appliquer  ces  résultats  à  divers  exemples,  nous  placerons 
ici  une  remarque  importante  pour  la  théorie  des  engrenages  ;  c'est  que,  pendant 
la  rotation  du  cercle  0'  sur  le  cercle  fixe  0,  la  courbe  amb  ne  roule  pas  simple- 
ment sur  AmB,  mais  elle  gKsse  en  même  temps  sur  cette  dernière  (n**  469),  d'où  il 
résulte  entre  les  dents  des  deux  roues  wu  frottement  qui  consomme  une  partie  de  la 
force  motrice.  En  effet,  lorsqu'à  une  époque  quelconque  les  cercles  0  et  0'  se  tou- 
chent en  a,  le  contact  m  de  l'enveloppe  avec  l'enveloppée  est  donné  par  la  normale 
CûcmC,  menée  de  ce  point  a;  donc,  quand  un  déplacement  infiniment  petit  aura 
fait  toucher  les  cercles  par  les  points  a'  et  a, ,  les  normales  correspondantes  seront 
les  droites  C'a'  et  Ca< ,  qui  vont  déterminer  les  points  m'  et  m^ ,  par  lesquels  l'en- 
veloppée et  l'enveloppe  se  toucheront  à  cette  seconde  époque  du  mouvement.  Or, 
si  les  arcs  mm'  et  mm^  ne  sont  pas  égaux  et  dirigés  dans  le  même  sens,  il  est  clair 
qu'il  y  aura  glissement  de  Tune  des  courbes  sur  l'autre  :  calculons  donc  ces  arcs. 

L'arc  wm,  fait  partie  du  cercle  osculateur  de  A/nB,  et  il  est  semblable  à  l'arc  qui 
serait  décrit  avec  le  rayon  Ca,  et  que  nous  avons  déjà  dit  (n**  815)  être  égal  à 
ds .  cos  9.  Ainsi  on  trouvera 

ùcosff.ds  ,      ù' C0S9. ds 

mm4=z^ i — ,         mm  =^^—T-^ — : 

d'oïl 


mm 


.  -  ^'=  [pz-p  -  p'Hr^)cos?-*  =  (g  +  r')M. 


en  réduisant  d'après  la  formule  (A).  D'ailleurs,  si  l'on  considère  un  déplacement 
de  grandeur  finie,  représenté  par  j"—  ^  sur  le  cercle  fixe,  la  différence  des  arcs 
parcourus  sur  l'enveloppe  et  l'enveloppée  par  leur  point  de  contact  sera  donnée  par 
l'intégrale  définie 

donc,  en  excluant  le  cas  inusité  où  la  portion  de  normale  am=p  changerait  de 
signe  dans  l'intervalle  de  s!  à  f^  il  est  certain  que  cette  intégrale,  composée  d'élé- 
ments tous  positifs,  ne  sera  jamais  nulle;  et,  par  suite,  il  y  aura  toujours  un  glis- 
sement entre  les  courbes  amb  et  A/nB. 

818.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  au  cas  très-particulier  où  p  serait  supposé 
constamment  nul;  car  cela  exigerait  que  l'enveloppée  et  l'enveloppe  fussent  con- 
fondues avec  les  circonférences  0'  et  0.  Si  l'un  des  deux  centres  C,  C  était  situé 
entre  a  et  m^  on  doit  apercevoir,  sur  la  fig.  /|,  que  les  points  m,  et  m'  seraient 

4î. 
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placés  l'un  à  gauche  et  Tautre  à  droite  de  m\  mais,  comme  alors  un  des  arcs  mm^ 
et  mn^  serait  négatif,  ce  serait  encore  leur  différence  analytique  qui  donnerait  Técar- 
tement  des  points  m,  et  m',  de  sorte  que  l'intégrale  d  s'applique  aussi  à  ce  cas.  Enfin, 
lorsque  le  roulement  est  intérieur,  comme  dans  la  fig.  5,  cette  intégrale  prendra 
la  forme 


^^[k-k)ip^'^ 


mais,  puisque,  dans  ce  cas,  les  rayons  R  et  R'  sont  nécessairement  inégaux,  la  diffé- 
rence (^  des  arcs  parcourus  par  le  contact  se  trouvera  encore  différente  de  zéro,  et  il 
y  aura  toujours  un  glissement  entre  l'enveloppe  et  l'enveloppée,  pourvu  que  p  ne 
change  pas  de  signe  dans  l'intervalle  que  l'on  considère. 

Revenons  maintenant  à  la  construction  graphique  des  centres  de  courbure  d'une 
enveloppe,  en  prenant  pour  exemples  les  cas  employés  le  plus  ordinairement  dans 
les  engrenages. 

819.  {Pi.  67,  fig.  9.)  Erweloppe  d'un  point  mobile.  Si  Tenveloppée  se  réduit  à  un 
point  unique  a  placé  sur  la  circonférence  même  du  cercle  mobile  0",  l'enveloppe 
ne  sera  autre  chose  que  la  courbe  décrite  par  ce  point,  c'est-à-dire  l'épicycloîde 
simple  aMB:ce  serait  l'épicycloîde  allongée  a' M' B',  si  le  point  générateur  était 
placé  en  a'  a  l'extérieur  du  cercle  mobile;  et  s'il  était  placé  intérieurement  en  a",  il 
donnerait  lieu  à  l'épicycloîde  raccourcie  a"]VrB".  On  a  vu  précédemment  (n***  471, 
475)  combien  il  est  facile  de  trouver  les  points  M,  M',  M"  de  ces  courbes,  qui  répon- 
dent à  chaque  position  du  contact  a  du  cercle  mobile  0'';  et  que  les  normales  corres- 
pondantes sont  les  droites  aM,  aM',  cx,W\  Maintenant,  pour  obtenir  les  centres  de 
courbure,  il  faut,  suivant  la  règle  du  n^  816,  élever  sur  chaque  normale  une  per- 
pendiculaire «D,  aD'  ou  aD",  et  la  prolonger  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  le  diamètre 
MO'  :  puis,  en  joignant  le  point  de  section  D,  D' ou  D",  avec  le  centre  0,  par  une 
droite,  cette  dernière  rencontrera  le  prolongement  de  la  normale  au  centre  cherché 
C,  G  ou  C". 

820.  {Fig.  9.)  Pour  l'épicycloîde  simple  AMB,  on  voit  bien  que,  sans  tracer  la 
perpendiculaire  aD,  le  point  de  rencontre  avec  MO' sera  toujours  à  l'extrémité  D 
de  ce  diamètre;  en  outre,  la  suite  des  centres  de  courbure  analogues  k  C  formera  une 
développée  ACE,  qui  sera  elle-même  une  nouvelle  épicycloïde,  que  l'on  peut  déter- 
miner à/)non  de  la  manière  suivante.  Après  avoir  élevé  la  perpendiculaire  CSsur 
la  normale,  on  décrira  un  cercle  qui  ait  pour  diamètre  l'intervalle  a§,  et  un  autre 
cercle  qui  ait  pour  rayon  06  :  puis,  en  faisant  rouler  le  premier  sur  le  second,  le 
point  C  engendrera  la  développée  AGE.  Pour  justifier  cette  assertion,  adoptons  les 
notations  suivantes  : 

Oa  =  R,     0'a  =  R',     06  =  r,     a6=2r'; 
puis,  observons  qu'à  cause  de  aD  =  MT,  on  a  évidemment 

06;Oa:;6C:aD;;ae;aT; 


i 
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ce  qui  donne  la  relation 

r  :  R  ;  :  r '  :  R'.     D'ailleurs    R  =  r  -f-  3  r'  ; 

d'où  Ton  conclut 

_      R'  ,_     RR^ 

Ces  valeurs  constantes  prouvent  déjà  que  les  deux  cercles  décrits  avec  0§  et  a§  res- 
teront invariables  de  grandeur»  quelle  que  soit  la  position  du  contact  a  du  cercle 
primitif  0';  dès  lors,  après  avoir  pris  l'arc  AF  égal  à  la  demi-circonférence  MaD, 
et  avoir  tiré  le  rayon  OEF,  il  ne  restera  plus  qu'à  démontrer  que  l'arc  6C  est  égal  à 
SE.  Or  les  arcs  semblables  SC  et  MT  sont  proportionnels  à  leurs  rayons,  ainsi  que 
êEetaF;  on  a  donc 

arcec  =  ^,  MT,        arcSE  =  ^-aF. 

Mais  MT=aF;  donc  les  arcs  SÇ  et  SE  sont  aussi  égaux  en  longueur  absolue, 
d'après  la  proportion  trouvée  plus  haut  entre  les  quatre  rayons. 

821.  Pour  le  sommet  B  de  Tépicycloïde  primitive,  le  centre  de  courbure  est  évi- 
demment placé  à  l'origine  E  de  la  développée  AGE  ;  mais,  comme  la  règle  générale 
du  n"^  816  devient  insuffisante  pour  obtenir  ce  centre  particulier  E,  à  cause  de  la 
coïncidence  de  plusieurs  lignes,  il  importe  de  savoir  le  trouver  directement.  Or  la 
valeur  de  r=  OE,  qui  a  été  donnée  ci-dessus,  fait  voir  que  si  l'on  décrit  sur  OB 
comme  diamètre  une  demi-circonférence,  elle  coupera  le  cercle  primitif  du  rayon  OA 
en  un  point  G  tel,  que  la  perpendiculaire  6E  fournira  le  point  cherché  E. 

822.  On  a  vu  au  n^  199  que,  dans  une  courbe  quelconque,  un  arc  de  la  déve- 
loppée est  toujours  égal  à  la  différence  des  rayons  de  courbure  qui  aboutissent  à  ses 
extrémités.  Donc  ici  l'arc  AG  égale  la  droite  CaM;  et  la  demi-branche  ACE  aura 
pour  longueur  EB  =  ar'-f-  aR';  mais,  pour  n'employer  que  les  éléments  même  de 
Tépicycloïde  ACE,  il  faudra  substituer  pour  R'  sa  valeur  en  fonction  de  ret  r',  tirée 
des  formules  du  n^  820,  et  l'on  trouvera 

ACE  =  4r'-f-^'-, 

résultat  qui  peut  se  construire  aisément  sur  la  figure. 

822  bis.  Là  cycloide  ordinaire  dont  nous  avons  parlé  au  n^  478,  se  déduit  de 
l'épicycloide,  en  supposant  infini  le  rayon  du  cercle  fixe,  ce  qui  change  ce  dernier 
en  une  droite  sur  laquelle  roule  le  cercle  mobile.  Si  donc  on  applique  à  hfig>  8, 
PL  47»  lâ  règle  du  n^  816,  on  trouvera  que,  par  l'extrémité  du  diamètre  MO'c^,  il 
faut  tirer  une  droite  qui  aboutisse  au  centre  du  cercle  fixe,  c'est-à-dire  ici  une  per- 
pendiculaire c^G  sur  la  base  DAF;  et  que  la  rencontre  de  cette  droite  c^C  avec  la 
normale  MA  prolongée,  fournira  le  centre  de  courbure  C  relatif  au  point  M.  Il  en 
résulte  évidemment  que  le  rayon  de  courbure  MAC  de  la  cycloide  est  toujours  double 
de  la  normale  MA;  et  conséquemment,  pour  le  sommet  G,  le  rayon  de  courbure  GE 
est  égal  au  double  du  diamètre  du  cercle  mobile.  De  là  on  conclura  aisément  que  la 
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développée  DCE  est  une  autre  cycloïde  égale  k  DGF,  et  que  la  longueur  totale  de 
cette  branche  DGF  est  égale  à  quatre  fois  le  diamètre  à\x  cercle  générateur  0'. 

823.  [PL  ^'jj  fig'  lo.)  Enveloppe  d'un  cercle.  Soient  0  le  cercle  fixe,  etC  le 
cercle  mobile  qui,  en  roulant  sur  le  premier,  entraine  avec  lui  un  petit  cercle  co  dont 
le  centre  est  fixé  sur  la  circonférence  0".  Adoptons  pour  position  initiale  celle  où  le 
centre  w  se  trouve  coïncider  avec  le  point  de  contact  A  des  cercles  0  et  0";  alors, 
quand  ce  dernier  aura  roulé  jusqu'en  0',  où  il  touche  le  cercle  0  en  a,  il  faudra 
prendre  l'arc  aM  égal  à  a  A;  puis,  du  point  M  comme  centre,  avec  le  rayon  donné  r, 
décrire  un  cercle  amb  qui  représentera  la  position  actuelle  de  «.  La  série  des  points 
M,  M2,...,  formera  d'abord  une  épicycloïde  AM2M;  ensuite,  d'après  le  n**  811,  il 
faudra  mener  du  point  de  contact  a,  une  normale  aM  k  l'enveloppée  amb,  et  les 
points  de  rencontre  m  et  tri  appartiendront  à  l'enveloppe  demandée,  laquelle  se 
composera  ici  de  deux  branches,  l'une  intérieure  cm,  l'autre  extérieure  t'm'.  Ces 
deux  enveloppes  auront  évidemment  les  mêmes  normales  que  Tépicycloide  AM; 
conséquemment,  elles  auront  aussi  les  mêmes  centres  de  courbure  et  la  même  déve- 
loppée ACE  que  l'épicycloide,  ainsi  qu'on  y  serait  conduit  forcément  en  appliquant 
à  l'une  ou  à  l'autre  le  procédé  graphique  du  n^  816.  Mais  leurs  rayons  de  courbure, 
tels  que  Cm  ou  Cm',  seront  tous  plus  petits  ou  tous  plus  grands  que  ceux  de  AM, 
de  la  quantité  constante  Mm  =  r;  de  sorte  que  ces  trois  courbes  seront  équidistantes 
partout,  dans  le  sens  de  leurs  normales  communes. 

824.  Chacune  de  ces  enveloppes  présente  un  rebroussement  à  l'endroit  où  elle 
vient  rencontrer  la  développée  ACE.  Pour  déterminer  le  point  s,  il  faut  observer  que, 
les  points  m  et  C  s'étant  rapprochés  jusqu'à  coïncider,  alors  le  rayon  de  courbure  de 
Tépicyctoïde  est  devenu  égal  à  Mm  =  r.  Si  donc  on  regarde  cette  épicycloïde  comme 
l'enveloppe  de  l'espace  parcouru  par  le  point  ci>  du  cercle  roulant  0"",  et  qu'on  lui 
applique  la  formule  (A)  du  n**  813,  en  observant  que  la  normale  désignée  alors 
par  p  est  ici  la  corde  aM  du  cercle  mobile,  on  verra  qu'il  faut  poser»  dans  cette 
formule, 

d'où  l'on  déduira  aisément 


r /R-haR'\ 


Dès  lors,  en  prenant  sur  la  circonférence  0,  à  partir  du  point  A,  un  arc  égal  %  celui 
qui,  dans  le  cercle  O'",  a  pour  corde  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver  pour  p, 
on  obtiendra  le  point  de  contact  a'  qui  répond  au  rebroussement  cherché  s;  et 
ensuite  ce  dernier  point  se  construira  facilement,  comme  on  l'a  fait  pour  le  centre 
C  au  moyen  de  a. 

Au  lieu  d'appliquer  la  formule  (A)  du  n®  813  à  l'épicycloïde  AM,  on  aurait  pu 
l'appliquer  directement  à  l'enveloppe  em  dont  le  rayon  de  courbure  devient  nul 
pour  le  point  cherché  e.  Alors  il  aurait  fallu  poser  dans  cette  formule 

p  =  o,    p'  =  r,    />'  =  2R'  cos 9  —  r. 
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car  la  normale/?'  serait  ici  la  droite  oim\  et  Ton  aurait  obtenu 

valeur  négative,  parce  que  la  normale/?'  =  am,  coïncidant  avec  aC,  se  trouverait 
en  dedans  du  cercle  0.  Mais  de  là  il  aurait  fallu  conclure  la  grandeur  de  la  corde 
aM  =p'  -t-  r,  ce  qui  aurait  ramené  à  la  valeur  trouvée  ci-dessus  pour  p. 

825.  La  seule  partie  de  ces  enveloppes  qui  soit  utile  dans  les  applications  aux 
engrenages,  c'est  la  branche  s/n,  ou,  pour  parler  plus  exactement,  c'est  la  portion 
èm  de  cette  branche  qui  se  trouve  à  l'extérieur  du  cercle  0.  Quoique  l'origine  â  de 
cette  portion  utile  diffère  très-peu  du  rebroussement  £,  si  l'on  veut  déterminer  avec 
précision  ce  point  ù  situé  sur  la  circonférence  0,  on  observera  qu'il  se  présente 
quand  le  petit  cercle  amb  passe  par  le  contact  a  des  cercles  0  et  0\  c'est-à-dire 
quand  la  corde  Ma  se  trouve  égale  au  rayon  M/n.  Donc  il  suffira  de  prendre  l'arc 
kd  égal  à  celui  qui,  dans  le  cercle  0',  a  pour  corde  le  rayon  Mm,  c'est-à-dire 
l'arc  tùL 

826.  [Fig.  ï  i .)  En9eloppe  d^un  rayon.  Si  nous  adoptons  pour  enveloppée  le 
rayon  O'a  du  cercle  mobile  0',  l'enveloppe  sera  l'épicycloïde  AmB  engendrée  par 
le  point  a  d'un  cercle  Y  qui  serait  décrit  sur  AO'  comme  diamètre,  et  qui  roulerait 
lui-même  sur  la  circonférence  0.  En  effet,  quand  le  cercle  O'sera  parvenu  dans 
la  position  quelconque  0'^  le  rayon  O'a  occupera  une  situation  O^a!'  déterminée  par 
la  condition  olo!*  =.aA;  si  donc  nous  abaissons  sur  cette  enveloppée  O^a"  la  perpen- 
diculaire am,  le  point  m  sera  (n^  812)  un  point  deTenveloppe  cherchée.  Mais  ce 
point  m  appartiendra  évidemment  à  la  circonférence  V  décrite  sur  aO'"  comme  dia- 
mètre; et,  dès  lors,  les  arcs  (x,m  et  ao",  qui  répondent  à  un  même  angle  a''0"(x.  et 
sont  décrits  avec  des  rayons  doubles  l'un  de  l'autre,  se  trouveront  égaux  en  longueur 
absolue  :  d'où  l'on  conclura  que  l'arc  am  égale  aussi  l'arc  a  A,  et  qu'ainsi  le  point 
m,  déjà  trouvé  pour  l'enveloppe,  appartient  eifectivement  à  l'épicycloïde  AB  que 
décrirait  le  point  a  du  cercle  Y  qui  roulerait  sur  la  circonférence  0. 

827.  Ce  qui  précède  démontre  en  même  temps  que  si  le  cercle  Y  roulait  dans 
l'intérieur  du  cercle  0'  devenu  immobile,  le  point  a  de  cette  circonférence  Y  décri- 
rait une  épicycloîde  rectiligne  qui  serait  précisément  le  rayon  AO',  ou  plutôt  le 
diamètre  entier  du  cercle  0\  comme  nous  l'avons  déjà  vu  ati  n®  475.  De  sorte 
qu'ici  Vemeloppée  et  Vençeloppe  sont  engendrées  par  le  roulement  du  même  cercle  Y 
sur  les  circonférences  0  et  0';  et  ce  résultat  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  propo- 
sition suivante. 

828.  [Fig.  la.)  Enveloppe  (f  une  épicycloîde.  Si  l'on  fait  rouler  un  cercle  U  de 
rayon  quelconque,  d'abord  dans  l'intérieur  du  cercle  0',  et  ensuite  à  l'extérieur 
du  cercle  0,  un  même  point  de  la  circonférence  U  décrira  ainsi  deux  épicyclo'ides  ah 
et  AB,  dont  la  dernière  sera  l'enveloppe  de  toutes  les  positions  que  prendra  l'enve- 
loppée ab,  lorsque  celle-ci  se  trouvera  entraînée  par  la  rotation  du  cercle  0'  sur  la 
circonférence  0.  En  effet,  prenons  les  cercles  0  et  0'  dans  une  position  quelconque 
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OÙ  ils  se  touchent  en  a,  puis  traçons  le  cercle  U  tangent  aux  deux  autres  dans  ce 
même  point.  Alors  la  circonférence  U  ira  couper  l'épicycloide  ah  en  un  point  m  tel, 
que  Tare  am  =  aa\  mais  par  suite  de  la  rotation  du  cercle  0'  sur  0,  l'arc  aa  =  ocA: 
donc  les  arcs  ocm  et  a  A  sont  égaux,  et  conséquemment  le  point  m  de  la  courbe  cA 
appartient  aussi  à  répicycloide  AB.  D'ailleurs,  ces  deux  épicycloides  sont  tangentes 
au  point  commun  m,  puisque  pour  l'une  comme  pour  l'autre  (n®  472)  la  normale 
est  la  corde  am  du  cercle  générateur  U.  Mais  il  est  très-rare  qu'on  emploie  ces  deux 
profils  curvilignes  pour  les  dents  des  roues,  attendu  qu'on  trouve  bien  plus  com- 
mode d'adopter  le  système  de  la^fg^.  1 1,  où  l'un  des  deux  profils  est  une  ligne  droite 
AO'  C). 

829.  {Fig.  i3.)  Enveloppe  d^une  déçeloppante  de  cercle.  Adoptons  enfin  pour 
enveloppée  la  courbe  amby  qui  est  la  développante  (n®  479)  d'un  cercle  concen- 
trique avec  0'  et  décrit  d'un  rayon  arbitraire  0X^  Si  du  point  a  nous  menons  à  ce 
cercle  Q'G  la  tangente  amC,  celle-ci  sera  normale  à  amh^  et  elle  fournira  (n^  812) 
un  point  m  de  l'enveloppe  cherchée  AmB;  d'ailleurs,  le  centre  de  courbure  C  de 
cette  enveloppe  s'obtiendra  (n^  816)  en  tirant  O'G'et  sa  parallèle  OC,  laquelle  se 
trouvera  perpendiculaire  sur  la  normale  CaC  et  aura  évidemment  une  valeur  con- 
starUCy  savoir  : 

OC  =  0'C'x^,; 

d'où  l'on  conclut  que  la  circonférence  décrite  avec  le  rayon  OC  sera  le  lieu  de  tous 
les  centres  de  courbure  de  l'enveloppe  AmB;  et  conséquemment  cette  enveloppe 
est  elle-même  une  développante  du  cercle  OC.  L'origine  E  de  cette  développante 
AmB,  s'obtiendra  en  prenant  l'arc  CE  égal  a  la  droite  Cm. 

830.  {Fig^  7.  )  Revenons,  maintenant,  au  véritable  état  de  deux  roues  dont  l'une 
transmet  à  l'autre  le  mouvement  circulaire  qui  l'anime;  car  l'hypothèse  admise  au 
n®  809,  que  le  cercle  0'  roulait  sur  le  cercle  0  entièrement  fixe,  n'était  qu'une 
simple  fiction  propre  à  simplifier  l'étude  et  le  tracé  des  enveloppes  dont  nous  avions 
besoin.  Ainsi,  en  réalité,  les  centres  0  et  0'  sont  fixes  tous  les  deux,  et  le  mouve- 

(*)  En  généralisant  ces  considérations,  on  peut  définir  autrement  que  nous  ne  l'avons  fait  au  n^  8i0, 
la  forme  que  doivent  avoir  les  profils  conjugués  des  dents  d'un  engrenage.  Pour  cela,  désignons  par  W  une 
courbe  quelconque  tangente  en  À  (fig,  a)  aux  deux  cercles  0  et  0',  et  faisonB4a  rouler  tour  à  tour  dans 
l'intérieur  de  la  circonférence  0'  et  à  l'extérieur  du  cercle  0;  alors  le  point  Â  de  W  décrira  successive- 
ment deux  courbes  ab  et  AB  qui  seront  les  profils  demandés.  Car,  lorsque  les  cercles  0  et  C  tourneront 
autour  de  leurs  centres  immobiles,  et  de  manière  à  imprimer  des  vitesses  égales  (n**  807)  à  leurs  circon- 
férences, il  arrivera  que  les  courbes  ÂB  et  ab^  engendrées  comme  ci-dessus,  se  toucheront  constamment  en 
un  point  variable  pour  lequel  la  normale  commune  passera  toujours  par  le  point  A  sur  la  ligne  des  centres. 
C'est  ce  que  l'on  démontrera  comme  au  x^  809,  si  l'on  substitue  au  mouvement  de  révolution  des  cercles 
G  et  0'  autour  de  leurs  centres  immobiles,  le  roulement  de  la  circonférence  0'  sur  la  circonférence  0 
entièrement  fixe. 

Mais  cette  seconde  définition  des  profils  des  dents  serait  peu  commode  à  employer  dans  le  cas  où  l'on 
assigne  d'avance  et  arbitrairement  la  forme  ab  d'un  de  ces  profils;  car  il  faudrait  alors  commencer  \y^t 
chercher  quelle  serait  la  courbe  W  qui,  en  roulant  sur  0',  pourrait  engendrer  le  profil  donné  ab^  ce  qui 
offrirait  souvent  beaucoup  de  difficultés. 
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ment  de  révolution  qui  est  imprimé  k  la  roue  0  se  communique  à  la  roue  0'  par  la 
poussée  de  la  courbe  AB  sur  la  courbe  ab;  mais  pour  que  ce  mouvement  satisfasse 
à  la  condition  essentielle  du  n*^  807,  il  faut  (n°  810)  que  Tune  de  ces  courbes  soit 
l'enveloppe  de  Vautre  dont  la  forme  demeure  arbitraire.  Toutefois,  on  doit  y  mettre 
la  restriction  que,  dans  la  portion  de  ab  qui  sera  utilisée,  les  rayons  vecteurs,  tels 
que  O'm,  aillent  toujours  en  décroissant  ou  toujours  en  augmentant;  et  des  lors  ceux 
de  AB,  tels  que  Om,  varieront  constamment  en  sens  contraire  des  premiers.  Cela  est 
nécessaire  pour  qu'il  y  ait  véritablement  poussée  d'une  dent  sur  Tautre;  car,  si  Tun 
des  rayons  vecteurs  O'm  était  maximum  ou  minimum,  il  serait  nécessairement  nor- 
malk  la  courbe  ab.  Or,  quand  les  deux  dents  viendraient  se  toucher  en  /n,  la  nor- 
male O'm,  qui  doit,  à  cette  époque  (n^812),  passer  par  le  point  de  contact  D  des 
deux  cercles,  irait  donc  coïncider  en  direction  avec  la  ligne  des  centres  CDD';  et  dès 
lors  la  révolution  du  cercle  0  autour  de  son  centre  immobile,  produirait  une  vitesse 
précisément  tangentielle  à  la  courbe  amb^  ce  qui  ne  donnerait  lieu  qu'à  un  simple 
frottement,  lequel  serait  insuffisant  pour  entraîner  la  roue  0\ 

831.  {Fig.  7.)  Lieu  des  contacts.  Dans  le  mouvement  de  révolution  autour  des 
centres  fixes  0  etO',  le  point  de  contact  m  de  Tenveloppe  et  de  Tenveloppée,  qui 
toutes  deux  participent  à  ce  mouvement,  occupe  successivement  des  positions  dif- 
férentes par  rapport  à  la  droite  invariable  ODC  et  au  point  D  dans  lequel  les  cercles 
mobiles  se  touchent  constamment  :  la  suite  de  ces  positions  du  point  m,  sur  le  plan 
fixe  des  deux  cercles,  forme  une  courbe  utile  à  connaître.  En  général,  on  l'obtien- 
drait en  mesurant,  sur  chaque  position  du  cercle  mobile  de  lay?^.  3,  le  rayon  vec- 
teur Aje,  et  Tangle  ^gAsO',,  pour  les  rapporter  ensuite  sur  la^îg-.  7,  à  partir  du 
point  D  considéré  comme  pôle;  mais,  dans  plusieurs  cas,  ce  lieu  des  contacts  entre 
l'enveloppe  et  l'enveloppée  s'obtient  d'une  manière  directe  et  très-simple. 

1°  Si  l'enveloppée  se  réduisait  à  un  point  de  la  circonférence  0\  il  est  évident  que 
cette  circonférence  serait  elle-même  le  lieu  demandé. 

2®  Lorsque  l'enveloppée  est  le  rayon  C'a  {/ig.  1 1),  le  lieu  des  contacts  successifs 
est  la  circonférence  V  décrite  sur  C'a  comme  diamètre;  car,  quelle  que  soit  la 
position  C'a'  du  rayon  mobile,  la  normale  AN',  qu'il  faut  abaisser  du  point  A 
(n®  812),  aboutira  toujours  sur  la  circonférence  V. 

3®  Dans  le  cas  peu  usité  dehjîg.  12,  où  l'enveloppe  et  l'enveloppée  seraient 
deux  épicycloidesy  leurs  points  de  contact  se  trouveraient  tous  évidemment  sur  la 
circonférence  U,  placée  tangentiellement  aux  deux  cercles  primitifs  sur  la  ligne 
invariable  qui  joint  les  centres  fixes. 

4^  Enfin,  lorsque  l'enveloppée  et  l'enveloppe  seront  deux  développantes  de 
cercle  {Jîg.  i3),  le  lieu  de  leurs  contacts  successifs  sera  précisément  la  droite  C'aC, 
tangente  commune  aux  deux  cercles  auxiliaires  qui  donnent  naissance  à  ces  déve- 
loppantes; car,  pendant  la  révolution  de  ces  courbes  autour  des  centres  fixes  G  et  0', 
la  normale  qu'il  faudrait  mener  du  point  a  (n**  812)  coïnciderait  toujours  avec  la 
droite  C'a  C. 

832.  Limites  correspondantes.  Comme,  dans  la  pratique,  on  n'emploie  que  des 
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arcs  peu  étendus  de  Tenveloppe  et  de  l'enveloppée,  il  importe  de  savoir  limiter 
une  de  ces  courbes  k  la  portion  vraiment  utile»  d'après  la  grandeur  de  l'arc  conservé 
pour  l'autre.  Or  les  points  correspondants,  c'est-à-dire  ceux  qui  se  trouveront  en 
contact  à  une  certaine  époque  du  mouvement  de  révolution,  seraient  tout  natu- 
rellement donnés  si  l'on  construisait  l'enveloppe  d'après  la  méthode  du  n^  812  et 
\^fig*  3;  mais,  dans  la  plupart  des  cas  usuels,  on  connaît  d'avance  la  nature  de 
l'enveloppe  et  de  l'enveloppée,  et  l'on  trace  ces  courbes  indépendamment  l'une  de 
l'autre  :  de  sorte  qu'il  devient  nécessaire  de  chercher  ensuite  les  limites  correspon- 
dantes, ce  qui  est  facile  quand  on  a  construit  le  lieu  des  contacts  successifs. 

833.  Par  exemple,  dans  le  cas  de  la^^.  1 1  où  l'enveloppée  est  le  rayon  O'a,  et 
Tenveloppe  l'épicycloïde  AmB  décrite  par  le  roulement  du  cercle  V,  pour  trouver 
le  point  correspondant  à  N,  on  ramènera  ce  dernier  en  N'  sur  la  circonférence  Y,  qui 
est  le  lieu  des  contacts  successifs,  au  moyen  d'un  arc  de  cercle  décrit  du  centre  0  ; 
puis,  du  centre  0\  avec  le  rayon  0'N\  on  décrira  un  autre  arc  de  cercle  qui  trans- 
portera le  point  N'  en  n  sur  le  rayon  O'A;  et  ce  dernier  point  n  correspondra  à  N. 
De  sorte  que  si  l'on  ne  conserve  de  l'enveloppe  que  l'arc  AN,  la  seule  portion  utile 
de  l'enveloppée  sera  An;  or,  ces  arcs  ayant  évidemment  des  longueurs  très-inégales, 
on  aperçoit  bien  qu'il  y  aura  glissement  et,  par  smi^^  frottement  de  l'enveloppe  sur 
l'enveloppée,  comme  nous  l'avons  démontré  généralement  au  n^  817. 

834.  Dans  layî^.  i3,  où  l'enveloppe  et  l'enveloppée  sont  deux  développantes, 
nous  savons  que  le  lieu  de  leurs  contacts  successifs  est  la  droite  CaC.  Donc,  pour 
obtenir  le  point  correspondant  à  N,  il  suffira  de  transporter  ce  dernier  en  N'  par 
un  arc  décrit  avec  le  rayon  ON;  puis  de  ramener  N'  en  n  au  moyen  d'un  arc  de 
cercle  décrit  du  centre  0^  Ainsi,  les  arcs  AN  et  on,  AB  eta&,...,  seront  les  arcs 
correspondants  qui  roulent  et  glissent  l'un  sur  l'autre,  pendant  la  révolution  des 
cercles  0  et  0'  autour  de  leurs  centres  immobiles. 
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TRACÉ  DES  ENGRENAGES  PLANS  OU  CYLINDRIQUES. 

835.  {Pi.  GSffig.  i40  Lorsque  les  deux  roues  que  l'on  veut  mettre  en  mouve- 
ment ont  des  axes  parallèles  projetés  en  0  et  0'  sur  le  plan  de  notre  épure,  ces 
roues,  ainsi  que  les  dents  dont  elles  sont  armées,  se  composent  de  tranches  cylin- 
driques plus  ou  moins  épaisses,  mais  dont  les  génératrices  sont  parallèles  aux  axes: 
dès  lors  ces  dents  se  projetteront  suivant  des  courbes  ou  profils  qu'il  suffira  évidem- 
ment d'assigner,  pour  que  la  forme  totale  de  la  roue  soit  bien  définie.  Nous  ferons 
donc  abstraction  des  épaisseurs,  et  nous  n'aurons  à  nous  occuper  que  des  profils 
situés  dans  le  plan  de  l'épure.  Cela  posé,  d'après  les  notions  préliminaires  déve- 
loppées aux  n^  806  et  807,  on  sait  qu'il  faudra  commencer  par  diviser  l'intervalle 
00'  en  deux  parties  OA  =  R,  O'A  =  R',  qui  soient  en  raison  inverse  des  vitesses 
angulaires  (  n^  805)  &>  et  a>'  que  l'on  veut  imprimer  aux  deux  roues  :  puis,  avec  ces 
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rayons,  on  tracera  les  cercles /^/rrniV}^  aS  et  «'6%  dont  les  circonférences  devront 
prendre  des  vitesses  absolues  qui  soient  égales;  c'est-à-dire  que  des  arcs  égaux 
AA'  et  cta!  devront  passer  par  la  ligne  des  centres  00',  dans  un  même  temps. 

836.  Maintenant,  choisissons  deux  nombres  entiers  quelconques  n  et  nf,  qui 
soient  en  raison  inverse  des  vitesses  angulaires  eo  et  0)%  c'est*k-dire  tels,  que  Ton  ait 

/i;n'::  a)':w;:R:R'; 

puis,  partageons  le  cercle  primitif  a§  en  n  parties  égales  AA',  A' A'',  A'^A*',...,  et  le 
cercle  (/S'  en  n'  parties  égales  €ui\  dal\  d'oT^....  Ces  divisions  auront  aussi  la  même 
longueur  absolue  dans  les  deux  cercles;  car,  d'après  la  proportion  précédente,  on  a 
évidemment 

=  — j-y        OU        kA!=aa!\ 

n  n 

de  sorte  que,  par  la  révolution  des  deux  cercles,  les  points  A'  et  a',  A*'  et  a",..., 
arriveront  en  même  temps  sur  la  ligne  des  centres  00'.  Ensuite,  nous  subdivise- 
rons chacune  des  dwisions  précédentes  en  deux  parties  inégales,  en  prenant  les  arcs 
AB,  A'B',  A''B",...,  égaux  entre  eux,  mais  un  tant  soit  peu  moindres  que  la  moitié 
de  AA';  ces  arcs  partiels  formeront  la  bcise  de  chaque  dent  ou  le  plein  de  la  roue, 
tandis  que  les  arcs  AB',  A'B"",.. .»  seront  le  creux  ou  Yinteri^aUe  entre  deux  dents  con- 
sécutives. On  opérera  de  même  sur  le  cercle  primitif  a' S',  où  a&,  a'b^...^  seront  les 
bases  des  dents  de  cette  roue,  un  peu  plus  petites  que  les  intervalles  ba!^  b'a'\.... 
Cette  différence  est  nécessaire  pour  \ejeu  qui  doit  exister  toujours  dans  Tengrenage, 
comme  nous  le  montrerons  plus  loin  (n""  842). 

837.  Si  l'on  veut  estimer  l'amplitude  de  ce  jeu  avec  précision,  appelons  B  et  B' 
^  les  bases  AB  et  ab  qui  peuvent  être  inégales,  I  et  T  les  intervalles,  et  nous  aurons 

B+I  =  i!^  =  ?*?.'  =  B'+I'; 

n  n' 

d'où  Ton  conclut  pour  le  jeu 

J  =  I  -  B'=  r-  B  =  ^  -  (B  -f-  B'), 

c'est-à-dire  la  longueur  commune  des  divisions  moins  la  somme  des  bases.  Si  les  bases 
sont  égales  sur  les  deux  roues,  l'amplitude  du  jeu  sera  l'excès  d'un  intervalle  sur 
une  base  ;  mais,  dans  tous  les  cas,  il  faut  que  ce  jeu  reste  compris  entre  un  douzième 
et  un  vingtième  de  la  longueur  constante  AA'  des  divisions  primitives,  afin  de  ne 
pas  trop  diminuer  l'épaisseur  des  dents,  et  conséquemment  la  résistance  dont  elles 
sont  susceptibles;  et  aussi  pour  rendre  moins  sensibles  les  chocs  alternatifs  qui  se 
manifestent  souvent  lorsque  les  deux  roues,  tout  en  continuant  de  marcher  dans  le 
même  sens,  éprouvent  des  variations  dans  leurs  vitesses,  produites  par  des  causes 
accidentelles. 

Tous  les  détails  qui  précèdent  sont  communs  aux  différents  genres  d'engrenages, 
et  ceux-ci  ne  diffèrent  entre  eux  que  par  la  forme  du  profil  des  dents  ;  mais  dans 
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j  tous  les  cas,  pour  remplir  la  condition  essentielle  (n^  807)  que  des  arcs  égaux  AÂ' 

et  aa'  passent  en  même  temps  par  la  ligne  des  centres,  il  faudra  se  rappeler  que 
les  profils  correspondants  ZAF  et  jkû/ doivent  être,  l'un  par  rapport  k  l'autre,  enve-- 
loppe  et  eiweloppée  [vl"^  810),  et  qu'on  peut  choisir  à  volonté  un  de  ces  deux  profils 
en  satisfaisant  toutefois  à  la  restriction  indiquée  au  n^  830. 

838.  [Fig.  i4«)  Engrenage  a  flancs,  symétrique  et  réciproque.  Ici  nous  adopte- 
rons pour  profil  de  chaque  dent  de  la  roue  G'  un  rayon  tel  que  O'a;  et  dès  lors  le 
profil  correspondant  AZ  sur  la  roue  G  devra  être  un  arc  de  Tépicycloïde  engendrée 
par  le  point  a  du  cercle  V  décrit  sur  le  diamètre  G'a,  lequel  cercle  roulerait  sur 
la  circonférence  G  :  car  on  a  vu  (n°  826)  que  cette  épicycloide  était  V enveloppe  de 
toutes  les  positions  que  prend  le  rayon  G'a  pendant  la  rotation  du  cercle  G'.  Gn 
tracera  donc  cet  arc  AZ  par  le  procédé  du  n°  471  ou  par  celui  du  n**  472,  et  on  le 
terminera  au  point  Z  où  il  coupera  le  rayon  GZ  mené  par  le  milieu  de  la  base  AB  ; 
puis,  on  transportera  ces  résultats  symétriquement  a  gauche  de  ce  rayon  GZ,  pour 
obtenir  le  profil  opposé  BZ.  Car  ici  l'engrenage  est  symétrique^  c'est-k-dire  que  la 
roue  menante  G  est  destinée  k  tourner  également  de  droite  k  gauche  comme  de 
gauche  k  droite  ;  tandis  que  si  la  roue  G  ne  devait  jamais  mener  que  dans  le  second 
sens,  la  forme  du  profil  BZ  resterait  arbitraire  (*). 

839.  Gn  donne  le  nom  àe  flanc  k  la  partie  plane  de  la  dent,  dirigée  suivant  le 
rayon  G'a;  et  comme  il  n'y  a  qu'une  faible  portion  de  ce  rayon  qui  soit  touchée  et 
conduite  par  l'arc  épicycloïdal  AZ,  il  importe  de  savoir  trow^er  V étendue  précise  af 
que  doit  avoir  le  flanc.  Gr,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n""  833,  il  faudra 
décrire,  avec  la  distance  GZ  pour  rayon,  un  arc  de  cercle  qui  transportera  l'extré- 
mité Z  en  m  sur  la  circonférence  Y^  puis,  ramener  ce  point  m  en  /par  un  arc  de 
cercle  décrit  du  centre  G'. 

840.  Ordinairement,  on  rend  cet  engrenage  réciproque^  c'est-k-dire  tel,  que  la 
roue  G'  puisse  être  aussi  la  roue  menante.  Pour  cela,  on  prolonge  le  profil  ZA  dans 
l'intérieur  de  la  roue  G  par  un  flanc  AF,  et  on  ajoute  k  l'extérieur  de  la  roue  G'  une 
dent  saillante  azb  dont  le  profil  est  formé  de  deux  arcs  d'épicycloîde,  symétriques 
l'un  de  l'autre.  Ici  Tare  az  se  tracera  (n^  826)  en  faisant  rouler  sur  la  circonfé- 
rence G'  le  cercle  V  décrit  sur  AG  comme  diamètre  ;  et  V étendue  précise  AF  du  flanc 
qui  sera  conduit  par  l'arc  az^  s'obtiendra  (n^833)  en  décrivant  du  point  G'  l'arc 
de  cercle  z  M  terminé  k  la  circonférence  Y,  puis  en  ramenant  le  point  M  en  F  par  un 
arc  concentrique  avec  G. 

Quand  une  fois  on  a  tracé  le  profil  FAZBE  sur  un  carton  que  l'on  découpe  le 
long  de  ce  contour,  cela  forme  un  panneau  mobile  qui  se  transporte  sur  les  autres 
bases  A'B%  A^'B^...,  et  au  moyen  duquel  on  trace  immédiatement  les  profils  de 

(*)  Pour  éviter  toute  équivoque,  et  ne  pas  tomber  dans  des  contradictions  graves  sur  le  sens  de  divers 
mouvements  de  rotation  autour  d'axes  différents,  il  faut  avoir  soin  d'observer  chacun  d'eux  en  se  plaçant 
sur  Paxc  correspondant.  Ainsi  dans  \^fig>  i4)  si  le  système  fonctionne  dans  la  direction  indiquée  par  lu 
flèche  f ,  il  faudra  dire  que  la  roue  0  tourne  de  gauche  à  droite,  et  la  roue  0'  de  droite  à  gauc/te. 
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toutes  les  dents  de  la  roue  0.  On  opère  de  même  pour  la  roue  0',  en  e:nployant 
un  panneau  mobile  découpé  suivant  le  contour  ^a^ie. 

841.  {Fig.  i5.)  Limite  des  entaHles^  ou  Courbe  de  raccord  entre  deux  profils,  A  la 
suite  des  flancs  AF  et  6E,  il  faut  pratiquer  une  entaille  qui  permette  a  la  dent  azh 
de  se  mouvoir  librement.  Pour  en  déterminer  les  limites  précises,  considérons  la 
fig*  1 5  où  le  jeu  de  l'engrenage  est  supposé  nul^  et  où  dès  lors  la  dent  azb  se  trouve 
nécessairement  en  contact  avec  les  deux  profils  ZAF  et  Z'B'E'  à  la  fois;  alors  il 
s'agira  de  chercher  le  lieu  FGË'  de  toutes  les  positions  que  prend  le  point  z  sur 
le  cercle  0  mobile  autour  de  son  centre,  pendant  que  le  cercle  0'  tourne  lui-même 
et  entraine  le  rayon  O'js  autour  du  point  fixe  0".  Or,  d'après  les  considérations  expo- 
sées au  n^  809,  cette  courbe  FGE'  est  la  même  que  celle  qui  serait  décrite  par  le 
point  z  dans  l'hypothèse  où  le  cercle  0'  roulerait  sur  le  cercle  0  entièrement  immo- 
bile; mais  ce  dernier  genre  de  rotation  produit  une  épicycloide  allongée  dont  nous 
avons  donné  la  construction  au  n^  473  :  c'est  donc  une  portion  du  nœud  de  cette 
épicycloide  qu'il  faudra  prendre  pour  le  contour  FjsE^  et  cet  arc  se  raccordera 
complètement  avec  les  deux  flancs  AF  et  BE'.  En  effet,  si  nous  considérons  [fig.  i6) 
la  dent  ojz^  parvenue  dans  la  position  où  elle  va  cesser  d'être  en  prise,  et  où  l'ex- 
trémité du  flanc  AF  est  touchée  par  le  dernier  élément  de  l'arc  ojs,  alors  la  nor- 
male commune  k  cette  enveloppée  et  à  cette  enveloppe  est  la  droite  FD  (n^  810)  ; 
mais  en  regardant  le  point  z  comme  ayant  décrit  dans  le  même  temps  l'épicycloîde 
rallongée  E'GF,  la  droite  FD  sera  aussi  (n^470)  normale  k  cette  dernière  courbe; 
d'où  l'on  conclut  que  l'épicycloîde  E'GF  est  bien  tangente  au  flanc  AF,  et  sembla- 
blement  elle  touche  l'autre  flanc  B'E'  au  point  E\ 

842.  Ce  que  nous  venons  de  dire  suppose  que  la  base  ab  de  chaque  dent  égale 
précisément  l'intervalle  AB';  mais  cette  hypothèse  ne  doit  jamais  être  admise  dans 
la  pratique,  car  il  en  résulterait,  sur  chaque  face  bz  des  dents  en  prise,  un  contact 
inutile  pour  la  poussée  et,  par  suite,  des  frottements  qui  diminueraient  notablement 
l'efTet  utile  de  la  force  motrice  :  d'ailleurs,  la  moindre  irrégularité  dans  les  profils 
arrêterait  le  mouvement  de  la  machine,  ou  exposerait  les  dents  k  se  briser.  Il  faut 
donc  toujours  admettre  un  certain  yeu»  dont  nous  avons  indiqué  les  limites  au 
n^  837;  et,  dans  ce  cas,  qui  est  celui  de  lay%.  i4»  répicyclo'ide  FG  n'ira  plus  re- 
joindre le  flanc  B'E',  et  on  devra  la  terminer  k  son  sommet  G  situé  sur  la  circon- 
férence décrite  avec  le  rayon  OL  qui  se  trouve  en  prenant  O'L  =  0'^.  Puis,  comme 
il  faut  pourvoir  au  cas  où  une  cause  accidentelle  venant  k  ralentir  la  vitesse  de 
rotation  de  la  roue  menante^  il  arriverait  que  le  profil,^  marcherait  k  vide,  tandis 
que  la  poussée  s'exercerait  entre  les  faces  ebz  et  Z'B'E',  on  devra  tracer  aussi  l'épi- 
cycloîde allongée  Ë'H%  symétrique  deFG  (*);  et  l'ensemble  de  ces  deux  branches 


(*)  Ces  deux  arcs  F6  et  E'H'  n'appartiennent  pas  à  la  même  épicycloide  rallongée;  car,  ponr  avoir 
le  sommet  G  de  la  première,  il  faudrait  porter  sur  la  circonférence  a€,  à  partir  du  point  A>  un  arc  égal 
è  la  moitié  ak  de  ab\  puis,  tirer  le  rayon  0/-'  qui  couperait  la  circonférence  OL  au  point  demandé  G. 
Tandis  que  pour  Tautre  épicycloide  E'H'  il  faudra  porter  l'arc  bk  sur  le  cercle  a6,  mais  à  partir  du  point  B', 
en  ïmsàui  jouer  les  deux  roues  pour  mettre  en  contact  le  profil  bz  avec  Torigine  B'  du  flanc  B'E'. 
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réunies  par  un  très-petit  arc  de  la  circonférence  OL,  composera  le  contour  FGH'E' 
de  l'entaille  rigoureusement  nécessaire  pour  que  la  pointe  z  se  meuve  librement, 
soit  dans  les  petites  vacillations  que  permet  le  jeu,  soit  dans  le  cas  où  la  roue  0 
devrait /ne/zerà  gauche  comme  adroite. 

On  déterminera  semblablement  le  contour  ehg'f  de  Tentaille  à  pratiquer  dans 
la  roue  0'  pour  laisser  un  libre  passage  à  la  dent  Â'Z'B-,  en  le  composant  de  deux 
branches  d'épicycloïdes  rallongées,  décrites  par  l'extrémité  du  rayon  OZ',  lorsque 
celui-ci  est  entraîné  par  le  roulement  du  cercle  0  sur  le  cercle  0';  et  ces  deux  bran- 
ches se  raccorderont  avec  un  petit  arc  de  la  circonférence  dont  le  rayon  sera  0'/ 
lequel  se  détermine  en  prenant  la  distance  0/=  0Z\ 

843é  {Fig.  i40  Au  lieu  de  s'en  tenir  à  ces  limites  rigoureuses,  il  faut  toujours» 
dans  la  pratique,  creuser  l'entaille  un  peu  plus  profondément;  et  pour  simplifier  les 
procédés  d'exécution,  on  se  contente  ordinairement  de  prolonger  les  flancs  jusqu'à 
la  circonférence  OL,  dont  le  rayon  se  trouve  en  prenant  0'L=  O'js  :  de  sorte  que 
l'entaille  est  terminée  carrément,  comme  on  le  voit  en  F'^GaHaE"'.  En  outre, 
comme  des  parties  aiguës  ou  des  arêtes  vives  exposent  à  des  arcs-boutements,  ou 
entament  les  surfaces  contre  lesquelles  elles  glissent  sous  l'effort  d'une  grande  pres- 
sion, ce  qui  altère  la  courbure  primitive  des  profils  et  augmente  les  frottements,  on 
est  dans  l'usage  de  retrancher  la  portion  de  chaque  dent  qui  avoisine  la  pointe  Z, 
comme  on  le  voit  enB4XYA4;  d'ailleurs  on  a  soin  d'adoucir  l'arête  vive  qui  résul- 
terait de  cette  troncature  exécutée  au  moyen  d'un  cercle  concentrique  avec  0.  Les 
dents  sont  dites  alors  échanfrinées ;  et  en  opérant  de  même  sur  la  roue  0',  on  pourra 
donner  aux  entailles  des  deux  roues  un  peu  moins  de  profondeur  que  ne  l'indiquent 
les  circonférences  OL  et  0'/. 

8i4.  Pour  fixer  convenablement  le  rayon  du  cercle  XY  qui  détermine  Véchan- 
frinement^  il  faut  satisfaire  à  la  condition  suivante  :  Lorsque  deux  dents  se  touchent 
en  A  SUT  la  ligne  des  centres  OAO',  il  doit  y  avoir^  après  cette  UgnCy  dans  le  sens  du 
momementy  un  autre  couple  de  dents  Z*  et  z*  qui  soient  erwore  en  prise  à  cet  instant-là. 
Or,  comme  l'épicycloide  A'Z'  touche  le  flanc  a'/'  en  un  point  x  qui  se  trouve  en 
abaissant  du  point  A  une  perpendiculaire  Ax  sur  ce  flanc  (n^  812),  il  sufllra  donc 
de  tirer  cette  normale,  et  de  prendre  la  distance  Ox  pour  le  rayon  du  cercle  XY. 

S'il  arrivait  que  la  normale  Aâ?,  abaissée  sur  le  flanc  a'/',  allât  tomber  au- 
dessus  du  point  /',  cela  indiquerait  que  les  dents  sont  trop  écartées  pour  remplir 
la  condition  énoncée  ci-dessus;  et  alors  il  faudrait  augmenter  les  nombres  n  ein\ 
en  diminuant  la  grandeur  des  divisions  égales  AA'  et  aaf.  Nous  reviendrons  sur 
cette  circonstance  au  n°  879, 

845.  {Fig*  i/i.)  Méthode  approximative.  De  la  condition  précédente  on  a  déduit 
un  procédé  fort  simple,  mais  dont  l'exactitude  n'est  qu'approchée,  lequel  consiste  à 
remplacer  le  profil  épicycloîdal  A'Z'  par  un  arc  de  cercle  qui  passe  par  le  point  x 
indiqué  ci-dessus,  et  qui  touche  en  A'  le  flanc  rectiligne  A' F'  0  :  il  sera  bien  facile 
Je  trouver  le  centre  de  cet  arc  circulaire  que  l'on  devra  terminer  en  a?,  en  échanfri- 
naut  la  dent  comme  précédemment.  Cette  méthode,  qui  doit  être  proscrite  quand  il 
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s'agit  d'une  machine  de  précision,  peut  être  employée  dans  une  machine  de  force 
où  les  mouvements  sont  régularisés  par  des  volants;  surtout  lorsque  les  dents  de  la 
roue  sont  assez  rapprochées  pour  que  les  portions  de  profil  B4X,  A4  Y,  qui  restent 
après  réchanfrinement,  ne  dépassent  pas  4  ou  5  centimètres. 

846.  Et  même  quand  un  dessin  a  pour  objet,  non  pas  de  servir  à  exécuter  une 
machine  dans  ses  vraies  dimensions,  mais  seulement  de  faire  connaître  la  disposi- 
tion de  ses  diverses  parties,  on  se  contente  de  figurer  les  dents  en  décrivant  un  cercle 
qui  ait  pour  centre  le  milieu  w  de  Tare  B^  A,,  et  pour  rayon  Tune  des  deux  dis- 
tannes égales  (ôBj  ou  coA,;  alors  ce  cercle  fournit  d'un  seul  coup  les  deux  profils 
opposés  B^Xy  et  AgYg,  avec  une  approximation  grossière  qui  suffit  pour  l'indica- 
tion qu'on  a  en  vue. 

847.  Dans  notre  épure,  la  petite  roue  0'  est  supposée  pleine,  et  on  la  nomme  un 
pignon.  La  grande  roue  0  est  évidée,  afin  de  la  rendre  plus  légère.  N  représente  la 
jante  qui  est  reliée  ^slt  des  croisillons  P,  P',...,  avec  le  moyeu:  celui-ci  est  projeté 
entre  les  deux  cercles  OQ  et  OS  dont  le  dernier  indique  le  vide  destiné  à  recevoir 
Varbre  de  la  roue;  et  cet  arbre  se  fixe  dans  le  moyeu  au  moyen  de  deux  clefs  que 
l'on  introduit  dans  les  entailles  T,  T'.  Enfin  W  est  une  frette  ou  anneau  de  fer  qui 
entoure  le  bout  saillant  du  moyeu,  pour  le  fortifi.'^r  et  empêcher  qu'il  n'éclate. 

848.  Remarque.  Si,  après  avoir  construit  cet  engrenage,  on  avait  besoin  plus 
tard  de  changer  le  rapport  des  vitesses  angulaires,  et  qu'on  voulût  conserver  intacte 
la  roue  0,  en  substituant  seulement  k  0'  une  n«)uvelle  roue  0"  d'un  rayon  différent, 
on  sait  (n*^  810)  qu'il  faudrait  adopter  pour  h^  profil  de  chaque  dent  de  0'',  l'enve- 
loppe de  l'espace  qui  serait  parcouru  par  le  contour  ZAF  dans  l'hypothèse  où  le 
cercle  0  roulerait  sur  la  circonférence  (Y.  Or,  comme  la  portion  ZA  de  ce  contour 
est  déjà  une  épicycloîde  engendrée  par  le  roulement  du  cercle  V  sur  0,  on  a  vu 
(n*'  828)  que  son  enveloppe  était  une  autre  épicycloîde  produite  par  le  même 
cercle  V  roulant  dans  l'intérieur  de  la  circonférence  0"  :  ce  sera  donc  cette  épicy- 
cloîde intérieure  qui  remplacera  ici  le  flanc  aj.  Quant  à  la  partie  rectiligne  AF,  son 
enveloppe  sera  encore  (n^  826)  une  épicycloîde  engendrée  par  le  roulement  du 
cercle  V  sur  la  circonférence  0".  Ainsi  la  dent  de  cette  nouvelle  roue  n'aurait  pas 
Ae  flanc  rectiligne;  et  son  profil  entier  se  composerait  ^e  deux  arcs  appartenant  aux 
épicycloîdes  produites  par  les  cercles  V  et  V  qui  rouleraient  k  l'intérieur  et  k  l'ex- 
térieur du  cercle  0"";  le  tracé  serait  donc  moins  simple  qu'à  l'ordinaire,  mais  il 
offrirait  l'avantage  de  faire  servir  la  roue  0  déjà  construite. 

849.  {PL  Sgfflg*  «7.)  Engrenage  a  flancs,  symétrique,  mais  non  réciproque. 
La  grande  roue  0  pourrait  seule  porter  des  dents  proprement  dites,  c'est-à-dire 
des  saillies  en  dehors  du  cercle  primitif  aS,  tandis  que  le  pignon  n'aurait  que  des 
flancs  6/,  6e,  dirigés  suivant  des  rayons  dans  l'intérieur  du  cercle  primitif  a' 6'.  L'é- 
tendue de  ces  flancs  s'obtiendra  comme  au  n^  859,  en  ramenant  le  point  Z  en  m  sur 
la  circonférence  V  au  moyen  d'un  arc  décrit  du  centre  0,  puis  en  décrivant  du 
centre  0'  l'arc  de  cercle  ntfe;  ensuite,  on  prolongera  ces  flancs  pour  former  une 
entaille  terminée  carrément  à  la  circonférence  0'^  dont  le  rayon  doit  être  au  plus 
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égal  k  la  différence  des  distances  00'  et  OZ  (n®  843)  •  Quant  k  la  roue  0,  elle  n'au- 
rait à  la  rigueur  ni  flancs,  ni  creux;  mais  comme  il  est  toujours  prudent  de  laisser 
un  peu  de  jeu  pour  éviter  les  frottements  que  produirait  un  déplacement  acci- 
denteU  on  entaillera  cette  roue  dans  le  sens  des  rayons  jusqu'à  une  profondeur  de 
I  ou  a  centimètres,  indiquée  par  le  cercle  GH. 

850.  Cet  engrenage  est  dit  non  réciproque,  parce  que  c'est  la  roue  seule  qui  doit 
mener  le  pignon,  du  moins  si  l'on  veut  éviter  qu'il  ne  se  trouve  des  dents  en  prise 
avant  la  ligne  des  centres^  ce  qui  est  un  inconvénient  que  nous  expliquerons  plus 
loin  au  n^  875.  En  effet,  on  voit  bien  que  l'épicycloide  AC  commence  k  toucher  le 
flanc  a/* au  point  a,  lorsque  ce  flanc  coïncide  avec  la  ligne  des  centres  00',  et  qu'a* 
près  cette  ligne,  dans  le  sens  du  mouvement,  le  contact  x  du  profil  X'Z'  avec  le 
rayon  O'a!  est  plus  près  du  centre  0'  ;  donc,  k  gauche  de  00',  le  profil  A,  Z,  n'aura 
aucun  point  de  commun  avec  le  flanc  O'a,.  Ainsi,  quand  c'est  la  roue  0  qui 
conduit  le  pignon,  les  dents  ne  sont  jamais  en  prise  qjtjL  après  la  ligne  des  cen-- 
très  00',  dans  le  sens  du  mouvement;  tandis  que  le  contraire  aurait  lieu  si  le 
pignon  0'  conduisait  la  roue  0,  soit  k  droite,  soit  k  gauche.  Dans  hfig.  i4»  il  y 
avait  poussée  avant  comme  après  la  ligne  des  centres,  attendu  que  la  petite  roue 
était  elle-même  armée  de  dents  saillantes  en  dehors  du  cercle  primitif  a' ê'. 

851.  {Fig.  i8.)  Crémaillère  mue  par  une  roue  dentée.  Si,  dans  l'engrenage 
précédent,  on  suppose  que  la  roue  0'  acquière  un  rayon  infini,  le  cercle  primitif 
o^&  se  changera  en  une  droite  tanglente  k  la  circonférence  aS  de  la  roue  0;  et  la 
rotation  de  celle-ci  imprimera  un  mouvement  rectiligne  k  la  pièce  droite  XY,  nom- 
mée crémaillère,  laquelle  est  maintenue  dans  cette  direction  par  des  coulisses  ou  des 
guides.  Ici,  sans  s'occuper  du  rapport  des  vitesses  angulaires  dont  une  est  zéro,  il  fau- 
dra partager  la  circonférence  «6  en  un  certain  nombre  de  parties  égales  AA',  A'A"", .. .: 
puis,  reporter  la  longueur  rectifiée  d'une  de  ces  divisions  suivant  oo',  a' a".... 

Le  profil  AZ  de  la  dent  de  la  roue  devra  être  une  développante  de  cercle  engen- 
drée par  le  roulement  de  la  droite  a'  S' sur  la  circonférence  o&\  car  cette  droite  est 
ce  que  devient  ici  le  cercle  V  de  la^^.  17,  lequel  avait  pour  diamètre  le  rayon  du 
cercle  0'  qui  est  infini  dans  le  cas  actuel.  Par  la  même  raison,  les  flancs  de  la  cré- 
maillère seront  des  droites  a  j^,  6A,...,  perpendiculaires  ka'ê',  et  on  les  prolongera 
jusqu'k  une  droite  ghg,  parallèle  k  a'  §',  et  menée  k  une  distance  Og,  égale  au 
moins  kOZ  :  ou  plutôt,  ces  droites  a^,  bh,...,  ne  servent  qu'a  former  les  entailles 
nécessaires  pour  le  libre  passage  des  dents,  car  ici  les  flancs  de  la  crémaillère  se 
réduisent  k  un  point  unique.  En  effet,  la  tangente  a' S'  étant  normale  (n^479)  a 
toutesles  développantes  AZ,A'Z',A"Z",...,  c'estconstamment  aux  points  a,  a',iï",..., 
que  seront  placés  les  contacts  de  ces  profils  avec  les  flancs  ag,  a' g,  a" g\....  D'ail- 
leurs la  roue  0  n'aurait  pas  besoin  de  creux,  k  parler  rigoureusement,  puisque  les 
faces  ab,  a' &',...,  se  trouvent  tangentes  a  la  circonférence  aî\  mais,  comme  il  faut 
éviter  les  frottements,  on  entaillera  la  roue  suivant  le  contour  AGH'B',  jusqu'k  une 
profondeur  d'un  centimètre  environ.  Ici,  on  aura  l'avantage  que  les  dents  ne  seront 
en  prise  (\Vl  après  la  ligne  des  centres. 
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832.  {Fig.  19.)  On  peut  aussi  armer  la  crémaillère  de  dents  saillantes  azh^ 
a'2'ft',...,  qui  conduiront  des  flancs  AF,  A'F'  taillés  dans  l'intérieur  de  la  roue  sui- 
vant ses  rayons;  et  puisque  c'est  le  cercle  V  décrit  sur  AO  comme  diamètre  qui, 
en  roulant  sur  la  circonférence  a€,  produirait  l'épicycloïde  rectiligne  AF,  c'est 
aussi  (n®827)  ce  même  cercle  V  qu'il  faudra  faire  rouler  sur  la  droite  a'ê'  pour 
obtenir  l'enveloppe  az  :  cette  dernière  courbe  sera  donc  une  cjr/ofûfe  ordinaire  qui 
se  construira  comme  au  n*^  478.  Pour  fixer  l'étendue  précise  du  flanc  AF  qui  sera 
toucbé  par  l'arc  oz,  on  opérera  comme  dans  l'épure  i4  dont  celle-ci  n'est  qu'un  cas 
particulier,  en  transportant  le  point  z  en  M  sur  la  circonférence  Y,  au  moyen  d'une 
parallèle  à  odî'  (n**  840);  puis,  on  décrira  du  centre  0  l'arc  de  cercle  MEF.  Enfin, 
on  prolongera  le  flanc  AF  jusqu'à  la  circonférence  GH'G'  décrite  avec  un  rayon  OG 
déterminé  par  la  parallèle  MGz;  car  cette  limite  rigoureuse  deviendra  suffisante 
dans  la  pratique,  attendu  qu'il  faudra  échanfriner  les  dents  de  la  crémaillère,  pour 
éviter  les  arcs-boutements  que  produiraient  les  dents  qui  se  trouveront  en  prise 
avant  la  ligne  des  centres  (n**  877). 

853.  Une  autre  combinaison  qui  servît  encore  admissible,  consisterait  à  suppri- 
mer les  dents  de  la  roue  en  ne  lui  laissant  que  des  flancs,  tandis  que  la  crémaillère 
n'aurait  point  de  flancs  et  porterait  elle  seule  des  dents  cycloîdcUes;  mais  il  nous 
parait  bien  superflu  de  tracer  ici  une  figure  nouvelle  pour  ce  cas  particulier. 

854.  [Fig.  ao.)  Engrenage  a  flancs,  intérieur.  Lorsque  le  plus  petit  cercle 
0V6'  doit  être  placé  dans  l'intérieur  du  grand  Oao,  la  meilleure  disposition  con- 
siste à  mettre  les  flancs  qf,  6e,  a'/\...,  sur  la  petite  roue,  et  à  faire  porter  les  dents 
AZB,  A'Z'B',.. .,  par  la  plus  grande.  Le  profil  AZ  est  alors  une  épicycloïde  intérieure 
(n*^474)  décrite  par  le  cercle  Y  qui  roule  en  dedans  de  la  circonférence  aê;  et 
l'étendue  précise  du  flanc  ^s'obtiendra  encore  en  décrivant  du  centre  0  l'arc  Zm, 
puis  au  centre  0'  l'arc  mf.  Quant  k  la  profondeur  de  l'entaille,  elle  devra  s'étendre 
jusqu'à  la  circonférence  ghg^  dont  le  rayon  sera  déterminé  par  le  cercle  mZ.  La 
roue  menante  devra  être  celle  qui  porte  les  dents,  par  les  motifs  déjà  expliqués  au 
n^  850,  afin  que  la  poussée  ne  s'exerce  qu'après  la  ligne  des  centres. 

855.  {Fig»  21.)  Si,  au  contraire,  on  voulait  faire  porter  les  dents  par  la  petite 
roue  0V6',  et  placer  les  flancs  sur  la  grande  roue  a6  dont  le  centre  est  fictivement 
représenté  par  0  (car  il  tombe  réellement  hors  des  limites  de  lay?g-.  21),  il  faudrait, 
pour  tracer  le  profil  az,  décrire  un  cercle  VSA  dont  le  rayon  VA  serait  la  moitié 
de  OA,  et  faire  rouler  ce  cercle  V  sur  la  circonférence  a' 6'  qu'il  enveloppe,  ce  qui 
fournirait  une  épicycloïde  du  genre  de  celle  que  nous  avons  considérée  au  n''477. 
Quant  au  flanc  FAG,  il  devrait  d'abord  s'étendre  de  A  en  G  jusqu'à  la  circonfé- 
rence GH'G'  décrite  avec  le  rayon  00' 4-  O'js,  afin  de  laisser  un  libre  passage  à  la 
dent  azb;  et  ensuite  on  devrait  le  prolonger  vers  le  centre  de  A  en  F,  pour  recevoir 
la  poussée  du  profil  az.  En  effet,  si,  d'après  la  règle  générale  du  n^  833,  on  veut 
trouver  quel  est  le  point  de  l'enveloppée  AO  qui  viendra  en  contact  avec  le  point  z 
de  l'enveloppe  a«,  il  faudra  transporter  le  point  «  en  M  sur  la  circonférence  V,  au 
moyen  d'un  arc  zM.  décrit  du  centre  0';  puis  ramener  le  point  M  en  F  par  un  arc 

Géométrie  Leroy  4^ 


i 


338  LIVRE   IX.  —  ADDITIONS. 

MEF  décrit  du  centre  0.  Ainsi  ÂF,  AsFs»...,  seront  les  seules  portions  des  flancs 
sur  lesquelles  s'exercera  la  poussée  des  dents;  et  tandis  que  le  contact  x  s'avancera 
de  a^  vers  z^  sur  la  petite  roue,  sur  la  grande  il  marchera  en  sens  contraire  de  A3 
vers  F2  :  de  sorte  que,  le  chemin  total  parcouru  par  ce  contact  étant  plus  grand  que 
dans  les  autres  cas,  le  frottement  augmentera  considérablement. 

Mais  il  y  a  encare  un  autre  inconvénient  plus  grave,  résultant  de  l'entaille  qu'il 
faut  pratiquer  dans  la  petite  roue  pour  permettre  au  flanc  AF  de  tourner  librement. 
Car»  pendant  la  révolution  des  deux  cercles  0  et  0'  autour  de  leurs  centres  immo- 
biles, la  courbe  parcourue  par  le  point  F  sur  le  petit  cercle  mobile  est  la  même 
(n^  809)  que  celle  qu'il  décrirait  sur  le  plan  fixe  de  ce  cercle,  si  l'on  faisait  rouler 
la  circonférence  aS  sur  a'&\  donc,  cette  courbe  est  une  épicycloide  à  nœud  ôXF^xz 
qui  viendrait  raccorder  en  z  le  profil  az,  comme  nous  l'avons  prouvé  dans  un  cas 
semblable  au  n^841.  Par  conséquent,  il  faudra  éviter  la  roue  0'  suivant  le  con- 
tour FXd,  lequel  enlèvera  une  petite  portion  du  profil  az\  d'où  il  résultera  que  la 
dent  azb  ne  commencera  à  être  en  prise  qu'un  peu  après  la  ligne  des  centres.  Mais 
ce  qui  est  bien  plus  grave,  c'est  que  la  base  de  la  dent  se  trouvera  tellement  affaiblie 
par  cette  entaille,  qu'elle  n'offrira  plus  de  résistance  suffisante;  et,  conséquemment, 
le  svrtëmc  d'engrenage  représenté  dans  la^^.  ai  doit  être  proscrit  absolument  dans 
la  pratique. 

850.  L'engrenage  intérieur  ne  peut  pas  être  réciproque;  c'est-à-dire  qu'il  est 
impossible  de  donner  a  chaque  roue  des  dents  et  des  flancs  à  la  fois,  afin  que  cha- 
cune de  ces  roues  puisse  être  menante  à  son  tour.  En  effet,  si  l'on  superpose  les 
fig.  20  et  ai  de  manière  à  faire  coïncider  les  deux  rayons  désignés  par  O'a,  on 
verra  bien  que  le  profil  AZ  serait  recouvert  par  le  flanc  AF,  et  qu'il  f:  udrait  détruire 
ce  dernier  pour  pouvoir  exécuter  l'autre  :  de  même,  dans  la  roue  0'^  le  flanc  a/ne 
peut  coexister  avec  l'entaille  aXF. 

857.  {PL  6^9 fig.  as.)  Engrenage  A  LANTERNE.  On  désigne  sous  ce  dernier  nom 
une  espèce  de  tambour  composé  de  deux  tourteaux  ou  plateaux  circulaires,  égaux, 
parallèles,  et  réunis  par  des  cylindres  droits,  nommée  fuseauxy  dont  les  bases  sont 
les  cercles  c,  </,  c"  :  les  centres  de  ces  petits  cercles  sont  situés  tous  sur  une  circon- 
férence a'ê'  qui  forme  le  cerck primitif  de  cette  espèce  de  roue,  et  la^^.  aa  repré- 
sente une  coupe  faite  entre  les  deux  plateaux  par  un  plan  qui  leur  est  parallèle; 
c'est  pourquoi  les  cercles  c,  </,  c",...,  sont  couverts  de  hachures.  Cette  lanterne  est 
mise  en  mouvement  par  une  roue  0  dont  le  cercle  primitif  e^^i  aS;  les  dents  de  celle-ci 
sont  ordinairement  taillées  k  part  et  ensuite  implantées  dans  le  corps  de  la  roue  : 
alors  on  les  nomme  des  alluchons,  lesquels  s'exécutent  en  bois  très-dur,  tandis  que 
les  fuseaux,  qui  s'usent  plus  vite  par  le  frottement,  sont  quelquefois  en  fonte.  Ce 
genre  d'engrenage  ne  s'emploie  que  pour  de  fortes  machines  où  l'on  n'a  pas  besoin 
d'une  grande  précision  dans  les  mouvements;  car  il  n'offre  pas  autant  de  douceur 
et  de  régularité  que  l'engrenage  à  flancs. 

Après  avoir  choisi  (n^  836)  deux  nombres  entiers  n,  n\  qui  soient  entre  eux 
comme  les  rayons  des  circonférences  aS,  a'&,  on  divisera  la  première  en  n  parties 
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égales  AA',  A'A",.,.,  la  seconde  en  ri  parties  égales  aa',  a'a",...;  d'où  il  résultera 
aussi  kk'^='aa!  :  on  marquera  les  bases  des  dents  AB,  A'B',...,  égales  au  plus  a  la 
moitié  d'une  division  AA';  puis,  en  prenant  un  arc  ac  plus  petit  que  le  quart  de  la 
division  aa\  on  emploiera  la  corde  de  cet  arc  pour  décrire  tous  les  cercles c,  c^»  c^,..., 
qui  seront  les  bases  des  fuseaux.  Cela  fait»  comme  le  profil  AZ  doit  être  l'enve- 
loppe (n°  810)  de  l'espace  qui  serait  parcouru  par  le  cerclée  dans  l'hypothèse  où 
la  circonférence  o^&  roulerait  sur  aS  immobile,  on  observera  d'abord  que  le  point  c 
décrirait  alors  une  épicycloîde  cl  facile  à  construire  (n*^  471);  si  donc,  de  divers 
points  de  cette  épicycloîde  et  avec  un  rayon  constamment  égal  à  la  corde  ca^  on  dé- 
crit plusieurs  arcs  de  cercle,  il  suffira  de  tracer  une  courbe  AZX  qui  leur  soit  tan- 
gente, pour  obtenir  le  profil  demandé  par  un  moyen  plus  expéditif  que  la  construc- 
tion par  points  indiquée  au  n^  823. 

858.  Cette  branche  AZX  de  Tenveloppe  du  petit  cercle  c  se  prolongerait  dans 
l'intérieur  de  la  circonférence  aS  jusqu'à  un  point  de  rebroussement  indiqué  par  e', 
dans  la^^.  lo  de  la  PL  67;  et  comme  à  l'époque  où  l'enveloppée  toucherait  l'enve- 
loppe en  ce  point  t\  l'axe  c  du  fuseau  aurait  déjà  dépassé  la  ligne  des  centres  00', 
rien  ne  s'opposerait  à  ce  que  l'on  gardât  ce  prolongement  de  AZX  :  mais,  pour  plus 
de  facilité  dans  la  pratique,  on  termine  ce  profil  au  point  (^  qui  répond  k  A  sur  la 
fig,  22,  et  pour  lequel  le  contact  arrive  quand  ce  point  A  est  parvenu  sur  la  droite 
00'  (n^  825).  Ainsi,  dans  l'engrenage  à  lanterne,  les  dents  ne  seront  jamais  en 
prise  avant  la  ligne  des  centres. 

859.  Quant  à  l'entaille  nécessaire  pour  que  les  fuseaux  se  meuvent  librement, 
on  pourrait  lui  donner  pour  contour  le  demi-cercle  décrit  sur  la  corde  de  l'arc 
AB'  comme  diamètre;  mais  on  se  contente  ordinairement  de  tracer  la  portion  de 
rayon  AG  un  peu  plus  grande  que  la  corde  oc,  et  de  décrire  du  point  0  l'arc  de 
cercle  GH'  terminé  aussi  au  rayon  B'H'.  Il  est  vrai  que  la  droite  AG  n'est  pas  rigou- 
reusement tangente  au  profil  AZ,  puisque  la  normale  commune  à  cette  courbe  et 
à  l'épicycloïde  c/,  serait  la  corde  ac  (n""  823);  mais  Taréte  saillante  qui  en  résul- 
tera en  A  sera  très-obtuse,  et  d'ailleurs  on  pourra  l'adoucir,  sauf  à  ce  que  la  dent 
ne  commence  à  se  trouver  en  prise  qu'un  peu  plus  tard. 

860.  Il  est  bon  d'échanfriner  les  dents,  mais  sans  cesser  de  remplir  la  condition 
du  n'^  844,  afin  que  le  mouvement  se  continue  sans  à-coups.  Pour  cela,  on  tirera 
la  droite  kd,  qui,  étant  normale  (n^  823)  à  l'enveloppée  c'a'è'  et  à  l'enveloppe 
A'Z',  déterminera  leur  point  de  contact  œ\  et  alors  il  suffira  de  prendre  un  rayon 
un  peu  plus  grand  que  Ox  pour  décrire  la  circonférence  k  laquelle  commencera 
l'échanfrinement.  Si  cette  normale  kd  fournissait  un  point  a;  qui  fût  au-dessus  de 
la  section  Z'  des  deux  profils  symétriques,  les  fuseaux  seraient  trop  écartés  pour 
remplir  la  condition  du  n^844  ;  et  dans  ce  cas,  il  faudrait  augmenter  leur  nombre  //' 
en  faisant  aussi  varier  le  nombre  n  des  dents  de  la  roue,  de  manière  que  le  rapport 
des  nombres  n  et  n*  restât  toujours  le  même  que  celui  des  rayons  R  etR'  des  cercles 
primitifs  aë  et  a' S\ 

861.  {Pig*  ^3.)  Ckémaillèhe  a  fusbâux.  Lorsque  le  rayon  R' devient  infini, 
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le  cercle  primitif  ct'ê'  se  réduit  à  une  droite,  et  la  lanterne  devient  une  crémail- 
lère XY.  Dans  ce  cas,  la  courbe  c/ décrite  par  la  droite  a' 6'  roulant  sur  aê,  étant 
une  développante  de  cercle,  la  courbe  équidistante  AZ  sera  aussi  une  développante 
de  aS,  engendrée  par  le  point  a,  de  sorte  qu'on  peut  tracer  immédiatement  cette 
dernière,  sans  recourir  à  cl.  L'entaille  ÂGH'B'  s'exécutera  comme  ci-dessus;  et  ici 
la  normale  Âc'  coïncidant  toujours  avec  cx!S\  les  points  de  contact  a?  de  tous  les 
profils  des  dents  se  trouveront  constamment  sur  la  ligne  a'è'  :  donc,  pour  échan- 
friner  les  dents,  il  suffira  de  tracer  une  circonférence  avec  un  rayon  un  peu  plus 
grand  que  Oo?. 

862.  {Fig.  aa.)  Crémaillère iz^^ec  une  lanterne.  Si,  dans  hfig*  aa,  on  suppo- 
sait au  contraire  le  rayon  R  infini,  la  roue  0  deviendrait  une  crémaillère  armée  de 
dents,  qui  conduiraient  la  lanterne  0^  Dans  ce  cas,  la  courbe  c/ serait  une  cycloîde 
ordinaire  décrite  par  le  point  c  du  cercle  a'&'  qui  roulerait  sur  la  ligne  aS  devenue 
droite;  et  le  profil  AZ  devant  être  une  courbe  équidistante  de  cette  cycloîde,  on  le 
construirait  par  des  arcs  de  cercle,  comme  au  n^  857. 

863.  {PL  70,  yîgr.  2/|.)  Engrenage  A  développante.  Après  avoir  déterminé, 
comme  au  n^836,  les  divisions  égales  AA',  aa\  ainsi  que  les  bases  des  dents  AB, 
1x6,  sur  les  cercles  primitifs  aS,  o'ê',  dont  les  rayons  sont  représentés  par  R,  R',  on 
tracera  par  le  point  A  une  droite  TAT  faisant  un  angle  arbitraire  avec  la  ligne  OAO"; 
et  des  centres  0,  0',  on  décrira  deux  nouveaux  cercles  CD,  CD',  tangents  à  cette 
droite  TAT'  :  les  rayons  de  ces  cercles  auxiliaires  se  trouveront  évidemment  pro- 
portionnels à  R  et  R'.  Cela  posé,  en  faisant  rouler  la  droite  TAT'  sur  la  circonfé- 
rence CD,  le  point  A  décrira  une  courbe  FAZ  développante  de  ce  cercle;  et  la  même 
droite  roulant  ensuite  sur  CD',  le  point  a  décrira  aussi  une  développante /âz  de 
cette  dernière  circonférence.  Or  on  a  vu  (n**  829)  que  ces  deux  courbes  FAZ  eifaz 
étaient  respectivement  enveloppe  et  enveloppée  ;  donc  (n^  810)  ce  sont  là  les  profils 
conjugués  qu'il  faut  adopter  pour  les  dents,  afin  qu'il  passe  par  la  ligne  des  centres, 
dans  le  même  temps,  des  arc  égaux  AA'  et  aci  mesurés  sur  les  cercles  primitifs. 

864.  Pour  échanfriner  les  dents,  en  satisfaisant  à  la  condition  du  n^  8ii,  on 
observera  qu'ici  le  point  a?  où  la  droite  AT'  rencontre  la  développante  a!z\  est  pré- 
cisément le  pied  de  la  normale  abaissée  du  point  A  sur  cette  courbe;  donc  il  fau- 
dra prendre  le  rayon  du  cercle  d'échanfrinement  au  moins  égal  à  0;r.  De  même, 
pour  les  dents  de  la  roue  0',  le  rayon  analogue  devra  égaler  ou  surpasser  un  peu 
la  distance  O'x'.  Quant  à  l'entaille  nécessaire  pour  donner  passage  aux  dents,  après 
avoir  continué  la  développante  ZAF  jusqu'à  son  origine  F  sur  le  cercle  auxiliaire, 
on  prolongera  cette  courbe  (s'il  le  faut)  suivant  un  rayon  FGO,  jusqu'à  une  pro- 
fondeur telle,  que  OG  soit  un  peu  moindre  que  la  différence  entre  O'O  et  O'-z; 
semblablement,  pour  le  creux  de  la  roue  0',  le  rayon  0'^  du  fond  de  l'entaille 
devra  être  un  peu  moindre  que  la  différence  entre  00'  et  OZ.  On  doit  observer 
qu'ici  les  dents  seront  en  prise  tant  avant  qu'après  la  ligne  des  centres;  à  moins 
qu'on  ne  réduisit  les  dents  de  la  roue  menée  0'  à  ne  pas  dépasser  le  cercle  primitif, 
suivant  la  forme  ^aM  :  mais  alors  l'engrenage  ne  serait  plus  réciproque. 
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865.  Quoique  nous  ayons  laissé  arbitraire  Tangle  TAO  =  f  formé  par  la  tan- 
gente aux  cercles  auxiliaires  avec  la  ligne  des  centres,  il  est  convenable  que  cet 
angle  soit  au  moins  égal  aux  trois  quarts  d'un  angle  droit,  afin  que  les  entailles  a 
pratiquer  dans  les  deux  roues  n'aient  pas  trop  de  profondeur.  En  outre,  nous  ferons 
observer  que  ce  système  d'engrenage  est  souvent  préféré  par  les  constructeurs 
modernes,  à  cause  des  deux  avantages  suivants  : 

1^  La  largeur  des  dents  va  toujours  en  augmentant  jusqu'à  l'extrémité  inférieure 
EF,  ce  qui. les  rend  susceptibles  d'une  plus  grande  résistance;  tandis  que  dans  la 
fig.  i4»  les  flancs  convergent  vers  le  centre»  et  la  base  des  dents  se  trouve  quelque- 
fois bien  affaiblie. 

2^  Quand  un  engrenage  à  développante  est  exécuté»  on  peut  diminuer  ou  aug- 
menter d'une  petite  quantité  la  distance  00'  primitivement  adoptée  pour  l'écarté- 
ment  des  axes,  sans  que  le  système  cesse  de  fonctionner  aussi  régulièrement;  et 
cela  est  précieux  dans  la  pratique,  où  il  est  souvent  très-difflcile  de  placer  les  axes 
rigoureusement  à  la  même  distance  qu'on  a  supposée  dans  l'épure.  Pour  justifier 
cette  latitude,  imaginons  que,  dans  lay?^.  2^,  on  ait  abaissé  le  centre  0  avec  les 
cercles  aS  et  CD,  et  qu'ils  aient  pris  les  positions  0^,  as^s»  C2Da  (le  lecteur  les 
tracera  aisément);  alors»  si  l'on  mène  une  tangente  commune  aux  deux  circonfé- 
rences G2D2et  CD%  cette  droite  coupera  la  ligne  des  centres  en  un  point  A^  qui 
divisera  la  distance  O2O'  en  deux  parties  dont  le  rapport  sera  encore  le  même  que 
celui  des  rayons  des  circonférences  CaD,  et  CD'.  D'ailleurs  cette  nouvelle  tangente, 
en  roulant  tour  à  tour  sur  ces  deux  circonférences,  décrira  par  le  point  Aa  les  mêmes 
développantes  AZ  et  az  qui  formaient  déjà  les  profils  des  dents  de  l'engrenage  pri- 
mitif; seulement  ces  développantes  se  toucheront  par  d'autres  points  correspon- 
dants que  dans  la  première  position  de  l'engrenage.  Donc  le  nouveau  système 
fonctionnera  comme  l'ancien,  et  en  produisant  des  vitesses  angulaires  qui  auront 
le  même  rapport  que  dans  le  premier  cas. 

866.  Crémaillère  à  dents  obliques.  Lorsque,  dans  la  figure  précédente,  on  sup- 
pose que  le  cercle  primitif  a' S'  acquiert  un  rayon  infini»  ce  cercle  se  change  en  une 
droite,  et  la  roue  0'  en  une  crémaillère  XY  à  dents  obliques,  dont  les  profils  gaz, 
g^afz'f...,  sont  des  droites  perpendiculaires  à  TT';  car  le  cercle  auxiliaire  CD'  ayant 
pour  rayon  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  0'  sur  TT',  vient  se  confondre  avec 
cette  dernière  droite;  et  comme  le  point  de  contact  s'éloigne  en  même  temps  à 
l'infini»  si  l'on  veut  faire  rouler  la  droite  TT'  sur  cette  circonférence  dégénérée  en 
ligne  droite,  chaque  point  a  décrira  une  perpendiculaire  gaz  a  la  ligne  TT'.  Les 
contacts  des  dents  conjuguées  seront  encore  ici  placés  tous  sur  la  droite  TT'»  en 
a,  a;»  a/  ;  mais  la  poussée  s' exerçant  suivant  une  normale  à  gaz,  c'est-à-dire  suivant 
TT',  qui  est  oblique  à  la  direction  XY  du  mouvement  que  doit  prendre  la  crémaillère» 
il  en  résultera  un  frottement  considérable  dans  les  coulisses  qui  maintiennent  cette 
pièce  :  c'est  pourquoi  le  système  de  la^fg".  ^5  est  moins  avantageux  que  celui  de  la 
crémaillère  droite  (y%"..i8).  Au  surplus»  cette  dernière  n'est  qu^un  cas  particulier 
de  \2ifig.  a5  :  celui  où  la  droite  arbitraire  TAT'  serait  menée  à  angle  droit  sur  AO. 
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S  867.  [Fig.  a6.)  L'engrenage  à  développante  peut  <?fr5  intérieur;  c'est  lorsque 

les  deux  cercles  primitifs  aS,  a' S'  sont  embrassés  l'un  par  l'autre.  Alors,  après  avoir 
mené  sous  un  angle  arbitraire  la  droite  TAT',  et  avoir  tracé  les  deux  cercles  inté- 
rieurs CD,  CD',  tangents  à  cette  droite  et  concentriques  avec  0  et  0',  il  faudra 
encore  faire  rouler  la  droite  TAT'  successivement  sur  les  circonférences  CD,  CD', 
pour  engendrer  les  profils  GAZ  et  gaz^  qui  seront  toujours  des  développantes  de 
cercle.  Mais  ici  les  deux  points  de  contact  de  cette  tangente  commune  TAT'  étant 
d'un  même  côté  par  rapport  au  point  A,  les  développantes  tourneront  leur  conca- 
vité dans  le  même  sens;  et  il  en  résultera  un  frottement  beaucoup  plus  considé- 
rable, par  suite  des  petites  imperfections  inévitables  dans  Texécution  des  profils 
matériels.  Aussi,  le  système  actuel,  et  en  général  tous  les  engrenages  intérieurs, 
sont  rarement  employés  dans  la  pratique. 

Nous  ajouterons  seulement  qu'après  avoir  prolongé  la  développante  jsa/*jusqu'à 
son  origine /sur  le  cercle  CD',  on  devra  limiter  l'autre  développante  ZA  au  point 
correspondant  G;  pour  trouver  celui-ci,  il  faudra  (n**  834)  ramener  le  point/en/' 
sur  la  tangente  TAT'  au  moyen  d'un  arc  décrit  du  point  0',  puis  transporter  le 
point/'  en  6  par  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  0.  Enfin,  on  prolongera  le 
profil  z^suivant  un  rayon ^^0',  d'une  quantité  suffisante  pour  que  l'entaille  per- 
mette à  la  dent  de  la  roue  0  de  se  mouvoir  librement. 

868.  [PL  'jo^fig.  27.)  Cames  et  pilons.  Soit  ABZ  l'axe  d'une  tige  verticale  qui 
doit  alternativement  monter  de  la  quantité  AB  et  redescendre  ensuite  librement, 
abandonnée  à  son  propre  poids.  Pour  produire  ce  mouvement  rectiligne  analogue 
k  celui  de  la  crémaillère  du  n^  851,  on  emploie  une  roue  dont  l'axe  horizontal  est 
projeté  en  0,  et  dont  le  cercle  primitif  aS  est  tangent  à  la  verticale  AZ;  et  l'on 
arme  cette  roue  de  cames  ou  dents  AX,  A^Xs»  AsX,,  assez  éloignées  les  unes  des 
autres  pour  laisser  au  pilon  le  temps  de  retomber  de  B  en  A  avant  d'être  saisi  par  la 
dent  suivante.  Le  profil  antérieur  de  ces  cames  doit  être  une  développante  AXY  du 
cercle  aS;  car  cette  courbe  aura  la  propriété  (n^  851)  de  toucher  constamment  le 
mentonnet  horizontal  M  du  pilon,  dans  un  point  qui  demeurera  sur  la  droite  AZ 
toujours  normale  à  la  développante  AXY,  quelque  position  que  prenne  cette 
courbe  pendant  la  rotation  autour  du  point  0.  L'étendue  précise  AX  qu'il  faudra 
donner  à  ce  profil  pour  qu'il  conduise  le  mentonnet  depuis  A  jusqu'en  B,  s'obtien- 
dra (n^834')  en  décrivant  avec  le  rayon  OB  un  arc  de  cercle  qui  viendra  couper 
la  développante  AY  au  point  demandé  X.  On  pourrait  terminer  la  came  par  le  rayon 
AO;  mais,  pour  éviter  de  faux  contacts  hors  de  la  verticale  AZ,  ce  qui  ferait  déverser 
la  tige  et  produirait  des  frottements  nuisibles,  on  écbanfrine  la  came  suivant  une 
petite  courbe  AD  arbitraire,  laquelle  doit  raccorder  le  rayon  AO  déjà  tangent  k  AX. 

869.  Quant  au  mentonnet  sur  lequel  la  came  exerce  sa  poussée  dans  la  direc- 
tion verticale  AZ,  c'est  une  pièce  horizontale  et  rectangulaire  M'  qui,  dans  les 
anciennes  machines,  se  fixait  en  avant  de  la  tige  du  pilon,  comme  on  le  voit 
^g.  28  ;  et  la  saillie  EB  devait  égaler  la  différence  entre  les  rayons  OA  et  OX  de  la 
/ig.  27  :  mais  comme  alors  la  poussée  de  la  came  passait  fort  loin  du  centre  de  gra- 
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vite  du  pilon,  il  en  résultait  un  couple  de  forces  qui  tendait  a  déverser  la  tige  et 
produisait  un  frottement  considérable  sur  les  jumelles  G  et  ^  entre  lesquelles  se 
meut  cette  pièce.  Pour  éviter  cet  inconvénient  grave,  surtout  quand  le  poids  du 
pilon  est  considérable,  on  emploie  ordinairement  la  disposition  proposée  par  Monu- 
golfier,  et  qui  est  représentée  dans  \^fig*  ag.  Ici  la  tige  ou  le  manche  du  pilon  est 
formé  de  deux  parties  TM  et  T2N,  réunies  par  àe^  jumelles  latérales  J  ety  ;  de  sorte 
que  l'intervalle  de  M  à  N  offre  un  vide  dans  lequel  la  dent  AX  de  la  came  peut  péné- 
trer, et  en  agissant  sur  la  face  horizontale  M  qui  fait  l'office  de  mentonnet,  cette 
came  soulève  bien  le  manche  dans  la  direction  de  son  axe  ÂBZ,  pour  l'amener  de 
Â  en  B.  Arrivé  dans  cette  dernière  situation,  le  pilon  ne  retombe  pas  encore,  parce 
.qu'il  reste  à  la  came  à  parcourir  la  demi-épaisseur  du  mentonnet;  mais  ce  petit 
temps  perdu  deviendra  presque  insensible,  en  échanfrinant  la  dent  ax  suivant  la 
courbe  indiquée  par  des  points  ronds,  ce  qu'il  faut  toujours  faire  pour  ne  pas  laisser 
subsister  des  parties  aiguës  ou  des  arêtes  vives  qui  entameraient  les  surfaces  et 
pourraient  produire  des  arcs-boutements. 

870.  Une  autre  combinaison ,  indiquée^^.  3o,  est  employée  dans  les  mines  où 
les  pilons  doivent  avoir  un  poids  considérable.  La  tige  T^  est  d'une  seule  pièce,  mais 
on  la  garnit  de  deux  mentonnets  latéraux  m\  rri\  sur  lesquels  agissent  les  deux 
branches  a/,  af  [fig.  3 1  )  de  la  came  cuv  qui,  alors,  est  fourchue.  Nous  supposons 
ici  que  les  trois  cames  projetées  verticalement  sur  cuc^  a^x^^  ^s^s»  s^ût  fourchues 
et  servent  k  faire  mouvoir  le  manche  T, ,  tandis  que  les  cames  à  dent  unique  AX, 
A2X3 ,  A,  X, ,  agissent  sur  le  manche  TMT2;  car  on  adapte  ainsi  sur  le  même  arbre 
autant  de  rangs  de  cames  qu'il  y  a  de  pilons  à  faire  mouvoir,  avec  le  soin  de  faire 
correspondre  les  cames  de  diverses  séries  a  des  rayons  différents  OX  et  Oj?,  afin 
que  les  tourillons  ne  supportent  pas  en  même  temps  le  poids  de  tous  les  pilons.  Les 
trois  dents  de  chaque  série  sont  en  fonte,  et  coulées  d'un  seul  jet  avec  l'anneau  qui 
réunit  leurs  bases;  et  cet  anneau,  polygonal  à  l'intérieur,  s'adapte  sur  l'arbre  de  la 
roue  qui  est  en  bois,  et  offre  le  même  nombre  de  pans. 

871.  Pour  maintenir  les  tiges  des  pilons  toujours  dans  la  même  direction  ve**^T- 
cale,  tout  en  leur  laissant  la  liberté  de  monter  et  de  descendre,  on  les  enferme 
entre  deux  pièces  horizontales  et  parallèles  (G,  G")  (^,  G')  nommées  jumelles  ;  et 
celles-ci  sont  reliées  entre  elles  par  des  entre^toises  qui  empêchent  aussi  la  tige  de 
s'écarter  k  droite  ou  à  gauche  dans  la  direction  de  l'axe  Û'O"".  Un  second  rang  de 
jumelles  (Gs»  G'')  [gt*  C),  est  placé  dans  la  partie  inférieure,  mais  k  une  hauteur 
telle,  qu'il  ne  gêne  pas  la  course  du  pilon.  Les  signes  en  forme  d'X  que  Ton  voit 
sur  l'épure  indiquent,  en  charpente,  des  bouts  de  pièces  ou  des  sections  faites  per* 
pendiculairement  aux  fibres  du  bois. 

872.  [PL  &&jfig*  8.)  Des  excentriques.  Dans  quelques  machines,  on  emploie 
une  sorte  de  roue  dont  le  contour  extérieur  n'a  pas,  pour  centre  de  figure,  le  centre 
du  mouvement  de  rotation,  et  qui  a  pour  but  de  faire  alternativement  monter  et 
descendre  une  tige  verticale  AZ,  mais  graduellement,  et  non  pas  brusquement 
comme  dans  le  cas  des  pilons  dont  nous  venons  de  parler.  Ce  contour  forme  donc  une 
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conrhe  excentrique  qui  peut  offrir  plusieurs  variétés;  mais  il  suffira  d'en  citer  un 

exemple,  celui  que  Ton  désigne  sous  le  nom  de  courbe  en  cœur.  Soit  AA4  la  hauteur 

\  dont  la  tige  doit  monter  :  après  avoir  partagé  cet  intervalle  en  parties  égales, 

i  4  par  exemple,  on  en  fera  autant  pour  la  demi-circonférence  décrite  avec  le  rayon 

j  OA4  ;  puis,  sur  les  divers  rayons  Oi ,  0  a,  03,  on  prendra  les  distances 

I  OB  =  OA^,     OC  =  OAa,     0D  =  0A3,    0E  =  0A4, 

et  la  courbe  ABCDE,  jointe  a  la  branche  symétrique  AB'C'D'E,  composera  Texcen- 
trique  demandée.  En  effet,  la  tige  AZ  étant  retenue  dans  la  même  direction  ver- 
ticale par  les  guides  m  et  n,  lorsqu'on  fera  tourner  la  roue  autour  de  son  axe  0, 
et  que  le  rayon  vecteur  OB  aura  pris  la  position  0A| ,  la  poussée  oblique  qu'elle 
exerce  sur  la  tige  aura  fait  monter  celle-ci  et  aura  transporté  son  pied  A  en  A| , 
puisque  ce  dernier  point  coïncidera  avec  B.  De  même,  quand  le  rayon  OC  sera  devenu 
vertical,  le  pied  A  se  trouvera  transporté  en  Aa ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  OE 
coïncide  avec  OA4  ;  puis,  le  mouvement  de  rotation  continuant  dans  le  même  sens,  la 
branche  ED'C  B' A  laissera  redescendre  la  tige  graduellement  depuis  A4  jusqu'en  A. 
875.  Ce  système  ne  s'emploie  que  dans  le  cas  où  il  ne  faut  pas  exercer  un 
grand  effort  sur  la  tige;  et  alors  même  on  doit  chercher  à  diminuer  les  frottements 
dus  à  la  poussée  oblique.  Pour  cela  on  garnit  le  pied  de  la  tige  d'un  galet  mobile 
autour  de  l'axe  horizontal  A,  et  l'on  adopte  pour  contour  de  la  roue  une  courbe 
abcded'h'a  qui  soit  équidistante  de  l'excentrique  primitive;  cette  nouvelle  courbe 
se  trace  en  la  rendant  tangente  k  des  arcs  de  cercle  décrits  de  divers  points  de 
ABCD...  avec  un  rayon  constamment  égal  k  celui  du  galet.  Par  là,  le  mouvement 
rectiligne  de  la  tige  demeure  le  même  que  dans  le  premier  cas;  mais,  au  lieu  d'un 
frottement  de  glissement,  on  n'a  plus  qu'un  frottement  de  roulement,  lequel  est 
beaucoup  moindre. 

874.  Quand  on  veut  éviter  le  changement  un  peu  brusque  de  vitesse  qui  a  lieu 
aux  points  extrêmes  A  et  A4,  on  divise  Tintervalle  AA4  en  parties  inégales,  au  moyen 
d'une  demi-circonférence  décrite  sur  cette  distance  comme  diamètre,  et  que  l'on 
partage  en  arcs  égaux;  les  ordonnées  de  ce  demi-cercle  fournissent  les  points  Af, 
A2,  A,,...,  et  la  courbe  ABCDE,  construite  comme  ci-dessus,  ne  présente  plus  de 
points  saillants.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  tracer  l'excentrique  dans  cette 
nouvelle  hypothèse. 

875.  Remarques.  Nous  avons  fait  observer  diverses  fois  que,  pour  un  tel  système 
d'engrenage,  la  poussée  des  dents  ne  s'exerçait  ({M^après  la  ligne  des  centres^  dans 
le  sens  du  mouvement;  tandis  que,  pour  tel  autre  système,  il  y  avait  des  dents  en 
prise  avant  la  ligne  des  centres.  Cette  distinction  est  importante  à  faire,  à  cause  des 
inconvénients  graves  que  présente  souvent  le  dernier  de  ces  deux  cas. 

D'abord,  on  doit  se  rappeler  que  dans  tous  les  engrenages  examinés  ci-dessus,  les 
profils  des  dents  ne  roulent  pas  simplement  l'un  sur  l'autre,  mais  qu'il  y  a  aussi  un 
glissement  (n°  817),  lequel  est  parfois  assez  considérable,  comme  on  l'a  vu  aux 
D^  833  et  834.  De  là  résulte  un  frottement  qui  est  proportionnel  à  la  pression  exer- 
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cée  par  les  dents  Tune  sur  l'autre,  et  qui  absorbe  une  partie  de  la  force  motrice  :  or 
cette  perte  de  force  est  plus  considérable  pour  deux  dents  qui  sont  en  prise  avant  la 
ligne  des  centres,  que  pour  deux  dents  analogues  qui  ne  seraient  en  contact  qu*aprës 
la  même  ligne.  Cette  proposition,  que  l'expérience  confirme»  s'établit  par  des  prin- 
cipes de  mécanique  et  par  des  calculs  dont  l'exposition  nous  éloignerait  trop  du  but 
graphique  de  cet  ouvrage;  mais  nous  pouvons,  du  moins»  la  justifier  par  les  consi- 
dérations suivantes. 

876.  {PL  'jOfJîg.  3a.)  Admettons  que,  dans  la^f^.  Sa,  0'  soit  la  roue  menante, 
et  qu'elle  tourne  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche  9''.  11  peut  arriver,  soit  par  suite 
du  trop  petit  nombre  des  dents,  soit  par  suite  de  quelque  irrégularité  dans  leur  exé- 
cution, qu'a  une  certaine  époque  la  poussée  des  deux  roues  ne  s'exerce  plus  que 
par  un  seul  point  m  qui  corresponde  au  dernier  élément  du  profil  o'V;  alors  la 
pointe  z'\  ou  plutôt  l'arête  vive  qui  est  projetée  sur  ce  point,  sera  comparable  au 
tranchant  d'un  ciseau  dont  les  faces  seraient  symétriques  par  rapport  au  plan  dia- 
métral O'z".  Or,  tant  que  le  mouvement  a  lieu  dans  le  sens  f",  le  contact  marche  de 
m  vers  A";  et,  l'angle  OVA''  étant  aigu,  le  ciseau  ne  fait  que  frotter  sur  la  sur- 
face &'A''z'\  et  la  polir  sans  l'entamer.  Mais,  si  nous  changeons  les  rôles,  et  que  0 
devenant  la  roue  menante,  elle  tourne  dans  le  sens  de  la  flèche  9,  alors  le  tranchant 
du  ciseau  marchera  de  m  vers  G",  du  côté  de  l'angle  obtus  OVG"  :  conséquemment 
il  tendra  a  pénétrer  dans  la  surface  A''6'',  il  l'entamera  légèrement  et  apportera 
beaucoup  plus  de  résistance  au  mouvement  de  rotation  de  l'engrenage.  Quelquefois 
même,  sous  l'effort  d'une  grande  pression,  l'arête  z"  pénétrera  assez  avant  dans  la 
surface  A'' G"  pour  ne  plus  pouvoir  se  dégager,  et  il  y  aura  un  arc^-boutement  qui 
arrêtera  subitement  la  machine,  ou  qui  fera  rompre  l'une  des  dents  ainsi  engagées. 
C'est  pour  cela  qu'il  faut  toujours  échanfriner  les  dents,  et  avoir  soin  d'adoucir 
encore  les  arêtes  qui  résulteraient  de  cette  troncature. 

877.  Mais,  lors  même  que  ces  précautions  ont  été  prises,  il  reste  toujours  des 
aspérités  inévitables  sur  le  bois  ou  la  fonte  qui  ont  servi  à  former  les  dents  ;  et  ces 
aspérités  produisent,  quoique  d'une  manière  moins  prononcée,  des  effets  analogues 
à  ceux  que  nous  avons  décrits  au  numéro  précédent.  D'où  l'on  doit  conclure,  con- 
formément à  l'expérience,  que  le  frottement  et  la  perte  de  force  motrice  sont  tou- 
jours plus  considérables  pour  deux  dents  qui  se  poussent  avant  la  ligne  des  centres, 
que  pour  celles  qui  sont  en  contact  après  cette  ligne.  En  outre,  dans  le  premier  de 
ces  cas,  il  peut  encore  y  avoir  arc-boutement,  quoique  la  dent  a"z"b"  soitéchan- 
frinée,  si  par  quelque  légère  irrégularité,  il  arrive  que  la  poussée  des  deux  roues 
ne  se  fasse  que  par  le  dernier  élément  du  profil  conservé  af'z'\  et  que  la  pression 
soit  considérable.  Ainsi,  nous  pouvons  poser  ce  principe  général  :  dans  tout  engre- 
nage il  faut,  autant  que  possible,  éviter  que  les  dents  commencent  à  entrer  en  prise 
avant  la  ligne  des  centres. 

878.  Pour  remplir  cette  condition,  le  premier  moyen  serait  de  supprimer  aans 
une  des  roues,  0'  par  exemple,  toutes  les  portions  de  dents  qui  seraient  en  dehors 
du  cercle  primitif  a' 6',  ainsi  que  le  montrent  les^f^.  17,  18,  ao,  aa,  a3,  et  d'exiger 
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que  la  roue  0  fiït  toujours  la  roue  menante^  soit  à  droite,  soit  hgauclie»  car  alors 
on  voit  bien  que  la  poussée  ne  s'exercerait  jamais  qu'après  la  ligne  des  centres.  On 
pourrait  obtenir  le  même  avantage  dans  l'engrenage  à  développantes  de  la^^.  ^4»  si 
l'on  réduisait  led  profils  des  dents  de  0'  aux  parties  intérieures  g/a,  heh^....  Les  en- 
grenages de  ce  genre,  où  une  seule  des  roues  peut  mener,  sont  dits  non  réciproques. 

879.  Mais  cette  disposition  offrirait  des  inconvénients  duns  les  grandes  ma- 
chines, à  mouvements  rapides,  k  résistances  très-inégales,  où  Ijs  vitesses  sont  régu- 
larisées par  l'emploi  des  volants.  Car,  alors,  en  raison  des  petites  variations  pério- 
diques que  subit  la  vitesse,  et  a  cause  du  jeu  qui  doit  toujours  exister  entre  les 
dents  (n^  837),  chacune  des  deux  roues,  tout  en  continuant  de  marcher  dans  le 
même  sens,  se  trouve  tantôt  menante  et  tantôt  menée  :  or,  pour  remplir  ce  double 
rôle,  elles  doivent  toutes  deux  être  armées  de  dents  saillantes  en  dehors  des  cercles 
primitifs,  comme  on  le  voit  dans  la^fg.  3:i,  où  l'engrenage  est  dit  réciproque. 
Ainsi,  pour  conserver  cet  avantage  sans  retomber  dans  Tinconvénient  d'avoir  des 
contacts,  tant  en  avant  qu'en  arrière  de  la  ligne  des  centres,  il  faudra  démaigrir 
les  dents  du  côté  opposé  à  celui  où  te  mouvement  doit  avoir  lieu^  c'est-à-dire  enlever 
les  parties  que  nous  avons  couvertes  de  hachures  dans  \9ifig.  Sa  ;  mais  le  système 
ne  pourra  fonctionner  que  dans  un  seul  sens,  celui  qui  est  indiqué  par  les  flèches 
çetç'C). 

880.  [Fig.  Sa.)  Limite  du  nombre  des  dents.  A  la  poussée  d'un  couple  de  dents 
doit  succéder,  sans  interruption  aucune,  la  poussée  d'un  autre  couple,  afin  d'éviter 
les  chocs  rétrogrades  que  l'on  nomme  des  à-coups  :  il  faut  donc  qu'à  l'instant  où  les 
deux  dents  GAZ  et  gaz  commencent  à  se  toucher  sur  la  ligne  des  centres  en  A,  les 
dents  G'k'Z'  et  ^a'z'  du  couple  précédent  soient  encore  en  prise.  Or,  en  abaissant 
la  normale  kx  sur  le  profil  a'g^  (rectiligne  ou  non),  on  sait  que  le  pied  x  de  cette 
normale  doit  être  (n*'812)  le  point  de  contact  de  l'enveloppée  alg^  avec  l'enve- 
loppe A'Z';  si  donc  ce  point  x  se  trouve  au-dessous  du  sommet  7J  de  la  dent  de  la 
roue  0,  la  condition  demandée  sera  remplie;  sinon,  il  y  aurait  des  à-coups,  et  pour 
les  éviter,  il  faudra  rapprocher  les  dents  en  augmentant  leurs  nombres  n  et  n\ 
qui  devront  toujours  être  choisis  proportionnels  aux  rayons  R  et  R'  des  cercles 
primitifs.  Il  suit  de  là  que  le  nombre  ri  des  dents  de  la  petite  roue  admet  un  mini- 
TTurnij  qui  varie  avec  la  nature  des  profils  et  avec  le  rapport  des  vitesses  angulaires; 
aussi,  en  cherchant  à  déterminer  par  le  calcul  la  position  du  pied  de  la  normale  Aj?, 

M.  Saçary  a  trouvé  les  limites  suivantes,  où  /x  désigne  le  rapport  -^9  qui  est  tou- 
jours moindre  que  l'unité  : 

Dans  un  engrenage  à  flancs n'=ou>  10(1 +|x); 

Dans  un  engrenage  à  lanterne n'  =  ou>    74-4/^; 

Dans  un  engrenage  à  développantes /»'=ou>  lé-i-ajx. 


(*)  Ce  procédé,  ainsi  que  les  remarques  précédentes,  sont  tirés  des  Leçons  que  M.  .SV/p^/r^  avail  rédi 
gées  pour  son  Cours  de  machines  à  l'École  Polytechnique. 


CHAPITRE  T.  **-  DBS   ENGRENAGES   CONIQUES .  347 

Nous  ne  rapporterons  point  ici  les  calculs  qui  conduisent  a  ces  résultats,  parce 
qu'ils  peuvent  être  avantageusement  remplacés,  dans  chaque  exemple,  par  la  véri- 
fication graphique  citée  plus  haut,  laquelle  n'exige  que  le  tracé  provisoire  de  deux 
dents. 


f%»* 


CHAPITRE  V. 

DES   ENGRENAGES  CONIQUES. 

881.  {Pi.  ^i^fig*  I.)  On  appelle  ainsi  le  système  de  deux  roues  dont  les  axes, 
au  lieu  d'être  parallèles,  vont  se  rencontrer  sous  un  angle  quelconque.  Soient  Z'O' 
et  ZV  ces  deux  axes,  situés  ici  dans  le  plan  vertical  de  notre  épure;  on  commen- 
cera par  tracer  dans  l'angle  (VZV,  une  droite  Z'A'  telle,  que  les  deux  perpendi- 
culaires abaissées  d'un  quelconque  de  ses  points  sur  les  deux  axes,  soient  en  raison 
inverse  des  vitesses  angulaires  (n^  805)  que  l'on  veut  imprimer  aux  deux  roues, 
c'est-à-dire  en  raison  inverse  des  nombres  de  tours  que  ces  roues  doivent  faire  dans 
un  même  temps  :  ces  nombres  étant  assignés  par  la  question,  la  délerminalion  gra- 
phique de  la  droite  Z'A'  est  trop  facile  pour  nous  y  arrêter  davantage.  Ensuite, 
selon  la  grandeur  plus  ou  moins  considérable  que  l'on  voudra  donner  aux  deux 
roues,  on  choisira  sur  la  droite  Z'A!  un  point  A'  plus  ou  moins  éloigné  de  Z\  et 
duquel  on  abaissera  sur  les  axes  les  perpendiculaires  k'0\  k'o'\  ce  seront  Ik  les 
rayons  des  cercles  primitifs^  lesquels  serviront  de  bases  à  deux  cônes  de  révolution 
Z'A'O'  et  Z'AV  dont  chacun  sera,  pour  ainsi  dire,  le  noyau  d'une  des  roues. 

882.  Maintenant,  pour  obtenir  entre  les  vitesses  angulaires  le  rapport  assigné 
ci-dessus,  il  suffira  évidemment  de  faire  tourner  les  deux  cônes  primitifs  autour  de 
leurs  axes  immobiles,  de  telle  sorte  que  les  circonférences  A'O'  et  k'o'  prennent  des 
vitesses  absolues  qui  soient  égales  (n^  807).  Or,  pour  remplir  cette  condition  au 
moyen  de  la  poussée  de  deux  dents  correspondantes,  il  faut  terminer  ces  dents  par 
deux  surfaces  coniques  ayant  leur  sommet  commun  en  Z",  et  dont  l'une  soit  l'e/i- 
vehppe  de  l'espace  que  parcourrait  l'autre,  si,  en  laissant  tout  k  fait  immobile  le 
cône  Z'A'OS  on  faisait /Y>£^r  sur  celui-là  le  cône  Z^AVqui  entraînerait  avec  lui  la 
surface  de  sa  dent;  car,  en  appliquant  ici  les  détails  que  nous  avons  donnés  aux 
n^808  et  809,  on  verra  bien  que  ce  roulement  amène  les  deux  cônes  primitifs  dans 
la  même  situation  relative  que  s'ils  avaient  tourné  autour  de  leurs  axes  immobiles 
et  de  manière  à  faire  parcourir  des  arcs  égaux  par  deux  points  quelconques  des 
circonférences  A'O'  et  AV. 

883.  [Fig.  I.)  D'après  ce  principe,  la  solution  la  plus  simple  s'obtiendra  en 
formant  :  i^  la  dent  de  la  petite  roue  avec  un  plan  mené  par  Taxe  Z'&  et  qui  reçoit 
le  nom  à%  flanc;  2^  la  dent  de  la  grande  roue,  avec  une  surface  conique  qui  soit 
constamment  tangente  à  ce  flanc,  dans  toutes  les  positions  qu'il  occupera  pendant 
le  roulement  du  cône  primitif  Z'AV;  et  l'on  va  voir  que  ce  cône,  enveloppe  du 
flanc,  a  pour  base  une  épicycloide  sphérique. 
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Dans  le  plan  du  cercle  primitif  dont  le  rayon  est  Â'o'  (plan  que  nous  appellerons 
le  plan  auxiliaire  de  projection,  et  qui  est  rabattu  ici  avec  ce  cercle  suivant  A'G^'), 
traçons  une  circonférence  ATo'  qui  ait  pour  diamètre  le  rayon  A'o',  et  faisons-la 
rouler  successivement  :  i^  sur  le  cercle  primitif  du  rayon  O'A',  en  conservant  tou- 
jours entre  leurs  plans  Tinclinaison  marquée  par  l'angle  o'A'X;  2^  dans  l'inté- 
rieur et  dans  le  plan  du  cercle  primitif  qui  a  pour  rayon  o'A\  Pendant  le  premier 
mouvement  de  rotation,  un  point  quelconque  de  la  circonférence  mobile,  par 
exemple  celui  qui  est  rabattu  en  m  sur  le  plan  horizontal,  décrira  une  épicycloïde 
sphérique  dont  nous  savons  trouver  la  projection  horizontale  DM  (n^  482),  et  dont 
le  cône  générateur  A'S'o'  s'obtient  en  élevant  par  le  centre  w'  la  perpendiculaire  «'S' 
sur  le  plan  du  cercle  mobile;  de  sorte  que  cette  épicycloïde  est  située  tout  entière 
sur  la  sphère  décrite  avec  le  rayon  S'A'  :  d'ailleurs,  si  l'on  rabat  lepoint  (M,  M') 
en  F  sur  le  plan  auxiliaire,  on  sait  (n*'  470)  que  la  droite  projetée  suivant 
(A'M,  A'AT),  et  qui  a  pour  vraie  position  AT  dans  le  plan  auxiliaire,  se  trouve 
être  une  normale  de  l'épicycloïde  au  point  (M,  M').  D'un  autre  côté,  pendant  la 
rotation  du  cercle  A'Fo'  sur  A'Ge',  le  même  point  générateur  (M,  M')  ou  F  décrira 
une  épicycloïde  rectiligne  (n**  475)  qui  sera  précisément  la  droite  o'FG.  Cela  posé, 
si  l'on  conduit  un  plan  par  cette  droite  o'FG  et  par  l'axe  ZV,  je  dis  que  ce  plan 
méridien  sera  tangent  au  cône  qui  cutrait  pour  sommet  le  point  Z'  et  pour  base  F  épi-- 
(^cloïde projetée  sur  DM.  En  effet,  si  Ton  observe  que  le  plan  méridien  en  question 
a  pour  trace  verticale  Z'o'X,  et  pour  trace  sur  le  plan  auxiliaire  la  ligne  o'F  elle- 
même,  on  reconnaîtra  aisément  que  ce  plan  est  perpendiculaire  sur  la  droite  ra- 
battue suivant  A'F,  et  projetée  suivant  (A'M,  A'M')  :  or,  puisque  cette  droite  est 
normale  à  l'épicycloïde,  il  est  certain  que  le  plan  méridien  ZVF  contient  la  tan- 
gente de  cette  courbe  au  point  (M,  M');  et  comme  il  passe  aussi  par  le  sommet  Z' 
du  cône  épicycloïdal,  il  sera  bien  tangent  à  cette  surface,  tout  le  long  de  la  généra- 
trice qui  réunira  le  sommet  Z'  avec  le  point  F  relevé  en  (M,  M). 

D'ailleurs,  ce  contact  continuera  de  subsister  le  long  d'une  génératrice  variable 
sur  ce  cône  épicycloïdal,  pendant  que  le  cône  primitif  Z'o' A'  roulera  sur  le  cône 
Z'O'A';  car,  pour  toutes  les  positions  du  point  F  sur  le  petit  cercle,  les  deux  cordes 
AT  et  oT,  ATj  et  oTj,...,  se  trouveront  toujours  perpendiculaires  l'une  à  l'autre. 
Donc  le  plan  Z'oT  est  bien  propre  à  former  lejlanc  d'une  dent  de  la  roue  Z'o'A', 
puisqu'il  sera  touché  constamment  et  conduit  par  la  dent  que  termine  le  cône  épi- 
cycloïdal [Z',  DM],  de  la  même  manière  que  si  le  cône  primitif  Z'o'A'  roulait, 
sans  glisser,  sur  l'autre  cône  Z'O'A'  :  ce  qui  remplit  bien  la  condition  du  n^  882. 

884.  {Fig.  I .)  Il  reste  à  trouver  l'étendue  précise  que  doit  avoir  le  flanc  pour 
correspondre  à  un  arc  limité  DM  de  répicycloide.  A  cet  effet,  rabattons  le  flanc 
Z'oT  sur  le  plan  vertical,  autour  de  l'axe  Z'o'  :  dans  ce  mouvement,  le  point  F  dé- 
crira l'arc  de  cercle  F/  dont  le  centre  est  en  o'  ;  et  la  droite  Z'/sera  le  rabattement 
de  la  génératrice  de  contact  qui  aboutit  au  point  (M,  M').  Mais,  à  l'époque  où  le 
flanc  passait  par  l'origine  D  de  l'épicycloïde,  il  touchait  le  cône  épicycloïdal  sui- 
vant la  génératrice  projetée  sur  O'D,  laquelle  se  rabattra  évidemment  sur  Z'A'. 
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Donc  Fangle  A'Z'/mesure  en  vraie  grandeur  sur  le  flanc,  l'espace  angulaire  qui  a 
été  conduit  et  touché  par  la  dent  épicycloïdale,  pendant  que  le  flanc  a  roulé 
depuis  le  point  D  jusqu'en  (M,  M').  Ce  sera  donc  à  cette  partie  angulaire  A'Z/ 
qu'il  faudra  restreindre  l'exécution  du  flanc,  si  la  dent  est  réduite  à  la  portion 
du  cône  qui  correspond  à  l'arc  DM. 

885.  Mais  ce  procédé  ne  serait  pas  d'une  application  commode  dans  l'épure 
générale  qui  va  suivre,  attendu  qu'alors  nous  ne  connaîtrons  immédiatement 
que  la  projection  horizontale  M  de  l'extrémité  de  l'arc  DM,  avec  la  sphère  Z' A'P'o' 
sur  laquelle  est  située  l'épicycloîde.  Dans  ce  cas,  il  faudra  rabattre  le  point  M  en 
B,  projeter  ce  dernier  en  F  sur  le  grand  cercle  de  la  sphère,  et  abaisser  sur 
l'axe  Z'O'  la  perpendiculaire  P'K'  qui  représentera  le  parallèle  sur  lequel  doit 
être  situé  le  point  de  l'épicycloîde  projeté  en  M.  Alors  ce  parallèle  P'K'  coupera 
le  cercle  générateur  qui  a  pour  diamètre  A'o',  suivant  une  corde  projetée  au  point 
M';  on  rabattra  cette  corde  suivant  M' F,  qui  fera  connaître  le  point  F>  duquel  on 
déduira/ et  le  reste  comme  ci-dessus. 

886.  {PL  7 1  ,Jig.  a.)  Tracé  de  l'épure.  Soient  Z'O'  etZ'o'  les  axes  des  deux  roues, 
situés  dans  le  plan  vertical  de  projection  ;  soient  aussi  A'O'  et  A'o'  les  rayons  des 
cercles  primitifs  que  Ton  déterminera  comme  il  a  été  dit  aun**  881  :  ces  deux  cercles 
sont  représentés  sur  les  deux  plans  {fig.  3  et  4)  perpendiculaires  aux  axes,  par  les 
circonférences  OA  et  oa.  Après  avoir  choisi  deux  nombres  entiers  n  et  n\  qui  soient 
entre  eux  dans  le  même  rapport  que  les  rayons  primitifs,  on  divisera  la  circon- 
férence OA  en  n  parties  égales  AA, ,  A|  Aa,...,  et  la  circonférence  oa  en  n'  par- 
ties égales  aa^ ,  ai  a,,...  ;  et  il  arrivera  nécessairement  ( n^  836)  que  les  divisions 
AAi  et  aat  seront  de  même  longueur  absolue.  Ensuite,  on  subdivisera  chacun 
de  ces  arcs  en  deux  parties  dont  une  AB,  destinée  à  former  la  base  de  la  dent, 
soit  moindre  que  l'autre  BA|  d'environ  un  douzième  de  l'arc  total  AA,  {i)oyez  n**837) . 

887.  {Fig.  a  et  3.)  Cela  posé,  dans  le  plan  du  cercle  primitif  A' o',  et  sur  ce 
rayon,  comme  diamètre,  décrivons  un  cercle  qui  est  rabattu  ici  suivant  ei>''A  {^g.  3); 
puis,  faisons-le  rouler  sur  la  circonférence  0' A',  en  maintenant  entre  leurs  plans 
l'inclinaison  primitive  0'A'o\  Dans  ce  mouvement,  le  point  (A,  A')  du  cercle 
mobile  décrira  une  épicycloïde  située  sur  la  sphère  qui  a  pour  rayon  ^  A';  et  pour 
construire  cette  courbe  sans  déplacer  le  contact  actuel  A  des  deux  cercles,  on  pren- 
dra deux  arcs  égaux  Am  et  AI,  d'où  l'on  déduira  (n**  482)  les  projections  M,  M', 
d'un  point  de  répicycloide  qui  aurait  son  origine  en  I  ;  mais  comme  l'origine  est 
réellement  en  A,  on  verra  bien  qu'il  suffit  de  prendre  l'arc  pii  égal  à  RM,  pour 
obtenir  un  point  /x  de  la  projection  horizontale  A/xX  de  l'épicycloidc  demandée. 
Alors  le  cône,  qui  aura  pour  base  cette  épicycloïde  et  pour  sommet  le  point  (Z',  0), 
formera  (n^  883)  la  dent  qui  commence  en  (A,  A');  mais  il  reste  à  en  trouver 
les  intersections  avec  les  deux  surfaces  coniques  inférieure  et  supérieure  qui  termi- 
nent le  noyau  de  la  roue,  et  dont  nous  n'avons  pas  encore  parlé. 

888.  Par  le  point  A'  menons  une  droite  indéfinie  A'Q',  formant  avec  A'Z'  un 
angle  un  peu  plus  grand  que  90^;  puis,  après  avoir  marqué  la  longueur  A' a'  que 
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Ton  veut  donner  aux  dents,  menons  la  droite  a'V  parallèle  k  A'Q',  et  faisons  tour- 
ner ces  deux  parallèles  autour  de  Taxe  vertical  (0,  O'Z');  nous  produirons  ainsi 
deux  cônes  de  révolution  que  Ton  terminera  a  deux  cercles  horizontaux  Q'Q",  V'V'% 
assez  écartés  pour  que  le  solide  qu'ils  comprendront  oflre  une  résistance  suffisante  : 
ce  solide  forme  ce  qu'on  appelle  Venrayurey  qui  est  quelquefois  évidée,  comme  dans 
la  PL  68  ;  tandis  que  la  partie  comprise  entre  les  deux  cônes  décrits  par  A'Q'  et 
a' y  forme  la  couronne  dans  laquelle  sont  taillés  les  dents  et  les  creux,  et  qui 
devra  être  prolongée  jusqu'à  une  certaine  limite  Z'N'P'  dépendant  de  la  saillie  que 
Ton  voudra  donner  aux  dents,  comme  nous  l'expliquerons  tout  à  l'heure  (n®  890). 
Quant  à  la  petite  roue,  on  tirera  la  droite  À!  qf  dans  une  direction  à  peu  près 
symétrique  de  A'Q'  par  rapport  a  la  ligne  A'Z';  puis,  du  point  a'  on  mènera  a! s/ 
parallèle  à  A!  q\  et  l'on  terminera  les  deux  cônes,  que  ces  parallèles  décriront 
autour  de  Z'o',  par  les  deux  cercles  de  l'enrayure  ç^s/*  eiq'^.  Enfin,  on  prolon- 
gera ces  mêmes  cônes  jusqu'à  la  limite  Z'n'p'  que  nous  allons  apprendre  à  assi- 
gner pour  la  saillie  des  dents  de  cette  seconde  roue. 

889.  Revenons  maintenant  au  cône  épicycloïdal  qui  avait  son  sommet  en  (0,  Z') 
et  pour  base  l'épicycloïde  projetée  sur  A/xX,  et  cherchons  la  courbe  ACL  suivant 
laquelle  se  projette  son  intersection  avec  le  cône  inférieur  décrit  par  la  révolution 
de  la  droite  A'Q'.  Gomme  cette  épicycloide  est  située  sur  la  sphère  du  rayon  ^AS 
si  nous  coupons  cette  surface  et  les  deux  cônes  ci*dessus  par  un  plan  vertical, 
tel  que  OX,  et  que  nous  le  rabattions  sur  le  plan  vertical  autour  de  Taxe  (0,  O'Z'), 
on  verra  bien  que  le  point  X  se  transportera  en  X',  et  que  Z'X'  sera  le  rabatte- 
ment de  la  génératrice  du  cône  épicycloïdal;  donc,  en  prolongeant  cette  droite 
jusqu'en  L',  où  elle  coupe  la  génératrice  Q'A'P',  et  en  ramenant  par  un  arc  de 
cercle  le  point  L' en  L  sur  OX,  ce  dernier  point  L  appartiendra  à  la  projection 
demandée  ACL. 

890.  De  là  on  déduira  la  courbe  BD  symétrique  de  AG  par  rapport  à  la  ligne 
milieu  de  la  dent,  sur  laquelle  ces  courbes  iraient  se  rencontrer;  mais,  en  les 
prolongeant  ainsi,  les  deux  faces  coniques  de  la  dent  se  couperaient  suivant  une 
arête  vive,  ce  que  l'on  doit  éviter  avec  soin  (n^*  843  et  876)  :  c'est  pourquoi  on 
échanfrine  la  dent,  en  traçant  un  arc  de  cercle  PGD  placé  un  peu  au-dessous  du 
point  de  section  des  courbes  AG  et  BD,  il  en  résulte  une  nouvelle  face  conique 
ayant  pour  sommet  le  point  (Z'O)  et  pour  base  un  arc  de  la  circonférence 
(PCD,  P'P).  G'est  ce  cercle  d'échanfrinement  qui  détermine  la  limite  Z'P'  dont 
nous  avons  parlé  au  n^  888;  et  la  vraie  mesure  de  la  saillie  que  présentent  les 
dents  au-dessus  du  cône  primitif  Z'A'O'  est  exprimée  par  l'angle  A'Z'P'. 

Le  cône  supérieur  de  la  couronne,  décrit  par  la  révolution  de  la  droite  a'V, 
sera  coupé  par  les  faces  coniques  de  la  dent,  suivant  des  courbes  07,  €c^,  évidem- 
ment semblables  avec  AG  et  BD,  puisque  les  génératrices  a'V  et  A'Q'  sont  paral- 
lèles; de  sorte  qu'on  pourra  tracer  ces  courbes  au  moyen  de  rayons  vecteurs 
proportionnels. 

891.  Quant  à  la  petite  roue,  après  avoir  tracé  un  cercle  horizontal  sur  (OA,  O'A') 
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comme  diamètre,  on  fera  rouler  le  cône  droit  S' A' £2'  sur  le  cône  S' A'o'  :  le  point 
(A',  a)  du  cercle  mobile  décrira  une  épicycloïde  située  sur  la  sphère  du  rayon  S'A', 
et  dont  on  construira  la  projec^tion  a|x'  sur  le  plan  auxiliaire  de  la^?^.  4  ;  puis,  en 
imaginant  un  cône  qui  ait  pour  base  cette  épicycloïde  et  pour  sommet  le  point 
(Z'o),  on  cherchera  l'intersection  de  ce  cône  épicycloïdal  avec  le  cône  de  la  cou- 
ronne décrit  par  la  révolution  Ide  la  droite  A'q'  autour  de  l'axe  Z'o',  ce  qui  four- 
nira la  projection  ac  du  contour  de  la  dent.  De  là  on  déduira  par  symétrie  les 
diverses  courbes  6<rf|,  a,C|  ,'••.,  que  l'on  coupera,  avant  leur  rencontre,  par  le 
cercle  d'échanfrinement/^rf^  C| ,  lequel  fera  connaître  le  point  />'  et  la  saillie  A'Z'p' 
que  présenteront  les  dents  de  cette  roue  au  dehors  du  cône  primitif  Z' À' o'.  Nous 
ne  faisons  qu'indiquer  ces  diverses  opérations,  parce  qu'elles  sont  toutes  semblables 
à  celles  que  nous  avons  effectuées  pour  la  première  roue. 

Remarque.  Quoique  la  saillie  de  la  dent  ait  pour  limite  rigoureuse  la  droite  Z'^% 
il  sera  bon,  afin  de  laisser  quelque  jeu  à  la  machine,  de  tracer  une  autre  droite 
Z'/>"  un  peu  plus  écartée  de  Taxe,  et  de  considérer  cette  dernière  comme  la  limite 
fictive  de  la  dent,  quand  il  s'agira  tout  à  l'heure  de  déterminer  l'étendue  des  flancs 
et  des  entailles  de  la  grande  roue. 

892.  Limites  des  flancs.  Nous  avons  vu  au  n^  883  que  les  flaics  de  la  grande 
roue  qui  seront  conduits  parles  dents  de  la  petite  sont  les  plans  verticaux  OA,  0A| , 
OAa,...;  mais  pour  déterminer  la  partie  utile  de  ces  plans,  c'est-à-dire  celle  qui 
est  successivement  touchée  par  la  portion  de  cône  épicycloïdal  correspondante  à 
l'arc  fini  oc,  il  faudra  recourir  à  la  méthode  du  n^  885.  Ainsi,  du  point  ^",  où  la 
génératrice  extrême  Z'/?"  du  cône  épicycloïdal  rencontre  le  grand  cercle  O'p"  A'  de 
la  sphère  qui  contient  l'épicycloide  en  question,  abaissons  sur  l'axe  Z'o'  la  perpen- 
diculaire/>"*';  elle  coupe  le  diamètre  O'A'  du  cercle  générateur  an  point  a,  que 
l'on  projettera  en  3  sur  la  circonférence  de  ce  cercle;  on  rabattra  le  point  3  en  4  sur 
le  plan  vertical,  et  la  droite  Z'4>  que  Ton  prolongera  jusqu'en  F',  où  elle  rencontre 
le  cône  inférieur  de  la  couronne,  fera  connaître  la  partie  angulaire  A'Z'F'  du  flanc 
qui  seule  est  conduite  par  la  dent  correspondante  à  l'arc  ac.  Toutefois,  comme  la 
droite  Z'P  rencontre  aussi  le  cône  supérieur  de  la  couronne  au  point  tp',  on  doit  dire 
que  la  grandeur  précise  du  flanc  est  donnée  par  le  trapèze  A'a'ç'F',  dont  les 
angles  F'  et  f'  fourniront  sur  le  plan  horizontal  les  circonférences  auxquelles  îl 
faudra  terminer  les  côtés  des  flancs  AF,  atp,  BE, , 

Pour  la  petite  roue,  on  trouvera  d'une  manière  semblable  les  côtés  des  flancs 
ctff  6e,...,  en  opérant  sur  la  génératrice  Z' P  du  cône  épicycloïdal  qui  forme  la 
dent  de  la  grande  roue. 

893.  Limites  des  entailles.  Au  lieu  de  faire  tourner  les  deux  roues  autour  de 
leurs  axes  immobiles,  nous  pouvons,  d'après  le  principe  du  n^K09,  laisser  le  cône 
Z'A'O'  entièrement  fixe  et  faire  rouler  sur  celui-là  le  cône  Z'A'o'  qui  entraînera 
avec  lui  la  dent  correspondante  à  l'arc  ac.  Pendant  cette  rotation,  l'arête  extrême 
Z'p"  de  la  dent  engendrera  une  surface  conique  ayant  son  sommet  en  Z',  et  pour 
base  l'épicycloide  rallongée  qui  sera  décrite  par  le  pointa;'  où  cette  arête  va  couper 
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le  plan  du  cercle  mobile  Mo';  et  les  intersections  de  cette  surface  avec  les  deux 
cônes  qui  terminent  la  couronne  de  la  grande  roue»  indiqueront  évidemment  les 
limites  de  l'entaille  à  pratiquer,  pour  que  la  dent  de  la  petite  roue  puisse  se 
mouvoir  librement. 

[Fig.  a  et  5.)  Afin  de  construire,  sans  confusion,  cette  épicycloïde  rallongée  qui 
sera  tout  entière  sur  la  sphère  a/y  décrite  avec  le  rayon  ZV,  transportons  le 
triangle  Z'A'O'  dans  la  situation  Z" A"0",  et  en  traçant  la  droite  k"x"  égale  et  pa- 
rallèle à  A!x\  nous  aurons  les  projections  x"  et  œ  du  point  générateur  quand  il  est 
arrivé  dans  le  plan  vertical;  d'ailleurs  le  cercle  a?y,  décrit  avec  la  distance  Z'V 
pour  rayon,  représentera  la  sphère  qui  contient  l'épicycloïde  cherchée.  Cela  posé, 
si  nous  traçons  le  cercle  A^B"  avec  le  rayon  O^'A",  et  le  cercle  A"6"  avec  un  rayon 
o"k"  choisi  égal  a  o'k.\  ce  dernier  sera  le  rabattement  du  cercle  mobile  qui  doit 
rouler  sur  l'autre;  de  sorte  qu'en  prenant  deux  arcs  égaux  A"M  =  A"m,  et  en  pro- 
longeant le  rayon  of'm  d'une  quantité  mG  égale  à  A!'cf^  le  point  G  serait  le  rabat- 
tement, et  g^  gl  les  projections  du  point  générateur  quand  la  rotation  aurait  fait  par- 
courir Tare  A''M,  si  l'origine  de  cette  rotation  était  en  M;  mais  comme  cette  origine 
est  vraiment  en  A",  on  verra  bien  qu'il  faut  tracer  la  circonférence  gïhl^i  porter  l'arc 
gi  de  h  en  /,  pour  obtenir  un  point  /  de  la  projection  Ix  de  l'épicycloïde  demandée. 
Maintenant,  il  faut  imaginer  un  cône  qui  ait  son  sommet  en  TI'  et  pour  base 
l'épicycloïde  projetée  sur  Ix^  et  en  chercher  l'intersection  avec  le  cône  inférieur 
de  la  couronne  de  la  grande  roue,  lequel  aura  pour  génératrice,  sur  \^fig*  5,  la 
droite  A" Q"  menée  parallèlement  a  A' Q' de  layîg^.  a.  D'abord,  la  génératrice  ZW 
du  cône  épicycloïdal  fournira,  par  sa  rencontre  avec  A^Q*^,  un  point  (X",  X)  de 
l'intersection  demandée.  Ensuite,  considérons  la  génératrice  quelconque  projetée 
sur  07,  et  rabattons-la  sur  le  plan  vertical  :  le  point  de  l'épicycloïde  projeté  en  / 
étant  à  la  même  hauteur  que  g^,  il  se  transportera  en  A:',  sur  la  sphère  x"y'\  la  gé- 
nératrice sera  donc  rabattue  suivant  Z''*',  et  alors  elle  coupera  A"Q"  au  point  (r',  r); 
de  sorte  qu'il  n'y  aura  plus  qu'à  ramener  par  un  arc  de  cercle  le  point  r  en  L  sur 
0/,  pour  obtenir  un  point  de  la  courbe  E"LX  suivant  laquelle  se  projette  horizon- 
talement l'intersection  des  deux  cônes  ci-dessus  indiqués. 

894.  C'est  cette  courbe  E"LX  qu'il  faudra  transporter  sur  layîg-.  3  suivant  EH, 
avec  le  soin  de  placer  le  point  E"  (que  nous  allons  apprendre  à  déterminer)  k  l'ex- 
trémité E  du  flanc  BE,  et  le  sommet  X  sur  le  cercle  limita  THG,  lequel  se  déduit 
du  point  T' où  la  couronne  de  la  roue  est  rencontrée  par  l'arête  Tp'x\  Quant  au 
point  E''  de  la^?^.  5,  si  l'on  se  représente  bien  la  rotation  du  cône  primitif  Z'AV  sur 
le  cône  immobile  Z'A'Cy,  on  reconnaîtra  aisément  qu'il  faut  prolonger  le  cercle 
B''A"  d'une  quantité  A"U"  égale  à  l'arc  h,u  de  la  fig.  4;  puis,  tirer  le  rayon  0''U* 
sur  lequel  on  prendra  la  longueur  U"E",  égale  au  flanc  BE  de  la^^.  3. 

Sur  le  cône  supérieur  de  la  couronne,  le  cercle  Umite  6ï)  sera  fourni  par  le  point  9' 
où  la  génératrice  N'a'V  est  coupée  par  la  même  arête  TJp"x'\  et  la  courbe  evj  étant 
semblable  à  EH,  elle  se  déduira  de  celle-ci  par  des  rayons  vecteurs  proportionnels- 
La  projection  verticale  des  courbes  qui  forment  le  contour  des  dents  se  conclura 
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de  la  projection  horizontale,  en  ramenant  les  divers  points  de  celle-ci  sur  les  cercles 
horizontaux  auxquels  ils  appartiennent.  Mais  ce  tracé,  que  nous  avons  effectué  ici, 
ne  doit  être  regardé  que  comme  un  complément  de  la  représentation  graphique,  car 
il  est  entièrement  inutile  pour  le  constructeur;  aussi,  sur  le  plan  vertical  de  la 
petite  roue,  nous  n'avons  figuré  qu'une  simple  coupe. 

895.  [Fig.  6.)  Développements  des  panneaux.  Pour  exécuter  cet  engrenage,  il 
est  nécessaire  de  connaître,  en  vraie  grandeur,  les  intersections  des  diverses  faces 
de  la  dent  et  du  creux  avec  les  deux  cônes  de  la  couronne  qui  sont  engendrés  par 
la  révolution  des  droites  parallèles  P'A'Q'  et  NW  autour  de  Taxe  O'Z'.  On  déve- 
loppera donc  ces  deux  surfaces  coniques  par  la  méthode  du  n**  231,  en  cherchant 
d'abord  la  position  de  leurs  sommets  sur  cet  axe;  ainsi,  pour  le  côneP'A'Q'  par 
exemple^  on  décrira,  avec  son  apothème,  une  circonférence  sur  laquelle  on  prendra 
Jes  arcs  égaux  en  grandeur  absolue  à  PC,  CD,...;  et  sur  les  rayons  qui  aboutiront  à 
ces  points  de  division,  on  portera  les  longueurs  des  portions  de  génératrices  com- 
prises entre  le  cercle  P'P  et  les  divers  point-s  projetés  en  A,  B,  E,  H,... . 

896.  Après  avoir  taillé  le  solide  de  l'enrayure  et  de  la  couronne,  on  appliquera 
sur  les  deux  parois  coniques  correspondantes  a  FQ'  etN'V,  les  panneaux  dont 
nous  venons  de  parler,  construits  en  carton  flexible,  afin  qu'en  les  faisant  fléchir 
ils  puissent  coïncider  entièrement  avec  ces  surfaces  ;  dans  cet  état,  les  courbes 
transformées  auront  repris  leur  forme  primitive  à  double  courbure,  et  Ton  tracera 
alors  sur  les  parois  coniques  le  véritable  contour  des  dents  et  des  creux.  Ensuite, 
il  n'y  aura  plus  qu'à  exécuter  les  surfaces  coniques  dirigées  vers  le  sommet  Z',  au 
moyen  de  l'arête  d'une  règle  que  l'en  promènera  sur  les  contours  inférieur  et  su- 
périeur, avec  le  soin  de  l'appuyer  en  même  temps  sur  les  points  de  repère  qui  cor- 
respondent a  une  même  génératrice,  points  qui  sont  donnés  par  le  tracé  même  des 
panneaux. 

897.  Remarque.  A  l'égard  des  entailles,  nous  avons  voulu  expliquer  la  méthode 
rigoureuse  qui  servirait  à  enlever  le  solide  minimum^  et  laisserait  ainsi  aux  dents 
la  plus  grande  résistance  possible;  mais,  dans  la  pratique,  et  pour  ne  pas  ajouter 
aux  difficultés  d'exécution  que  présente  cet  engrenage,  on  se  contente  de  déterminer 
les  cercles  limites  TH6,  6/3,  au  moyen  des  deux.points  de  section  T',  6',  marqués  sur 
le  plan  vertical  de  \^fig*  2,  et  l'on  prolonge  en  ligne  droite  les  côtés  des  flancs,  BE, 
AF,  es,...,  jusqu'à  ces  deux  circonférences  limites;  ou  bien,  on  raccorde  leurs  extré- 
mités avec  ces  circonférences  par  une  petite  courbe  arbitraire,  mais  située  visible- 
ment en  dehors  de  la  limite  rigoureuse  EH.  Cette  simplification,  qui  devra  toujours 
être  employée,  ne  nuit  en  rien  à  la  marche  régulière  de  l'engrenage;  mais  il  n'en 
est  pas  de  même  pour  la  suivante. 

898.  Méthode  approximative.  Pour  éviter  la  longueur  et  les  difficultés  que  pré- 
sente le  tracé  des  épicycloïdes  sphériques,  beaucoup  de  constructeurs  se  permettent 
d'y  substituer  des  épicycloïdes  planes,  qu'ils  déterminent  de  la  manière  suivante. 
Après  avoir  fixé  les  rayons  primitifs  A'O'  et  AV,  ils  mènent  par  le  point  A',  et  per- 
pendiculairement à  la  génératrice  Z'A',  un  plan  que  j'appellerai /'/an  auxiliaire^  et 
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qui  va  couper  les  axes  des  roues  en  deux  points  que  je  désignerai  par  O2  et  02;  dans 
ce  plan  auxiliaire  ils  décrivent  deux  cercles  avec  les  rayons  0^  A',  02  A',  et  ils  opèrent 
comme  si  ces  deux  circonférences  devaient  rouler  l'une  sur  l'autre,  ce  qui  n'est  pas 
très-éloigné  de  la  vérité,  du  moins  pour  le  court  intervalle  pendan-^^^leauel  s'exerce 
la  poussée  d'une  même  dent. 

Ainsi,  après  avoir  rabattu  le  plan  auxiliaire  avec  les  deux  circonférences  qu'il 
renferme,  on  rapportera  sur  celles-ci  les  divisions  égales  marquées  sur  les  cercles 
primitifs,  et  Ton  construira  les  profils  d'une  dent  de  chaque  roue,  comme  pour 
un  engrenage  cylindrique  (n^  858).  Ensuite,  comme  on  termine  ici  les  couronnes 
des  deux  roues  d'angle  par  les  surfaces  coniques  que  décriraient  les  droites  A'02 
et  A'o2  en  tournant  autour  des  axes  respectifs,  les  profils  construits  ci-dessus  rem- 
placeront les  panneaux  développés  sur  lay%.  6;  de  sorte  qu'il  suffira  d'appliquer 
ces  profils  sur  la  couronne  même,  pour  pouvoir  exécuter  les  diverses  faces  àos 
d^nts  et  des  creux»  ainsi  que  nous  l'avons  dit  au  n^  896. 


NOTES  DE  M.  E.  MARTELET. 


NOTE  SUR  LES  CHANGEMENTS  DE  PLAN  DE  PROJECTION  ET  SUR  LES 

MOUVEMENTS  DE  ROTATION. 


Changement  de  plans  de  projection. 

P*"  PaoBLixE.  —  Changement  de  plan  de  projection  par  rapporta  un  point. 

Nous  prendrons  pour  ce  premier  problème  une  figure  en  relief  [fig,  i),  afin  de  mieux  faire  com- 
prendre répure  qui  est  en  regard  [fig.  2].  Soit  donc  un  système  ordinaire  de  plans  de  projection  V 
et  H,  se  coupant  suivant  la  ligne  de  terre  LT;  nous  remplaçons  le  plan  vertical  V  par  un  autre  plan 
vertical  V  %  coupant  le  plan  horizontal  H  suivant  la  ligne  de  terre  \J  T',  et  le  plan  Y  suivant  la 
verticale  II'.  Nous  avons  projeté  un  point  M  de  l'espace  en  M,  et  Ma  sur  les  deux  premiers  plans , 
et  nous  demandons  quelle  sera  la  projection  M^  de  ce  même  point  sur  le  nouveau  plan  vertical. 

On  sait:  i**  que  les  deux  projections  d'un  point  doivent  se  trouver  sur  une  même  perpendiculaire 
à  la  ligne  de  terre  ;  2®  que  la  distance  d'un  point  au  plan  horizontal  se  mesure  par  la  distance  de  sa 
projection  verticale  à  la  ligne  de  terre;  par  conséquent,  en  abaissant  de  Ma  la  perpendiculaire  M^m^ 
sur  UVy  en  prolongeant  cette  droite  d'une  longueur  m*lA^  égale  à  ^nM^,  on  aura  en  M^  la  nouvelle 
projection  verticale  du  point  M. 


Fig,!. 


«/r*- 


iwMr  =  iK  =:  m' M^  =  /K,  =  /K/. 


Les  mf'mes  considérations  devant  être  employées  quand  on  remplace  le  plan  horizontal  H  par  un 
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antre  plan  H'  perpendiculaire  au  plan  vertical  V  suivant  la  nouvelle  ligne  de  terre  L'T',  nous  nous 
bornons  à  énoncer  la  construction  :  Abaissez  de  M^  une  perpendiculaire  M,  m'  à  1/  T',  et  prolongez-ia 
dUine  longueur  /w'  My^/  égale  à  m  Ma  {/%.  3  et  4)* 

On  remarquera  que  dans  le  relief  (yfg^.  i)  nous  avons  considéré  le  plan  horizontal  comme  fixe,  et 
nous  avons  rabattu  chaque  plan  vertical  sur  le  plan  horizontal ,  tandis  que  nous  avons  fait  le  contraire 
dans  le  relief  (fig,  3). 

Fig.  3.  Fig.  4. 


.^rrr »Mi 


m  Ma  =  ï  K  =  m'MA'=  /Ka  =  i  Ka'. 

Supposons  enfin  qu'on  veuille  changer  les  deux  plans  de  projection  par  rapport  au  point  M  ;  c'est- 
à-dire  remplacer  les  deux  plans  V  et  H  par  un  autre  système  de  plans  V  et  H'  rectangulaires  entre 
eux  {fig,  5). 


^.5. 


projections  M^Ma'. 
Fig.  S. 


f .  "»' 


\   \   /  / 


A 
B 


m  Ma  =  /Ka  =  i  Ka^  =  m*  Ma^,  ^' 

m'H,  =  l'G,  =  #'G^  =  m"M^. 

II*  PROBLiMB.  —  Changement  de  plans  de  projection  pnr  rapport  h  une  droite. 
Soit  D,,  Da  (fig'6)j  les  deux  projections  d'une  droite  D,  changeons  le  plan  vertical  suivant  a  nou- 
velle ligne  de  terre  L'T'.  La  projection  horizontale  Da  et  la  trace  horizontale  t  de  la  droite  D  resteront 


k 
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les  mêmes;  la  nouvelle  projection  verticale  t^  de  la  trace  t  s'obtiendra  en  abaissant  en  t,-  une  perpen- 
diculaire il  L'T';  il  suffira  donc  de  cliiTcher  la  nouvelle  projection  vertîcjle  d'un  autre  point  de  In 
droite  D.  Prenons,  par  exemple,  la  traee  verticale  S  de  la  droite  D,  ce  point  a  pour  projection  horizon- 
tale 9,1  :  en  menant  par  B*  une  perpeadiculaire  ^u  ^  L'T',  en  portant  la  distance  Sa  S  de  r  en  S,',  on 
aura  la  Douvdie  projection  verticale  V  du  point  9,  et  en  joignant  t^,  0^  on  déterminera  la  nouvelle 
projection  verticale  D/  de  la  droite  D.  On  reconnaît,  d'après  la  position  des  projections  Oj  %^  eu 
égard  à  la  nouvelle  ligne  de  (erre  L' T',  que  le  point  S  est  derrière  le  plan  V,  ainsi  qu'on  devait 
s'y  attendre. 

Comme  vérification  de  ce  qui  précède,  on  peut  observer  que  l'intersection  I  des  deux  plans  vcrti- 
canx  est  projetée  horizontalement  au  point  I*,  où  tes  deux  lignes  de  terre  se  rencontrent,  et  vertica- 
lement; 1*  dans  le  premier  STSIème,  luivant  I,  perpeDdicalaire  à  LT;  2°  dans  le  deuxième  système, 
suivant  \^  perpeadiculaire  à  L' T'.  Par  conséquent,  m  Ton  mène  S  A  parallèle  à  LT,  si  l'on  décrit  l'arc 
AA'  du  point  X^,  comme  centre  avec  I^  A  pour  rayon ,  et  enfin  si  l'on  mène  A'  ^^  parallèle  à  L' T',  cette 
parallèle  doit  aller  aboutir  en  0,'.  On  écrit  de  cette  manière  dans  l'épure  les  relations  sur  lestjuelles 
repose  la  construction  précédente. 

On  peut  se  proposer  comme  seconde  vérification  de  chercher  la  nouvelle  trace  verticale  9'  de  la 
droite  D,  soit  directement  en  élevant  du  point  O'^i,  où  D^  coupe  L' T',  nne  perpendiculaire  à  cette  der- 
nière ligne,  jusqu'à  la  rencontre  en  S'  de  D^  ;  soit  indirectement  en  revenant  à  l'ancien  système ,  c'est- 
à-dire  en  abaissant  e'i  S',  perpendiculaire  à  LT,  en  menant  par  9',  la  parallèle  S'.B  àLT,  en  décrivant 
de  Ij  comme  centre  avec  le  rayon  U  B  l'arc  BB'  et  en  conduisant  enfin  du  point  B',  la  parallèle  B'  A' 
à  W  qui  devra  donner  le  poinfO'. 

Il  est  bien  évident  qu'on  aurait  pu,  au  lien  des  traces  de  la  droite,  prendre  deux  points  quel- 
conques, mais  on  comprend  aisément  qu'il  est  plus  avantageux  d'employer  les  traces,  en  ce  qu'elles 
servent  en  même  temps  à  déterminer  la  droite  et  à  reconnaître  la  position  qu'elle  occupe  dans  les 
quadrants  formés  par  les  plans  de  projection  des  deu\  systèmes.  Toutefois,  pour  plus  de  généralité, 
nous  allons  employer  deux  points  quelconques  dans  le  problème  suivant  ;  Soit  donnée  {Jig.  7)  une 


rt'H/,        9"7=9«;j, 
m"  Mv,     «"'i*  =  W/, 


droite  Dparses  projections  D,D»,  rapportées  ii  un  fystènie  de  plans  V  et  H  se  coupant  rertangulaî- 
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rement  suivant  LT,  on  veut  construire  les  projections  de  la  même  droite  par  rapport  à  un  autre 
système  de  plans  V  et  H"  se  coupant  rectangulairement  suivant  la  ligne  L"T'',  en  faisant  usage  de 
deux  points  quelconques  M  et  N  prisa  volonté  sur  cette  droite  [fig.  7).  En  considérant  attentivement 
répure,  on  reconnaîtra  que  nous  avons  d'abord  remplacé  le  plan  vertical  V  par  un  autre  V  coupant  le 
plan  H  suivant  la  ligne  de  terre  \I  T';  que  nous  avons  ensuite  abaissé  des  projections  M^  et  Na  les  per- 
pendiculaires Ma  M»/,  J^aN(/  sur  \J  V  ;  que  nous  avons  enfin  reporté  m  M,  de  m^  en  M/,  n  N,  de  nf  en  N/, 
et  qu'en  joignant  M^/N/  nous  avons  obtenu  la  nouvelle  projection  D»/  qui  a  dû  couper  L'T'  au  pied 
V  de  la  perpendiculaire  ttçf  menée  de  la  trace  t  sur  la  nouvelle  ligne  de  terre.  L'ancienne  trace  verti- 
cale B  de  la  droite  D  a  fourni  une  nouvelle  vérification,  la  distance  09^  devant  être  égale  à  O^Oa/;.  Quant 
à  la  nouvelle  trace  verticale  0',  on  Va,  obtenue  en  élevant  par  8V  une  perpendiculaire  0^9'  à  L'T'. 

Pour  la  seconde  partie  de  l'épure,  on  reconnsutra  de  même  que  nous  avons  substitué  au  plan  hori- 
zontal qui  avait  déjà  servi  aux  deux  premiers  systèmes ,  un  plan  H'^  perpendiculaire  à  V,  suivant  la 
nouvelle  ligne  de  terre  L'^T'^,  et  qu'alors  en  menant  de  M^  et  de  N^  les  perpendiculaires  M,/  Ma^^, 
N/  Na^/,  à  L"  T",  en  reportant  M'  Ma  de  m"  en  Ma'/,  n'  Na  de  n"  en  n"  Na»  et  en  joignant  Ma//  et  Na//,  nous 
avons  obtenu  la  projection  Da//  de  la  droite  D  sur  le  plan  H'^  Comme  vérification  des  constructions 
précédentes,  si  Ton  mène  9/  q  perpendiculairement  à  V  T^,  on  coupera  Da//  en  Bj^/^  nouvelle  projection 
horizontale  de  9,  et  on  devra  trouver  9a//  qz=Bj^p^  de  façon  que  les  projections  du  point  9  auront  été 
successivement 

I®  9,    9a,      (  le  point  9  étant  lui-même  sa  projection  verticale  dans  le 
îi®  9^,  9a,  premier  système.  ) 

3«>  9/,  9a//. 

Si  l'on  mène  également  t/  tyt  perpendiculairement  à  \J'  V\  on  coupera  Da//  en  un  point  ti^n^  nou- 
velle projection  horizontale  du  point  f ,  tel  que  rtknr=.  tt^f^âe  manière  que  les  projections  du  point  / 
auront  été  successivement 

1°  /,    t^y      (le  point  t  étant  lui-même  sa  projection  horizontale  dans  le 
a"  r,     r/,         premier  sjrstème.) 
S"  /A//,  V. 

Les  deux  nouvelles  traces  de  D  sont  9'9V  et  ^f^/.  Nous  disons  à  cette  occasion  que  les  projections 
D,.  et  Da//,  ainsi  que  les  traces  9^  et  t'  de  la  droite  D,  sont  simultanées  par  rapport  à  la  ligne  de  terre 
U'  V*  qui  caractérise  le  nouveau  système  de  plans  de  projection  simultanés  V  et  H'%  dont  le  second 
ne  peut  plus  être  désigné  sous  le  nom  de  plan  horizontal,  puisqu'il  a  cessé  d'être  parallèle  à  l'horizon. 

On  voit  aisément  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  ces  changements  de  plan  de  projection  pour  rendre 
l'un  ou  l'autre  d'entre  eux  parallèle  ou  perpendiculaire  à  une  droite  donnée  dans  l'espace ,  ou  même 
pour  rendre  l'un  d'eux  parallèle  et  l'autre  perpendiculaire  à  cette  droite  :  te  qui,  dans  certains  cas, 
peut  simplifier  la  solution  d'un  problème,  pourvu  toutefois  que  les  constructions  préliminaires  à 
exécuter  en  vue  de  ce  résultat  ne  soient  pas  aussi  compliquées  que  celles  qui  conduiraient  directement 
à  la  solution ,  en  conservant  les  plans  primitifs. 

Soient  données,  pour  dernier  exemple,  les  projections  D^,  Da,  et  les  traces  r,  9,  d'une  droite  D 
{fig,  8),  rapportée  à  un  plan  vertical  V  et  à  un  plan  horizontal  H  dont  la  ligne  de  terre  est  LT, 
nous  demandons  les  projections  D^  et  Da//  de  cette  même  droite  D  par  rapport  à  un  système  de  plans 
simultanés  V^  et  l^'\  dont  l'un ,  V,  est  vertical  et  parallèle  à  D,  à  une  distance  è  en  arrière  de  cette 
droite,  et  dont  l'autre.  H'',  simultané  de  V,  est  perpendiculaire  à  D  en  un  point  donné  Ma  M^. 

Puisque  le  plan  V  doit  être  vertical  et  parallèle  à  D,  il  est  parallèle  au  plan  projetant  qui  a  fourni 
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Da;  et ,  par  conséquent ,  la  nouvelle  ligne  de  terre  U  V  doit  être  tracée  parallèlement  à  D^  au-dessus 
de  Da  à  la  distance  8\  la  nouvelle  projection  M^  du  point  M  sera  sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  Ma 
sur  L'T'  à  une  hauteur  /w' M^  =  /n  M»;  la  trace  horizontale  t  de  la  droite  D  se  projettera  verticale- 
ment en  r/  sur  U  T',  et  la  ligne  M^  //  sera  la  nouvelle  projection  verticale  ï>^  de  la  droite  D.  Si  Ton 
mène  du  point  6*  la  perpendiculaire  Bj^pB^y  à  U  T',  on  aura  B^p  =  d  et  B/p  =  B  Bj^. 

Le  plan  H"  étant  à  la  fois  perpendiculaire  au  plan  V  et  à  la  droite  D,  diaprés  Ténoncé,  sa  trace  sur 
le  plan  V',  c'est-à-dire  la  nouvelle  ligne  de  terre  L"T",  devra  être  perpendiculaire  en  direction  à  la 
droite  D ,  et  par  conséquent  à  D^  parallèle  à  D.  Comme  de  plus  le  plan  H''  perpendiculaire  à  V  doit 
passer  par  le  point  M,  la  trace  L"T"  du  plan  H"  sur  V  doit  passer  par  M,/,  projection  du  point  M  sur 
V.  Enfin,  la  trace  de  la  droite  D  sur  le  plan  H''  devant  se  trouver,  ainsi  que  tous  les  autres  points  de 
cette  droite,  à  la  distance  S  du  plan  V,  il  en  résulte  qu'en  reportant  S  de  M/  en  D^//,  on  aura  à  la  fois 
au  point  D^//  la  trace  et  la  projection  de  la  ligne  D  de  l'espace  sur  le  plan  E.'\  On  peut  remarquer  en 
passant  que  le  changement  de  plan  vertical  donne  immédiatement  la  véritable  grandeur  d*une  portion 
déterminée  de  la  droite  D,  par  exemple  la  grandeur  de  la  partie  de  cette  droite  comprise  entre  ses 
deux  traces  primitives  r  et  0  ;  mais  mieux  vaut,  en  pareil  cas,  rabattre  immédiatement  Tun  des  plans 
projetants  sur  les  plans  de  projection  primitifs  {Jig.  8). 


i7iM^=:  Ht  M^, 


BkP  =  ^, 
B/p  =  BBMf 
Bf/DA^  =  d. 


III"  Problème.  —  Changement  de  plan  de  projection  par  rapport  à  un  plan. 


^^•9- 


Soient  Pr,  Pa  {Jig*  9)  les  traces  d'un  plan  P  rapporté 
au  système  des  plans  V  et  H  se  coupant  suivant  LT, 
nous  changeons  le  plan  V  en  un  autre  plan  vertical  Y/ 
coupant  le  plan  H  suivant  L'T'. 

Les  deux  plans  verticaux  V  et  V  se  coupent  suivant 
une  verticale  I,  qui  a  pour  projection  horizontale  le 
point  h  où  les  deux  lignes  de  terre  se  rencontrent,  et 
pour  projection  verticale  T^  dans  le  premier  système  et  I, 
dans  le  second. 

Si  donc  on  reporte,  par  un  arc  de  cercle  décrit  du 
point  Ia  comme  centre,  la  longueur  Ia'»  de  Ia  en  v,  on 
aura  un  point  v  de  la  trace  verticale  nouvelle  P/;  en 
joignant  O'  />,  cette  ligne  P/  sera  la  trace  verticale  du 
plan  P  dans  le  nouveau  système. 


Il  peut  arriver  que  le  [M>int  0'  ne  se  trouve  pas  renfermé  dans  les  limites  de  l'épure;  on  prendia, 
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dans  ce  cas ,  une  horizontale  d  du  plan  P,  les  projections  de  d  seront  d^  parallèle  à  Pa  et  d^  parallèle 
à  la  ligne  de  terre.  On  cherchera  la  trace  verticale  6  de  cette  droite ,  et  en  élevant  à  L'T'  par  Ô'^'  une 
perpendiculaire  OVO'  égale  à  6^0,  on  aura  en  9'  un  nouveau  point  de  P,/;  enjoignant  ce  nouveau 
point  à  V,  la  trace  P/  sera  déterminée. 

On  emploie  le  même  procédé  pour  un  changement  du  plan  H  en  H',  il  faut  alors  prendre  la  droite  d 
parallèle  au  plan  Y. 

Soient  P,,  P^  les  traces  d'un  plan  P  rapportées  à  un  système  de  plans  V  et  H  se  coupant  suivant  LT, 
on  demande  les  traces  P^,  P^/  du  plan  P  par  rapport  à  un  autre  système  V%  H'  de  plans  rectangulaires 
entre  eux  el  se  coupant  suivant  U'V  [fig*  lo),  le  plan  V  étant  perpendiculaire  à  E. 

Considérons  d'abord  la  ligne  de  terre  L' T' intersection  du  plan  V'  et  du  plan  horizontal  H  ;  par  le 


Flg.  10. 


point  lk9  intersection  de  LT  et  V  T',  menons  J,.  et  J, 
respectivement  perpendiculaires  à  ces  deux  lignes 
de  terre  9  portons  I^/p  de  U  en  v,  joignons  i>  avec 
le  point  de  rencontre  O'  de  Pa  et  de  L'T',  nous 
aurons  la  nouvelle  trace  verticale  P/  du  plan  P* 
Prenons  pour  plan  simultané  de  Y  un  plan  H'  qui 
lui  soit  perpendiculaire  suivant  la  nouvelle  ligne 
de  terre  VT'^f  et  nous  répéterons  le  même  genre 
de  construction ,  c'est-à-dire  que  du  point  K/p  où 
les  deux  dernières  lignes  de  terre  L'T%  l/'V  se 
croisent  y  nous  leur  mènerons  perpendiculairement 
les  deux  droites  K^Ka'  et  R/Ka'/»  nous  prendrons 
K^/KA'/==Rr'KA'  et  nous  joindrons  O^'K^f,  ce  qui 
nous  donnera  la  trace  horizontale  Pa^',  et  finalement 
les  deux  traces  P^,  Pa//  du  plan  P  se  coupant  en  O' 
sur  la  ligne  de  terre  L"T". 

Nous  bornerons  là  ce  que  nous  voulions  dire  sur  ces  exercices,  avec  lesquels  il  peut  ôtre  bon  de  se 
familiariser  dès  le  commencement  de  la  Géométrie  descriptive ,  surtout  pour  les  personnes  qui  ne  se 
proposent  pas  de  pousser  leurs  éludes  en  ce  genre  beaucoup  au  delà  des  préliminaires.  Autrement, 
on  rencontre  assez  fréquemment,  dans  les  applications ,  des  occasions  d'employer  les  changements  de 
plans  de  projections  pour  attendre  que  ces  occasions  se  présentent,  et  Ton  s'en  servira  alors  d'autant 
plus  utilement,  que  le  choix  à  faire  sera  motivé,  en  pareil  cas,  par  la  nature  du  problème  à  résoudre. 
C*est  ce  que  font  journellement  les  constructeurs,  sans  considérer  pour  cela  comme  une  méthode  de 
recherche  ce  qui  n'est  en  réalité  qu'une  transformation  de  coordonnées. 

Il  en  est  de  môme  de  ce  qu'on  est  convenu,  depuis  quelque  temps,  d'appeler  la  méthode  des  moU" 
céments  de  rotation,  et  qui  n'est  tout  simplement  qu'un  chanf^ement  de  disposition  des  données  rela- 
tivement aux  plans  auxquels  on  les  rapporte.  Nous  allons  entrer  dans  quelques  détails  sur  ce  sujet. 


Mouvements  de  rotation. 


Étant  données  deux  droites  indéfinies  AB  et  CD  (Jtg.  i)  qui  se  coupent  en  S  ;  si  Ton  imagine  quePune 
d'elles,  AB,  restant  fixe,  Tautre,  CD,  tourne  autour  d'elle  en  la  coupant  toujours  au  même  point  S  et 
en  faisant  constamment  avec  elle  le  même  angle  ASC,  la  droite  mobile  engendrera  dans  sa  rotation, 
comme  chacun  sait,  un  cône  de  révolution,  et  les  divers  points  M,  Mi,  M»  de  cette  droite  décriront 
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sur  le  cône  des  circonférences  dont  les  plans  seront  perpendiculaires  à  la  droite  fixe,  qui  deviendra 

Fig.  I.  Taxe  du  cône.  Les  rayons  de  ces  circonférences  seront 

|es  perpendiculaires  Mi  0| , . . . ,  abaissées  de  chaque 
point  M|,...,  sur  Taxe,  et  les  centres  seront  les 
pieds  0  >  Oi , . . . ,  de  ces  mêmes  perpendiculaires. 

Il  est  évident  que  ces  circonférences  se  projetteront, 
i<>  en  vraie  grandeur  sur  un  plan  quelconque  perpen- 
diculaire à  Taxe,  et  a®  suivant  des  droites  sur  un  plan 
quelconque  parallèle  à  Taxe.  Ces  droites  seront  d'ail- 
leurs perpendiculaires  à  la  projection  même  de  Taxe  snr 
ce  dernier  plan.  On  peut  en  outre  observer  que  la 
droite  ayant  passé  de  la  position  CD  à  la  position  CD', 

les  angles  MOM^  M,0|M', ,  M,0,M',9...y  sont  tous 

égaux  entre  eux,  que  par  conséquent  les  arcs  MM', 

M, M,,  MaM\,...,  décrits  par  les   différents  points 
,  sont  semblables,  et  qu^enfin  on  a  la  suite  d'égalités 

MM' _  M^',  _  1M^_  a 

ÔM  ~"    M0."~   OM,  ~'*"'      i' 


M,  M,,  M,, 


a  étnntla  longueur  de  Tare  décrit  avec  l'unité  de  longueur  pour  rayon  et  correspondant  à  un  dépla- 
cement angulaire  a**  de  ce  rayon.  La  longueur  de  l'arc  décrit  pendant  le  mouvement  par  Tun  de? 
points  M  sera  d'autant  plus  grande,  que  la  distance  MS  du  point  décrivant  M  à  l'intersection  S  ou  la 
distance  MO  de  ce  point  M  à  Taxe  sera  plus  considérable.  Suivant  que  les  points  considérés  seront 
comme  M  et  M,  d'un  même  côté,  par  rapport  au  point  S,  on  comme  M  et  M,  de  côtés  différents,  les 
arcs  décrits  seront  dirigés  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraire.  Enfin  la  longueur  de  chaque  arc 
est  égale  au  rayon  de  cet  arc  multiplié  par  a. 

Ces  préliminaires  établis,  il  est  facile  de  voir  comment  on  peut  faire  tourner  un  point,  une  droite 
ou  un  plan  d'une  quantité  déterminée  autour  d'un  axe  donné,  et  retrouver,  soit  les  projections  du 
point,  soit  celles  de  la  droite,  soit  les  traces  ou  les  génératrices  du  plan  après  la  rotation. 

Fig,  3.  Il  est  inutile  de  faire  remarquer  que  si  Taxe  n'était  pas  per- 

pendiculaire à  l'un  ou  à  l'autre  des  plans  de  projection ,  on  de- 
vrait d'abord  le  mettre  dans  cette  position  à  l'aide  des  chan- 
gements de  plan  ;  sans  quoi  l'application  des  notions  précédentes 
présenterait  dans  la  pratique  une  complication  aussi  fâcheuse 
qu'inutile. 

!•'  PaoBLtes.  —  Faire  tourner  un  point  M  d'une  quantité 
angulaire  a?  autour  d'un  axe  A^A^,  perpendiculaire  au  plan 
vertical  (fig.  a  )  ou  au  plan  horizontal  {fig,  3  ). 

Dans  le  premier  cas  {fig.  a),  le  point  M  en  tournant  en- 
gendre une  circonférence  G  qui  a  son  centre  O  sur  l'axe  A , 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  cet  axe  A,  et  par  constHjueni 
parallèle  au  plan  vertical  ;  cette  circonférence  se  projettera  donc 
verticalement  suivant  G,,  dont  le  centre  est  A^  et  le  rayon  A,Mr, 
et  horhEontalement  suivant  Ca  parallèle  à  la  ligne  de  terre;  la  nouvelle  projection  verticale  du  point  M 
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sera  en  M',  ou  en  M'^  suivant  que  le  déplacement  angulaire  ot**  doit  se  produire  dans  on  sens  ou  dans 
l'autre  par  rapport  à  Taxe,  la  projection  horizontale  M'a  ou  M'^a  située  nécessairement  sur  Ca  s'obtien- 
dra par  une  ligne  de  rappel  abaissée  de  W,  ou  de  M'^. 

Dans  le  second  cas  [fig*  3),  le  point  M  a  décrit  une  circonférence  horizontale  projetée  horizonta- 
lement en  vraie  grandeur  sur  Ca>  et  verticalement  suivant  Cr  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Le  reste  du 
tracé  s'achève  comme  il  a  été  dit  ci«dessus^  il  y  ft  encore  deux  solutions  si  le  sens  du  mouvement 
nest  pas  donné  d*avance. 

Si  le  point  M  est  placé  dans  Tun  des  plans  de  projection,  Tune  des  deux  projections  de  la  circonfé- 
rence C  doit  alors  se  confondre  avec  la  ligne  de  terre. 

IP  PaoBLiMX.  —  Faire  tourner  une  droite  D  d'un  angle  donné  aP  autour  d'un  axe  A* 

Supposons  d'abord  [Jîg.  4  )  ^'^i^^  perpendiculaire  au  plan  vertical ,  sa  projection  verticale  A,  est  un 


Fig.S. 


flg.^. 


point  et  sa  projection  horizontale  Aa  une  perpendicolaire  à  la  ligne  de  terre.  Prenons  sur  la  droite  D 
deux  points  Mi  et  M,  et  faisons  pour  chacun  d'eux  ce  que  nous  avons  fait  tout  à  Tbeure  {fig.  2) 
pour  le  point  M ,  en  supposant  que  la  rotation  ait  lieu  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche ,  afin  de 
faire  cesser  toute  incertitude. 

Décrivons  du  point  A,  comme  centre,  avec  les  dislances  de  ce  point  aux  deux  points  M|r  et  M,, 
pour  rayons,  les  deux  drconfcrences  Cip,  C,^,  qui  seront  projetées  horizontalement  suivant  Cia 
et  Cj/.;  prenons  de  Mi^  en  M\^  un  arc  correspondant  à  la  grandeur  de  l'angle  a,  faisons  de  même  de 
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Mi«  en  VL\fy  et  en  joignant  ces  deux  nouveaax  points  M',,  et  M'^r  nous  aurons  la  projection  verti* 
cale  D',  de  la  droite  D  dans  sa  noayelle  position  D%  en  mettant  les  deux  points  M',  cl  M',  en  pro- 
jection horizontale  M',A^  M', A,  et  joignant,  nous  aurons  la  projection  D'^. 

Nous  avons,  comme  vérification^  déterminé  la  nouvelle  position  6',  9  a  de  la  trace  verticale  9,  6a; 
on  devra  chercher  comme  exercice  'ce  que  devient  la  trace  horizontale  r,  r,,  et  on  remarquera  que  la 
droite  rencontrait  d^abord  le  plan  vertical  au-dessus  du  plan  horizontal  en  0  et  le  plan  horizontal  en 
arrière  du  plan  vertical  en  t\  tandis  qu'après  son  déplacement  elle  rencontre  le  plan  vertical  en  0' 
au-dessous  du  plan  horizontal  et  ce  dernier  en  t^  en  avant  du  plan  vertical. 

Afin  de  simplifier  les  constructions,  il  est  commode  d'employer  toujours  la  même  circonférence 
pour  mesui^r  Tare  correspondant  au  déplacement  angulaire  a^  de  chacun  des  rayons,  que  Ton  a  soin 
de  prolonger  dans  ce  cas  jusqu'à  cette  circonférence.  Nous  avons  adopté  de  préférence  ici  la  circon- 
férence du  plus  grand  rayon  A^O,  afin  d'échapper  le  plus  possible  aux  chances  d'inexactitude  qui 
résultent  inévitablement  de  l'emploi  de  points  trop  rapprochés;  ce  rayon  sera  le  rayon  i  auquel 
correspond  Tare  a. 

Si  la  droite  mobile  rencontre  l'axe  de  rotation ,  elle  engendre  un  cône ,  et  si  elle  lui  est  parallèle , 
elle  engendre  un  cylindre;  ces  deux  cas  sont  trop  simples  pour  que  nous  les  examinions  en  particu- 
lier. Mais  dans  Thypothèse  oix  la  droite  ne  rencontre  pas  l'axe  sans  lui  être  parallèle,  ainsi  qu'il 
arrive  dans  le  problème  que  nous  venons  de  résoudre ,  la  discussion  présente  des  particularités  remar- 
quables que  nous  allons  étudier  en  changeant  toutefois  la  situation  de  l'axe,  afin  de  jeter  dans  cette 
étude  un  peu  de  variété. 

Soient  donc  [fig,  5)  un  axe  A  perpendiculaire  au  plan  horiznntal  et  une  droite  D  faisant  un  tour 

entier  autour  de  cet  axCy  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèchef. 

Au  lieu  de  prendre  un  point  quelconque  de  la 
droite,  prenons  celui  qui  est  le  plus  rapproché  de 
l'axe,  c'est-«\-dire  celui  qui  correspond  à  la  perpen- 
dicnlaire  commune  aux  deux  droites  A  et  D.  C'est 
évidemment  le  point  M  projeté  horizontalement  en 
Ma  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  Aa  sur 
Da.  En  effet,  cette  perpendiculaire  commune  ou  plus 
courte  distance  esthorizontale  comme  perpendiculaire 
à  la  verticale  A  ;  elle  est  donc ,  à  cause  de  cela,  pa- 
rallèle à  sa  propre  projection  horizontale  ;  elle  est 
d'ailleurs  perpendiculaire  à  D,  conséquemment  au 
plan  projetant  horizontal  de  D  et  par  suite  à  Da>  trace 
horizontale  de  ce  plan,  donc  enfin  sa  projection  ho- 
rizontale est  bien  AaMa.  Il  suit  de  là  que  les  projec- 
tions horizontales  de  la  droite  D,  dans  ses  positions 
successives,  seront  toutes  tangentes  à  la  circonfêrenre 
Ca  qui  a  pour  rayon  A  a  Ma*  Il  est  d'ailleurs  évident 
que  les  traces  horizontales  de  toutes  les  positions  de 
la  droite  D  seront  situées  sur  la  circonférence  c  dé- 
crite du  point  A  A  comme  centre  avec  la  distance  Aa^ 
pour  rayon  ;  il  est  facile  d'après  cela  d'avoir  les  pro- 
jections de  la  droite  pour  un  déplacement  angulaire  donné  a"  sans  passer  par  les  constructions 
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précédentes;  en  effets  on  prendra  sur  la  circonférence  c  l*arc  a  correspondant  à  ce  déplacement  a**,  à 
partir  du  point  f,  et  en  menant  par  la  seconde  extrémité  i!  de  cet  arc  une  tangente  à  Ca,  on  aura  la 
nouvelle  projection  horizontale  de  D.  On  vérifiera  si  Tare  compris  sur  Ca  entre  les  points  de  contact 
Ma  et  Ma  est  bien  semblable  à  l'arc  a  :  ce  qui  se  fait  en  prolongeant  les  deux  rayons  AaMa,  A^M'i 
jusqu'à  C  et  en  s'assurant  que  l'arc  pf*',  intercepté  sur  la  circonférence  C  entre  les  prolongements  de 
ces  rayons  y  est  égal  à  Tare  a. 

Parmi  ces  tangentes,  il  en  est  une.  D'à»  qui  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre;  on  reconnaît  aisément 
qu'alors  la  droite  correspondante  D^  est  dans  l'espace  parallèle  au  plan  vertical.  Il  en  est  une  autre, 
D'^A}  qni  est  perpendiculaire  à  la  ligue  de  terre;  la  droite  D''  qui  lui  correspond  est  alors  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Enfin,  si  Ton  prend  la  tangente D'^a  parallèle  à  Da,  on  aura  la 
projection  horizontale  de  la  droite  D  après  une  demi-révolution  autour  de  Taxe  A;  les  deux  projec- 
tions verticales  D,,  l/'^  sont  alors  symétriquement  placées  par  rapport  à  la  ligne  A»,  sur  laquelle  elles 
se  coupent  au  point  N,  où  se  projette  verticalement  le  diamètre  NN"'  du  cercle  AN. 

Les  points  de  la  droite  D,  tels  que  N  et  P,  situés  à  même  distance  au-dessus  et  au-dessous  du  plan  C, 
sont  projetés  horizontalement  sur  la  même  circonférence;  cette  remarque  permet  de  simplifier  les 
constructions,  quand  on  doit  déplacer  la  droite  D  de  quantités  angulaires  données. 

III'  PaoBL^MK.  —  Faire  tourner  un  plan  P  (Tun  angle  a  autour  d'un  axe  A  [fig,  6). 

Supposons  Taxe  vertical  et  le  plan  donné 


1%.  6. 


"--.^^^ 


1 


par  ses  traces  P^ ,  Pa. 

Le  sens  du  mouvement  est  indiqué  par 
la  flèche/. 

Appliquons  la  construction  précédente  à 
chacune  des  deux  traces  considérées  eu  n  i  me 
des  droites  quelconques  d^  et  d^  situées  dans 
les  plans  de  projection.  La  droite  dx  effec- 
tue sa  rotation  dans  le  plan  horizontal  où 
elle  se  trouve  déjà  ;  elle  ne  cessera  donc 
pas  d'être  la  trace  horizontale  du  plan  P, 
sa  plus  courte  distance  à  l'axe  est  la  per- 
pendiculaire AaM,  en  faisant  tourner  le 
point  M  de  l'arc  MM'  correspondant  à 
l'angle  a ,  et  en  menant  par  M' la  tangente 
</,  à  cet  axe,  on  aura  la  nouvelle  trace 
horizontale  P' a  sur  laquelle  le  point  t  se  sera 
transporté  en  t^.  Quant  à  la  trace  verticale 
Pr,  en  la  considérant  comme  une  droite 
quelconque  d^  du  plan  vertical ,  ses  pro- 
jections sont  dans  le  plan  vertical  la  ligne 


di  elle  même,  et  dans  le  plan  horizontal  la  ligne  de  terre;  sa  plus  courte  distance  à  l'axe  est  projetée 
horizontalement  en  vraie  grandeur  en  AaNa  et  verticalement  en  un  point  unique  N«;  dans  le  mouve- 
ment, le  point  N  décrit  un  arc  NN'  semblable  à  MM'  et  se  projette  en  N'a  et  N'r*  La  droite  </,  prend 
alors  pour  projection  horizontale  la  tangente  J^k  à  l'arc  NaN'a  menée  du  point  N'a-  Cette  tangente 
doit  nécessairement  passer  en  t'.  En  joignant  t\  et  N\,  on  aura  la  nouvelle  projection  verticale  d!^^  de 
la  droite  d^y  et,  par  suite,  le  point  9  qui  fait  partie  de  la  nouvelle  trace  verticale  P^;  il  n'y  a  doue 
plus  qu'à  mener  la  ligne  0/;'  pour  avoir  cette  nouvelle  trace  verticale  P',. 
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On  doit  reconnattre  que  les  arcs  NaN'a  et  tl!  sont  semblables  à  l'arc  MM'  et  correspondenr,  sur  le 
cercle  de  rayon  A^M,  à  des  arcs  nn' ^  fô^'  égaux  à  l'arc  MM%  circonstance  dont  on  devra  profiter^ 
ainsi  qu'il  a  été  dit  au  II*  problème,  pour  simplifier  les  constructions. 

Parmi  toutes  les  positions  que  le  plan  P  peut  prendre  en  tournant  autour  de  Taxe  A ,  nous  remar- 
querons principalement  les  deux  suivantes  :  i®  celle  pour  laquelle  la  trace  horizontale  P^  devient  la 
parallèle  V"k  ^  )&  ligne  de  terre ,  et  2®  celle  pour  laquelle  la  trace  horizontale  P^  devient  la  per- 
pendiculaire Vk  à  la  ligne  de  terre.  Dans  le  premier  cas,  le  plan  P  est  lui-même  parallèle  à  la  ligne  de 
terre,  le  point  t  vient  en  t!\  et  la  trace  verticale,  qui  est  aussi  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  s'obtient  au 
moyen  de  la  droite  d}^  ainsi  qu'il  a  été  dit.  Dans  le  second  cas,  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan 
vertical,  le  point  t  vient  en  f^,  et  la  trace  verticale  s'en  déduit  toujours  par  les  mêmes  considérations. 

U  est  bien  évident  d'ailleurs  que,  pendant  tout  le  mouvement,  le  plan  P  forme  toujours  le  même 
angle  avec  le  plan  horizontal;  on  peut,  comme  vérification,  s'en  assurer  en  prenant  dans  chaque 
situation  difTérente  la  ligne  de  plus  grande  pente ,  passant  par  le  point  fixe  O  où  l'axe  A  perce  le  plan 
P.  Ce  point  O  s'obtient  fort  aisément  à  l'aide  de  l'horizontale  H  correspondante  à  la  position  initiale  P. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  le  plan  P  incliné  d'une  manière  quelconque  sur  les 
plans  de  projection ,  et  par  conséquent  rencontrant  l'axe  qui  est  toujours  donné  perpendiculaire  à  l'un 
d'eux.  Si  le  plan  P  était  parallèle  à  l'axe,  le  tracé  serait  tellement  simple,  que  nous  ne  croyons  pas  de- 
voir nous  y  arrêter  ici. 

Enfin,  si  au  lieu  de  donner  le  plan  par  ses  traces,  on  le  donnait  soit  : 

i*'  Par  deux  droites  se  coupant; 

2^  Par  deux  parallèles; 

3**  Par  trois  de  ses  points; 

4°  Par  l'une  de  ses  normales  dont  le  pied  dans  le  plan  serait  connu; 

5**  Par  Tune  de  ses  lignes  de  plus  grande  pente  ; 
la  solution  serait  toujours  ramenée  au  II*  problème.  D'abord  cela  est  évident  pour  les  deux  pre- 
miers cas;  quant  au  troisième  caSj  on  le  ferait  dépendre  du  IP  problème,  enjoignant  les  points  deux  à 
deux,  ce  qui  fournirait  deux  droites  qu'on  ferait  tourner  chacune  de  l'angle  donné,  ou  bien  on 
traiterait  directement  la  question  en  déplaçant  chacun  des  trois  points  de  l'angle  donné,  au  moyen  du 
P**  problème.  Le  quatrième  cas  exigerait  quelque  précaution,  si  au  lieu  de  faire  tourner  la  normale 
et  son  pied  de  l'angle  donné,  on  voulait  lui  substituer  deux  droites  du  plan  passant  par  ce  point  et 
parallèles  l'une  au  plan  vertical,  l'autre  au  plan  horizontal;  il  faudrait  alors  se  rappeler  que  la 
première  de  ces  lignes,  étant  perpendiculaire  à  la  normale  comme  faisant  partie  du  plan  et  de  plus 
parallèle  an  plan  vertical ,  a  pour  projection  verticale  une  perpendiculaire  à  la  projection  verticale 
de  la  normale  et  pour  projection  horizontale  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  ;  tandis  que  la  deuxième, 
étant  parallèle  au  plan  horizontal,  a  pour  projection  horizontale  une  perpendiculaire  à  la  projec- 
tion horizontale  de  la  normale  et  pour  projection  verticale  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Ces  deux  lignes  se  nomment  quelquefois  les  principales  du  plan. 

Le  cinquième  cas  se  résout  évidemment  au  moyen  des  constructions  du  problème  III.  On  peut 
toujours  faire  partir  la  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  point  de  l'axe  de  rotation  et  remarquer  que 
les  projections  horizontales  de  cette  ligne,  avant  et  après  le  déplacement,  font  précisément  entre  elles 
l'angle  donné  «• 

Au  surplus^  nous  n'insistons  pas  sur  ce  cinquième  cas,  parce  que  la  détermination  d'un  plan,  au 
moyen  de  sa  ligne  de  plus  grande  pente  pour  un  point  donné,  rentre,  à  proprement  parler,  dans  le 
système  de  projections  désii;né  sous  le  titre  de  Méthode  des  pians  cotés  et  nivclésy  et  nous  renvoyons 
au  texte  de  Leroy,  livre  IX,  chapitre  II  de  cette  édition. 
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Les  considérations  précédentes,  appliquées  à  la  solution  des  questions  contenues  dans  le  premier 
livre  de  cet  ouvrage,  conduisent  à  des  constructions  beaucoup  plus  compliquées  que  celles  données 
par  Tautenr,  lesquelles  d'ailleurs  ont  été  consacrées  par  renseignement  de  Monge  et  sont  générale- 
ment adoptées.  Mais  si  leur  emploi  manque  de  simplicité  en  pratique»  ï\2.y  comme  exercice,  l'avantage 
d'habituer  les  commençants  à  lire  facilement  dans  Tespace,  et  c'est  pour  ce  motif,  comme  indication 
du  parti  qu'on  peut  en  tirer  à  ce  point  de  vue,  que  nous  avons  placé  ici  quelques  exemples. 


I*'  EXEMPLE. 


Mener  par  un  point  M  une  droite  D»  qui  coupe  une  droite  D|  sous  un  angle  donné  a. 


^^7. 


Soient  LT  la  ligne  de  terre,  M,,  Ma  les  deux  pro- 
jections du  point  M,  et  Di^,  Dia  les  deux  projections 
de  la  droite  Di  ;  menons  par  le  point  M  une  liorî- 
asontale  d  du  plan  P,  déterminé  par  )e  point  et  la 
droite  D|  ;  faisons  tourner  le  plan  P  autour  de  Pho- 
rizontale  d  comme  axe,  jusqu'à  ce  qu^il  devienne 
parallèle  au  plan  horizontal  de  projection,  la  droite 
D|  sera  emportée  dans  ce  mouvement  de  rotation  ; 
prenons  sa  projection  horizontale  ^y^k  après  le 
mouvement  et  coupons-la  sous  Fangle  a,  par  une 
droite  D^  menée  de  Ma  ,  cette  droite  D\k  sera  la 
projection  horizontale  de  la  droite  D|  après  la  rota- 
tion du  plan  P,  il  ne  restera  plus  qu'à  la  ramener 
à  la  position  qu'elle  doit  occuper  avant  le  mou- 
vement du  plan. 

Nous  aurons  d,  en  menant  par  M,  une  parallèle 
à  la  ligne  de  terre,  qui  coupera  Dir  en  I,;  d'où 
nous  conclurons  Ia  et,  par  suite,  d^  en  joignant  MaIa*  L'horizontale  d  étant  prise  pour  axe  de  rota- 
tion, tous  les  points  de  la  droite  D|,  excepté  le  point  I  qui  reste  immobile,  décriront  autour  de  Taxe 
des  arcs  de  cercle  dont  les  centres  seront  sur  l'axe  et  dont  les  plans  seront  perpendiculaires  à  ce  même 
axe;  si  donc  nous  considérons  le  point  0  entre  autres,  ce  point,  après  le  mouvement,  sera  projeté 
en  0'^,  d^ ,  que  l'on  déterminera  en  abaissant  de  Oa  I21  perpendiculaire  OaOa  sur  l'axe,  en  cherchant  la 

vraie  grandeur  de  cette  ligne  et  en  la  reportant  de  Oa  en  ô'  .  En  joignant  I^  et  0'^,  on  obtiendra  D',a; 

quant  à  la  projection  D'i,,  elle  se  confond  évidemment  avec  d^.  Menons,  ainsi  qu'il  a  été  dit,  la 
droite  D'^a  par  le  point  Mk  en  coupant  D\  sous  l'angle  a,  et  il  ne  nous  restera  plus  qu'à  replacer  D^ 

dans  sa  vraie  position  Ds ,  ce  qui  se  fera  aisément  d'après  les  explications  précédentes  :  pour  cela  on 
ramènera  le  point  S'^^  sommet  de  l'angle,  dans  la  position  S,,  Sa,  et  en  joignant  M  et  S,  on  obtiendra 
enfui  la  droite  D3. 

Il*  EXEMPLE. 


« 
«  *  * 


Déterminer  lu  plus  courte  distance  d'un  point  l\ï  à  une  droite  D. 

La  construction  étant  celle  de  l'exemple  précédent,  en  y  remplaçant  l'angle  a  par  un  angle  de 
90  dcgrcÀ,  nous  ne  la  reprendrons  pas* 
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m*'  EXEMPLE. 
Déterminer  la  plus  courte  distance  d'un  point  M  à  un  plan  P. 


FIg,  10. 


Soient  LT  la  ligne  de  terre,  M^M*  les  projections 
du  point  M,  et  P^  Pu  les  traces  du  plan  P  ;  faisons 
tourner  le  plan  P  autour  de  la  projetante  horizon- 
taie  du  point  M,  prise  pour  axe,  jusqu^à  ce  que  ce 
plan  devienne  perpendiculaire  au  plan  vertical  ;  à 
cet  instant  la  normale  au  plan  sera  parallèle  au  plan 
vertical  de  projection,  et,  par  conséquent,  se  pro- 
jettera en  vraie  grandeur  sur  ce  plan.  Nous  pour- 
rons ensuite  ramener  le  système  à  sa  position  ini- 
tiale, et  déterminer  alors  les  deux  projections  de  la 
normale  dans  cette  position.  Du  point  où  Taxe  perce 
le  plan  on  abaisse  la  ligne  de  plus  grande  pente 
du  plan  P,  elle  se  projette  horizontalement  suivant 
6a  Mjbf  perpendiculaire  à  Pa,  et  verticalement  sui- 
vant 0  /y  qui  coupe  en  K^  la  projection  de  Taxe  ;  le 
point  K  est  donc  celui  où  le  plan  est  percé  par  Taxe, 
et  ce  point  reste  immobile  pendant  le  mouvement. 
Quand  le  plan  P  est  perpendiculaire  au  plan  ver- 
tical ,  cette  ligne  de  plus  grande  pente  /  devient  parallèle  au  plan  vertical  ;  elle  se  projette  alors  hori- 
zontalement suivant  O'j^Ma  t^  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  verticalement  suivant  /^  K^  9^  ;  les  points  t 
et  Oa  décrivent  dans  le  plan  horizontal  les  arcs  semblables  tt'  et  Oa  0)^  dont  le  centre  est  en  Ma  et  dont 
les  projections  verticales  sont  t^tl  et  M^-^  la  trace  Pa^  emportée  par  le  mouvement^  prend  la  direction 
^^ft'^  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  ;  les  trois  points  t'^ ,  Rr ,  d^  sont  sur  une  même  ligne  droite, 
qui  est  à  la  fois  la  nonvelle  trace  verticale  V^  et  la  nouvelle  projection  verticale  i[  de  la  ligne  /  ;  la 

normale  n  au  plan  est  donc,  suivant  ce  qui  a  été  dit  en  commençant,  représentée  en  vraie  grandeur 
par  M,N^  perpendiculaire  à  /'^,  son  pied  est  projeté  en  N^N^,  et  si  Ton  ramène  le  tout  à  la  position 

initiale,  on  a  définitivement  M^N^,  MaNa  pour  projections  de  la  normale  /i,  etNr,  Na  pour  projections 
de  son  pied  dans  le  plan. 

Nous  proposerons  sur  ce  même  exemple  deux  cas  particuliers  :  1®  celui  où  le  plan  P  est  parallèle  à 
la  ligne  de  terre  ;  2?  celui  où  les  deux  traces  P„  et  Pa  du  plan  P  sont  en  prolongement  Tune  de  Tautre. 
Nous  avons  indiqué  les  constructions  sans  reprendre  Texplication. 

On  sait  que  les  traces  d'un  plan  sont  en  prolongement  l'une  de  l'autre  quand  le  plan  passe  par  P, 
une  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  élevée  dans  le  plan  bissecteur  de  l'un  ou  de  l'autre  des  dièdres 

SA  ou  IP  supérieur  formés  par  les  plans  de  projection  antérieur  ou  inférieur  postérieur,  et  récipro- 
quement. 

On  doit  remarquer  ce  fait  important  :  dans  les  trois  Jf gares  relatives  à  ce  problème  les  traces  du 
plan  et  les  projections  de  la  normale,  situées  sur  le  même  plan  de  projection,  sont  perpendiculaires 
entre  elles,  ce  qui  est  la  conséquence  de  ce  principe  :  Quand  deux  droites  sont  perpendiculaires 
entre  elles  dans  l'espace,  si  Tune  d'elles  est  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection,  les  projections  des 
deux  droites  sur  ce  même  plan  iont  perpendiculaires  enite  elles. 
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On  tire  un  parti  telleincnt  avantageux  de  ce  principe  pour  la  recherche  de  la  plus  courte  distance 
d^l^  point  à  une  droite  ou  à  un  plan,  que  nous  croyons  devoir  indiquer  ici  cette  application ,  quoi- 
qu'elle soit  étrangère  aux  mouvements  de  rotation  dont  Temploi  présente,  dans  le  cas  actuel,  ainsi 
qu^on  a  pu  le  reconnaître,  une  complication  au  moins  inutile  pour  la  pratique. 


Fig.  II. 


Fkf.  is. 


Soient  M„  Ma  ^  Dr ,  Da les  projections  dn  point  M  et  de  la  droite  D  ;  désignons  par  //,  et  d^  les  deux^nn- 


Fig,  i3. 


dpalcs{i)  d'un  plan  P  passant  par  le  point  M  et  perpendicu- 
laire à  la  droite  D.  Supposons  que  la  ligne  r/|  soit  la  principale 
parallèle  au  plan  vertical,  elle  aura  (en  vertu  dn  principe 
énoncé  ci-dessus)  pour  projection  verticale  une  droite  f/i, 
perpendiculaire  à  D,;  la  projection  horizontale  sera  d'ailleurs 
une  parallèle  dikk  la  ligne  de  terre;  la  ligne  //,»  qui  est,  par 
suite,  la  principale  parallèle  au  plan  horizontal  aura  (tou- 
jours conséquemment  au  principe)  pour  projection  hori« 
zontale  une  droite  d^k  perpendiculaire  à  Da  et  pour  pro- 
jection verticale  une  parallèle  d^  à  la  ligne  de  terre.  En 
coupant  ces  deux  droites  en  A  et  B  par  le  plan  projetant 
horizontal  de  D,  on  détermine  une  droite  AB  qui  est  située 
dans  le  plan  P  et  qui  coupe  la  droite  D  au  point  N;  en 
joignant  M,  N,  on  obtient  la  plus  courte  distance  deman- 
dée /!• 


IV*  EXEMPLE. 

Déterminer  Vans^îe  de  deux  droites  D|  et  Dj  se  coupant  en  un  point  M. 

Soient  D,Ay  D„,  D^^y  I>if  «  Ma,  M,  les  projections  des  données,  faisons  tourner  le  plan  déterminé 


(i)  Noos  ayons  déjà  dit  que  nous  entendions  par  principales  d'un  plan  P  pour  un  point  M,  les  droites  menées  par 
le  point  M  dans  le  plan  P,  parallèlement  aux  deux  plans  de  projection. 


oTn-— -I 
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j)ar  les  deux  droiles  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  parallèle  à  Tun  des  plans  de  projection ,  au  plan  ver- 
tical, par  exemple,  et  Tangle  demandé  se  projettera 
verticalement  en  vraie  grandeur. 

Nous  prendrons  pour  axe  de  rotation  la  principale 
AB,  parallèle  au  plan  vertical ,  sa  projection  horizon- 
tale sera  Â/,  Bji,  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  nous  en 
déduirons  A^B,,;  le  point  M ,  en  tournant  avec  le  plan 
autour  de  cet  axe,  décrira  un  arc  de  cercle  dont  nous 
—  savons  trouver  le  centre  O  et  le  rayon  r,  ce  qui  nous 
fournira  la  projection  M'^  du  point  M  après  le  mou- 
vement, en  joignant  M'^  avec  A,  et  B,,,  nous  aurons 
Tangle  demandé. 

Si  les  deux  droites  données  ne  se  rencontraient  pas, 
on  mènerait  d'un  point  M  de  Tune  d'elles  une  parallèle 
à  l'autre,  et  Ton  reproduirait  la  construction  précé- 

dente^  qui  d'ailleurs  ne  diffère  que  dans  les  termes  de  celle  donnée  dans  l'ouvrage. 

V*  EXEMPLE. 

Déterminer  la  plus  courte  distance  entre  deux  droites  non  situées  dans  le  même  plan» 
Soient  D|  et  D^  les  droites  données,  on  prendra  sur  Di,  un  point  M  à  volonté,  on  abaissera  la 
projetante  horizontale  de  ce  point,  et  l'on  fera  tourner  les  droites  D|  et  D2  autour  de  cette  ligne  jus- 
qu'à ce  que  la  première  devienne  parallèle  au  plan  vertical  ;  prenant  alors  pour  nouvel  axe  de  rota- 
tion la  projetante  verticale  du  point  M,  on  fera  de  nouveau  tourner  les  deux  droites  autour  de  cet 
axe,  jusqu'à  ce  que  Dt ,  qui  était  parallèle  au  plan  vertical ,  devienflb  perpendiculaire  au  plan  hori- 
zontal. Dans  cette  dernière  position  des  deux  droites,  leur  plus  courte  distance  sera  représentée  en 
vraie  grandeur  parla  perpendiculaire  abaissée  de  My^  sur  la  projection  horizontale  qu'on  aura  obtenue 
pour  la  droite  D),  après  le  double  mouvement  de  rotation. 

-    Nous  avons  donné  cette  construction  comme  exercice  seulement;  car  elle  est  d'ailleurs  plus  com« 
pliquée  dans  l'exécution  que  celle  indiquée  livre  P'',  rliapitre  II  de  cet  ouvrage. 

On  peut  consulter  cnc3re  pour  ce  problème  le  Traité  de  Géométrie  descriptive  de  l'illustre  Monge 
(Paris,  Klostermann  fils,  1811),  page  43,  on  y  trouvera  une  solution  très-élégante  de  la  question, 
fondée  sur  l'emploi  d'un  plan  mené  par  l'une  des  droites  parallèlement  à  l'autre  et  tangent  à  un 
cylindre  de  révolution  qui  a  pour  axe  cette  autre  droite  et  pour  rayon  la  plus  courte  distance 
cherchée. 


Géométrie  Leroy. 
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